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在上册和中册我们学习了一元函数的微积分,从现在开始要学习多元函数的微积

分. 所谓多元函数, 就是有多个自变量的函数. 这种函数在研究自然现象的过程中随

处都可遇到. 因为研究自然现象总离不开空间和时间, 单看空间, 在取定一个直角坐

标系之后, 空间中全体点的集合便和由全体三元有序数组 (x, y, z) 组成的集合 R3 建

立了一一对应关系, 这样空间中的每个点就对应着三个实数 x, y, z, 所以当点在空间

中变化时我们就有了三个自变量 x, y, z. 如果再把时间 t 作为一个自变量, 则有四个

自变量 x, y, z, t. 因此一般的物理量通常都有四个自变量因而是四元函数. 如果再需

要把其他某些参量作为自变量来考虑,就得到了具有更多个自变量的多元函数. 因此,

把一元函数的微积分理论加以发展, 建立多元函数的微积分理论, 是科学研究的必然

需要.

本章讨论多元函数的极限和连续性. 在一元函数的微积分理论中已经看到, 为了

研究一元函数, 必须首先了解实数域 R 的性质. 与此类似, 为了研究多元函数, 必须

首先了解欧几里得空间, 简称欧氏空间 Rm 的性质. Rm 是由全体 m 元有序实数组

(x1, x2, · · · , xm) 组成的一个数学体系, 有 m 个自变量的多元函数都可看成是从 Rm

的某个子集到 R的一个映射, 所以它在多元函数的微积分理论中起着与实数域 R在

一元函数的微积分理论中类似的作用. 14.1 节讨论 Rm 的一些最基本的代数与分析

性质. 14.2 节从一些具体的例子出发, 引出多元函数的概念. 14.3 节和 14.4 节分别讨

论多元函数的极限和连续性.

14.1 Rm 中的点列和点集

14.1.1 Rm 中的运算和距离

由全体 m 元有序实数组 (x1, x2, · · · , xm) 组成的集合 Rm 称为 m 维欧氏空间,

即

Rm = {(x1, x2, · · · , xm) : x1, x2, · · · , xm ∈ R}.
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从解析几何我们已经知道,三维欧氏空间 R3 中的元素既可以叫点也可以叫三维向量,

因为在空间中建立直角坐标系后, R3 中的元素既与空间中的点存在一一对应关系,也

与空间中的向量存在一一对应关系.把这些术语推广, Rm 中的元素即 m元有序数组

(x1, x2, · · · , xm) 既可以叫 Rm 中的点, 也可以叫m 维向量.

从线性代数课程我们知道, 在 Rm 上有下列三种运算.

(1) 加法和减法运算：对任意 x, y ∈ Rm, 设 x = (x1, x2, · · · , xm), y = (y1, y2, · · · ,

ym), 则它们的和 x + y 与差 x− y 定义为

x± y = (x1 ± y1, x2 ± y2, · · · , xm ± ym).

(2) 数乘运算：对任意 x = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm 和任意实数 λ, λ 对 x 的数乘

λx 定义为

λx = (λx1, λx2, · · · , λxm).

(3)内积运算：对任意 x, y ∈ Rm,设 x = (x1, x2, · · · , xm), y = (y1, y2, · · · , ym),则

它们的内积 (x, y) 或点积 x · y 定义为
(x, y) = x · y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xmym.

内积 (x, y) 或点积 x · y 经常简写为 xy, 即

xy = (x, y) = x · y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xmym.

这些运算已经在线性代数课程中有过详细的研究, 这里不再重复了. 由内积运算可以

定义 x 的长度 (也称范数或模) |x|, 即
|x| =

√
(x, x) =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

m.

显然, 长度具有以下性质：

(1) |x| > 0, |x| = 0当且仅当 x = 0 (非负性和非退化性);

(2) |λx| = |λ||x|,∀λ ∈ R, ∀x ∈ Rn (正齐次性);

(3) |x + y| 6 |x|+ |y| (三角不等式).

如果 x 的长度为 1, 则称 x 为单位向量.

定义 14.1.1 对 Rm 中任意两点 x = (x1, x2, · · · , xm) 和 y = (y1, y2, · · · , ym),

称它们的差 x− y 的长度为这两个点之间的距离, 记作 d(x, y), 即

d(x, y) = |x− y| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xm − ym)2.

容易看出, 点的距离具有以下三个性质：

(1) d(x, y) = d(y, x) (对称性);

(2) d(x, y) > 0, d(x, y) = 0 当且仅当x = y (非负性和非退化性);

(3) d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) (三角不等式).

以后, 表示距离的两个记号 d(x, y) 和 |x− y| 我们将混合使用.
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14.1.2 Rm 中点列的极限

由 Rm 中的点构成的序列叫做 Rm 中的点列.

如果用

x1, x2, · · · , xn, · · · ,

表示 Rm 中的点列,就会和 Rm 中点 x = (x1, x2, · · · , xm)的坐标 x1, x2, · · · , xm 产生

混淆. 为此下面改用 P , Q 等大写符号表示 Rm 中的点, 从而 Rm 中的点列就相应地

用 {Pn}, {Qn} 等符号表示.

定义 14.1.2 设 {Pn} 是 Rm 中的一个点列, P0 是 Rm 中的一个点. 如果

lim
n→∞

d(Pn, P0) = lim
n→∞

|Pn − P0| = 0,

则称当 n →∞ 时, Pn 以 P0 为极限, 或称当 n →∞ 时, Pn收敛于P0, 记作

lim
n→∞

Pn = P0 或 Pn → P0 (当 n →∞).

从定义 14.1.2 可知, Pn 收敛于 P0 的意思是当 n →∞ 时, Pn 与 P0 之间的距离

越来越小以至于无限地趋近于零. 采用 ε–N 的语言, 则 lim
n→∞

Pn = P0 是指对任意给

定的 ε > 0, 存在相应的 N ∈ N, 使得对任意的 n > N 都有

d(Pn, P0) = |Pn − P0| < ε.

由于点之间的距离是通过它们的坐标之差的平方和再开方来计算的,所以点列的

极限与由它们的坐标形成的数列的极限可以相互表示.

定理 14.1.1 设 Pn = (x1n, x2n, · · · , xmn), n = 1, 2, · · · , P0 = (x10, x20, · · · , xm0),

则 lim
n→∞

Pn = P0 的充要条件是

lim
n→∞

xjn = xj0, j = 1, 2, · · · ,m, (14.1.1)

即 lim
n→∞

Pn = P0 的充要条件是对每个 1 6 j 6 m, Pn 的第 j 个坐标形成的数列 xjn

(n = 1, 2, · · · ) 以 P0 点的相应坐标 xj0 为极限.

证明 由于

d(Pn, P0) =
√

(x1n − x10)2 + (x2n − x20)2 + · · ·+ (xmn − xm0)2

6 |x1n − x10|+ |x2n − x20|+ · · ·+ |xmn − xm0|, n = 1, 2, · · · ,

所以当式 (14.1.1) 成立时, 必然也有 lim
n→∞

d(Pn, P0) = 0, 即 lim
n→∞

Pn = P0 成立. 反之

由于

|xjn − xj0| 6 d(Pn, P0), j = 1, 2, · · · ,m,

3
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所以当 lim
n→∞

Pn = P0, 即 lim
n→∞

d(Pn, P0) = 0 时, 显然也有式 (14.1.1) 成立. 因此,

lim
n→∞

Pn = P0 与式 (14.1.1) 等价. 证毕.

应用定理 14.1.1, 可以把数列极限的除涉及大小比较关系之外的所有命题, 都类

推到 Rm 中点列的极限. 当然也可类似于数列的极限直接从 Rm 中点列极限的定义

推出这些命题.

定理 14.1.2 一个点列如果收敛, 那么它的极限是唯一的.

定理 14.1.3 如果点列 {Pn} 收敛, 那么它必是有界的, 即存在常数 C > 0 使

成立

d(Pn, O) 6 C, n = 1, 2, · · · .

其中 O 表示 Rm 中的原点.

定理 14.1.2 和定理 14.1.3 的简单证明我们留给读者.

定理 14.1.4(柯西收敛准则) 点列 {Pn}有极限的充要条件是对任意给定的 ε >

0, 存在相应的 N ∈ N, 使得对任意的 l, n > N 都有

d(Pl, Pn) < ε.

证明 必要性. 设 lim
n→∞

Pn = P0，则对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 N ∈ N, 使

得对任意 n > N 都有 d(Pn, P0) <
ε

2
. 由此可知对任意的 l, n > N 都有

d(Pl, Pn) 6 d(Pl, P0) + d(Pn, P0) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

充分性. 设对任意给定的 ε > 0,存在相应的 N ∈ N,使得对任意的 l, n > N 都有

d(Pl, Pn) < ε. 对每个正整数 1 6 j 6 m, 考虑由 Pn 的第 j 个坐标构成的数列 {xjn}.
对任意给定的 ε > 0, 由于当 l, n > N 时有

|xjl − xjn| 6 d(Pl, Pn) < ε,

所以 {xjn}满足柯西准则的条件,于是 {xjn}收敛. 记 xj0 = lim
n→∞

xjn, j = 1, 2, · · · ,m,

并令 P0 = (x10, x20, · · · , xm0), 则根据定理 14.2.1 可知 lim
n→∞

Pn = P0, 因此 Pn 收敛于

P0. 证毕.

定理 14.1.5(列紧性原理) Rm 中的任意有界点列都有收敛的子列.

证明 我们只以 m = 2 的情况为例来证明, 因为对 m > 3 的一般情况证明

是类似的, 只是记号更加复杂. 设 {Pn} 是 R2 中的有界点列, 并设 Pn = (xn, yn),

n = 1, 2, · · · ,则 {xn}和 {yn}都是有界数列. 由 {xn}是有界数列,根据数列的列紧性

原理 (定理 2.4.3) 知, {xn} 有收敛的子列, 设为 {xnk
}. 再考虑数列 {ynk

}, 因为 {yn}
是有界数列, 所以 {ynk

} 作为 {yn} 的子列也是有界数列, 从而它也有子列收敛, 设为

{ynkl
}. 令 Pnkl

= (xnkl
, ynkl

), l = 1, 2, · · · , 则因为 {xnkl
} 和 {ynkl

} 都是收敛数列, 所

4
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以根据定理 14.2.1 知, 点列 {Pnkl
} 收敛. 这就证明了 {Pn} 有收敛的子列 {Pnkl

}. 证
毕.

和数列的情况类似, 定理 14.1.5 也叫做波尔查诺--魏尔斯特拉斯列紧性原理.

14.1.3 Rm 中的点集

在讨论一元函数的极限、连续性以及可微性等性质时, 经常需要考虑邻域、开区

间、闭区间等概念. 为了研究多元函数的同类性质, 我们也需要使用一些类似的概念.

下面给出这些概念的定义.

定义 14.1.3 对任意 x0 ∈ Rm 和 r > 0, 我们记

B(x0, r) = {x ∈ Rm : d(x, x0) < r}, B(x0, r) = {x ∈ Rm : d(x, x0) 6 r}.

B(x0, r) 称为以点 x0 为心、以 r 为半径的开球; B(x0, r) 称为以点 x0 为心、以 r 为

半径的闭球. B(x0, r) 也称为点 x0 的r 邻域; B(x0, r) 也称为点 x0 的r 闭邻域.

B(x0, r) 和 B(x0, r) 也分别记作 Br(x0) 和 Br(x0).

需要注意的是 “球”是针对 m > 3的情况使用的术语.在 m = 2的情况则改称为

“圆盘”, 即 R2 中的 B(x0, r) 称为以 x0 为心、以 r 为半径的开圆盘; B̄(x0, r) 叫做以

x0 为心、以 r 为半径的闭圆盘. 不过, 在没有特别指明 m = 2 时, 无论是否包含这种

情况, 我们都笼统地把 B(x0, r) 叫做开球, 把 B̄(x0, r) 称为闭球.

定义 14.1.4 设 S 是 Rm 中的一个非空点集, x0 是 Rm 中的一个点.

(1) 如果 x0 ∈ S, 且存在 δ > 0, 使得点 x0 的 δ 邻域 B(x0, δ) 完全包含于 S, 即

B(x0, δ) ⊆ S, 则称 x0 为 S 的内点 (图 14-1-1). S 的全部内点组成的集合叫做 S 的内

域, 记作 S◦.

图 14-1-1 内点 图 14-1-2 边界点

(2)如果对任意 δ > 0,点 x0的 δ邻域B(x0, δ)中都既含有 S中的点又含有 S以外

的点,即 B(x0, δ)
⋂

S 6= ∅且 B(x0, δ)
⋂

Sc 6= ∅,这里 Sc 表示 S 的余集：Sc = Rm\S,

则称 x0 为 S 的边界点 (图 14-1-2). S 的全部边界点组成的集合称为 S 的边界,

记作 ∂S.

(3) 如果对任意 δ > 0, x0 的 δ 邻域 B(x0, δ) 中都含有 S 中异于 x0 的点, 即

B(x0, δ)
⋂

(S\{x0}) 6= ∅, 则称 x0 为 S 的聚点或极限点(图 14-1-3). S 的全部聚点组

5



数学分析教程 (下册)

成的集合称为 S 的导集, 记作 S′.

(4) S 与其导集 S′ 的并集称为 S 的闭包, 记作 S, 即 S = S
⋃

S′.

(5)如果 x0 ∈ S, 且存在 δ > 0, 使得点 x0 的 δ 邻域 B(x0, δ)中除 x0 之外没有其

他 S 中的点, 即 B(x0, δ)
⋂

S = {x0}, 则称 x0 为 S 的孤立点 (图 14-1-4).

图 14-1-3 聚点 图 14-1-4 孤立点

显然, 内点都是聚点, 即 S◦ ⊆ S′. 又显然, 孤立点都必然是边界点, 即如果 x0 是

S 的孤立点, 则 x0 ∈ ∂S. 不是孤立点的边界点都显然是聚点. 需要注意的是集合 S

的内点和孤立点都在 S 中, 但 S 的边界点和聚点可能在 S 中, 也可能不在 S 中. 另

外, 不难证明 S = S
⋃

∂S(见本节习题 10).

对于集合 S 以外的、不是 S 的边界点的点 x0,显然一定存在 δ > 0,使得 x0 的 δ

邻域 B(x0, δ) 与 S 不相交即 B(x0, δ)
⋂

S = ∅, 因而 B(x0, δ) ⊆ Sc. 我们称这样的点

x0 与集合 S有正的距离.

定义 14.1.5 设 S 是 Rm 中的一个非空点集.

(1) 如果 S 中的每个点都是它的内点, 即对任意 x0 ∈ S, 都存在相应的 δ > 0, 使

得 B(x0, δ) ⊆ S, 则称 S 为开集. 因此 S 是开集当且仅当 S = S◦.

(2) 如果 S 的聚点全在 S 中, 即 S′ ⊆ S, 则称 S 为闭集. 由于 S = S
⋃

S′, 所以

S 是闭集当且仅当 S = S.

规定空集既是开集, 又是闭集. 不过, 以后说开集、闭集时, 都是指非空的开集和

非空的闭集.

定理 14.1.6 (1) E 是开集当且仅当其余集 Ec = Rm\E 是闭集.

(2) 任意多个开集的并是开集, 任意多个闭集的交是闭集.

(3) 有限多个开集的交是开集, 有限多个闭集的并是闭集.

证明 (1) 设 E 是开集, 要证明它的余集 Ec 是闭集. (反证法) 设 Ec 不是闭集,

则存在 Ec 的聚点 x0 不在 Ec 中. 于是 x0 ∈ E. 因为 E 是开集, 所以存在 δ > 0 使得

B(x0, δ) ⊆ E. 这意味着 B(x0, δ)
⋂

Ec = ∅, 而这与 x0 是 Ec 的聚点相矛盾. 因此 Ec

是闭集.

再设 Ec 是闭集. 对任意 x0 ∈ E, 因为 x0 6∈ Ec 而 Ec 是闭集, 所以存在 δ > 0 使

6
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得 B(x0, δ)
⋂

Ec = ∅. 这意味着 B(x0, δ) ⊆ E, 所以 E 是开集.

(2) 设 {Eλ}λ∈Λ 是一族开集. 对任意 x0 ∈
⋃

λ∈Λ

Eλ, 必存在 λ0 ∈ Λ 使得 x0 ∈ Eλ0 .

由于 Eλ0 是开集,所以存在 δ > 0使得 B(x0, δ) ⊆ Eλ0 . 而这蕴涵着 B(x0, δ) ⊆
⋃

λ∈Λ

Eλ,

所以
⋃

λ∈Λ

Eλ 也是开集.

又设 {Fλ}λ∈Λ 是一族闭集, 则 {F c
λ}λ∈Λ 是一族开集, 从而

⋃

λ∈Λ

F c
λ 是开集. 因为

⋃

λ∈Λ

F c
λ =

( ⋂

λ∈Λ

Fλ

)c

, 所以
⋂

λ∈Λ

Fλ 是闭集.

(3) 设 E1, E2, · · · , EN 是有限个开集. 对任意 x0 ∈
N⋂

j=1

Ej , 有 x0 ∈ Ej , j =

1, 2, · · · , N . 因为每个 Ej 都是开集, 所以存在 δj > 0 使得 B(x0, δj) ⊆ Ej , j =

1, 2, · · · , N . 令 δ = min
16j6N

δj , 则 δ > 0, 且 B(x0, δ) ⊆
N⋂

j=1

B(x0, δj) ⊆
N⋂

j=1

Ej , 所以

N⋂

j=1

Ej 是开集. 这就证明了有限多个开集的交是开集. 应用取余运算, 由此又可推知

有限多个闭集的并是闭集. 证毕.

14.1.4 几个重要定理

在一元函数的情形我们已经看到,刻画实数域完备性的几个与戴德金完备性原理

相等价的定理, 即单调有界原理、致密性原理、柯西收敛准则、区间套定理、有限覆

盖定理等, 在建立一元函数的微积分理论时起到了重要的作用. 这些定理都可推广到

一般的欧氏空间 Rm. 前面已经把致密性原理和柯西收敛准则进行了这样的推广. 下

面我们再推广区间套定理和有限覆盖定理. 先给出致密性原理用点集表述的一个等

价形式.

定理 14.1.7(聚点原理) 设 E 是 Rm 中一个含有无穷多个点的有界集合, 则 E

必有聚点, 即其导集 E′ 非空.

证明 因为 E 含有无限多个点, 所以必存在一个各项互异的点列 Pn ∈ E, n =

1, 2, · · · . 由于 E 是有界集合, 所以 {Pn} 是有界点列. 因此根据致密性原理, {Pn} 有
收敛的子列, 设为 {Pnk

}. 令 P0 = lim
k→∞

Pnk
, 我们来证明 P 0 ∈ E′. 事实上, 对任意给

定的 δ > 0, 由 P0 = lim
k→∞

Pnk
知存在相应的 N ∈ N, 使当 k > N 时, Pnk

∈ B(P0, δ).

因为 {Pnk
} 中的点互不相同, 所以在所有满足条件 k > N 的点 Pnk

中, 至少有一个

异于 P0. 因而 B(P0, δ)
⋂

(E\{P0}) 6= ∅. 这就证明了 P0 ∈ E′. 证毕.

定理 14.1.8 也叫波尔查诺聚点原理.

对于 Rm 中的一个非空点集 S, 如果存在正数 M 使得 S ⊆ B̄(O, M), 即 S 包含

7
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在一个以原点为心的闭球中,则称 S 为有界集. 这时称 sup{d(x, y) : x, y ∈ S}为 S 的

直径, 记作 diam(S), 即

diam(S) = sup
x,y∈S

d(x, y) = sup{d(x, y) : x, y ∈ S}.

当 S 是无界集时, 也记 diam(S) = ∞.

定理 14.1.8(闭集套定理) 设 {En} 是 Rm 中的一列非空点集. 假设

(1) 每个 En 都是闭集;

(2) E1 ⊇ E2 ⊇ · · · ⊇ En ⊇ En+1 ⊇ · · · ;
(3) lim

n→∞
diam(En) = 0,

则存在 Rm 中唯一的点 P0,使得该点包含于所有这些闭集 En：P0 ∈ En, n = 1, 2, · · · .
证明 对每个正整数 n, 任取 En 中一点记作 Pn. 这样就得到了 Rm 中的一个

点列 {Pn}. 易见这个点列满足柯西准则的条件. 事实上, 由于 lim
n→∞

diam(En) = 0, 所

以对任意给定的 ε > 0, 存在相应的正整数 N , 使当 n > N 时就有

d(P, Q) < ε, ∀P, Q ∈ En.

据此和条件 (2) 知当 l, n > N 时有

d(P, Q) < ε, ∀P ∈ En, ∀Q ∈ El.

特别地, 有

d(Pn, Pl) < ε, ∀n, l > N.

说明 {Pn} 满足柯西准则的条件, 因此 {Pn} 有极限. 记 P0 = lim
n→∞

Pn. 我们来证明

P0 ∈ En, n = 1, 2, · · · .

(反证法) 假设这个结论不成立, 即存在某个正整数 n0 使得 P0 6∈ En0 . 因为 En0 是闭

集,条件 P0 6∈ En0 意味着 P0既不在 En0 中,也不是 En0 的聚点. 因此必存在 δ > 0,使

得 B(P0, δ)
⋂

En0 = ∅. 再应用条件 (2), 即知对所有 n > n0 都有 B(P0, δ)
⋂

En = ∅.

另外, 由 P0 = lim
n→∞

Pn 可知必存在正整数 N , 使当 n > N 时就有 Pn ∈ B(P0, δ). 而

Pn ∈ En, n = 1, 2, · · · , 这就得到了矛盾, 从而证明了上述断言.

最后再来证明
∞⋂

n=1

En 中只有一个点. (反证法) 假设这个集合含有两个不同的点

P 和 Q. 由于 P 6= Q, 所以 d(P, Q) > 0. 由 P, Q ∈ En (n = 1, 2, · · · ) 和条件 (3) 可知

d(P, Q) 6 diam(En) → 0 (当 n →∞).

这就得到了矛盾. 因此,
∞⋂

n=1

En 中只能有一个点. 证毕.

定理 14.1.8 也叫康托尔闭集套定理.

8
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定理 14.1.9(有限覆盖定理) 设 E 是 Rm 中的一个有界闭集, {Oλ}λ∈Λ 是 E 的

一族开覆盖, 即每个 Oλ (λ ∈ Λ) 都是开集, 且

E ⊆
⋃

λ∈Λ

Oλ.

则存在这族开集中的有限个集合 Oλ1 , Oλ2 , · · · , OλN
, 它们完全覆盖了 E, 即

E ⊆
N⋃

k=1

Oλk
.

证明 由于对不同的维数 m,证明的思想都是相同的,为记号简单我们只对 m =

2 的情况给出证明. 由于 E 是有界集, 所以存在闭矩形 D = [a, b] × [c, d] 使 E ⊆ D.

(反证法)假设 E 不能被 {Oλ}λ∈Λ 中的任何有限个开集覆盖. 用 D 的两邻边的中线

x =
1
2
(a + b) 和 y =

1
2
(c + d) 把 D 分为四个全等的小闭矩形, 则这四个小闭矩形

中,至少有一个与 E 的交集不能被 {Oλ}λ∈Λ中的有限个开集覆盖.记这个小闭矩形为

D1 = [a1, b1] × [c1, d1]. 再用 D1 的两邻边的中线x =
1
2
(a1 + b1) 和 y =

1
2
(c1 + d1) 把

D 分为四个全等的小闭矩形. 则这四个小闭矩形中, 至少有一个与 E 的交集不能被

{Oλ}λ∈Λ 中的有限个开集覆盖.记这个小闭矩形为 D2 = [a2, b2]× [c2, d2]. 按此方法一

直进行下去,应用数学归纳法,就得到一列闭矩形 Dn = [an, bn]× [cn, dn], n = 1, 2, · · · ,
它们满足以下三个条件：

(1) D1 ⊇ D2 ⊇ · · · ⊇ Dn ⊇ Dn+1 ⊇ · · · ;
(2) 每个 Dn 与 E 的交集 Dn

⋂
E 都不能被 {Oλ}λ∈Λ 中的有限个开集覆盖;

(3) lim
n→∞

diam(Dn) = 0.

条件 (3) 是因为对每个自然数 n, Dn 的两条边长分别为 bn − an =
1
2n

(b − a),

dn − cn =
1
2n

(d − c), 所以 lim
n→∞

diam(Dn) = lim
n→∞

1
2n

√
(b− a)2 + (d− c)2 = 0. 显然

{Dn

⋂
E}∞n=1 是一个满足定理 14.1.9 各项条件的闭集套, 所以根据定理 14.1.9 知存

在唯一的点 P0 使得 P0 ∈ Dn

⋂
E, n = 1, 2, · · · . 由于 P0 ∈ E, 所以存在 λ0 ∈ Λ 使

P0 ∈ Oλ0 . 而 Oλ0 是开集, 故存在 δ > 0 使 B(P0, δ) ⊆ Oλ0 . 现在取 n 充分大使

1
2n

√
(b− a)2 + (d− c)2 < δ,

则由 P0 ∈ Dn, 即可推知 Dn ⊆ B(P0, δ), 进而

Dn

⋂
E ⊆ Dn ⊆ B(P 0, δ) ⊆ Oλ0 .

而这却与条件 (2) 矛盾. 证毕.
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定理 14.1.9 也叫做博雷尔有限覆盖定理.

定理 14.1.10(开覆盖定理) 设 E 是 Rm 中的一个有界闭集, {Oλ}λ∈Λ 是 E 的

一族开覆盖. 则存在常数 δ > 0, 使对任意一点 x ∈ E, 都存在相应的开集 Oλx
(其中

λx ∈ Λ), 使得

B(x, δ) ⊆ Oλx .

证明 (反证法)假设这样的正数 δ 不存在,则对每个正整数 n,存在相应的 xn ∈
E, 使得 xn 的

1
n
邻域 B

(
xn,

1
n

)
不包含在任何一个 Oλ 中. 因为 E 是有界集, 所

以 {xn} 是有界点列. 于是根据列紧性原理知, 存在 {xn} 的子列收敛. 为使记号简

单, 不妨设 {xn} 收敛. 记 x0 = lim
n→∞

xn. 因为 E 是闭集, 所以 x0 ∈ E. 于是由

{Oλ}λ∈Λ 是 E 的开覆盖知存在开集 Oλ0 (其中 λ0 ∈ Λ), 使得 x0 ∈ Oλ0 . 再由 Oλ0

是开集推知存在正数 δ 使得 B(x0, δ) ⊆ Oλ0 . 对此 δ > 0, 由 x0 = lim
n→∞

xn 知存在

正整数 N , 使对每个 n > N 都有 xn ∈ B
(
x0,

δ

2

)
. 从而当 n > max

{
N,

2
δ

}
时就有

B
(
xn,

1
n

)
⊆ B(x0, δ) ⊆ Oλ0 , 这就得到了矛盾. 因此, 必存在常数 δ > 0, 使对任意一

点 x ∈ E, 都存在相应的开集 Oλx
(其中 λx ∈ Λ), 使得 B(x, δ) ⊆ Oλx

. 证毕.

定理 14.1.10 也叫做勒贝格开覆盖定理. 正数 δ 叫做 E 的开覆盖 {Oλ}λ∈Λ 的勒

贝格数.

习 题 14.1

1. 设 x, y, xn, yn ∈ Rm, n = 1, 2, · · · , 且 lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y. 证明：

(1) lim
n→∞

(xn ± yn) = x± y; (2) lim
n→∞

xn · yn = x · y; (3) lim
n→∞

|xn| = |x|.

2. 设点列 xn ∈ Rm (n = 1, 2, · · · ) 满足条件
∞∑

n=1

|xn+1 − xn| < +∞. 证明： lim
n→∞

xn

存在.

3. 证明距离函数 d(x, y) = |x− y| 的下列性质：
(1) |d(x, y)− d(x, z)| 6 d(y, z), ∀x, y, z ∈ Rm;

(2) d(x, y)是 x, y 的连续函数,即若 lim
n→∞

xn =x, lim
n′→∞

yn′ =y,则 lim
n→∞
n′→∞

d(xn, yn′)=

d(x, y), 即 ∀ε > 0, ∃N ∈ N, 使当 n, n′ > N 时, 有 |d(xn, yn′)− d(x, y)| < ε.

4. 设 a ∈ Rm, 而 c 是实数. 证明：

(1) 点集 {x ∈ Rm : a · x < c} 和 {x ∈ Rm : a · x > c} 都是开集;

(2) 点集 {x ∈ Rm : a · x = c}, {x ∈ Rm : a · x 6 c} 和 {x ∈ Rm : a · x > c} 都是
闭集.

5. 设 f 是 (−∞,+∞) 上的连续函数. 证明：

10
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(1) 点集 {(x, y) ∈ R2 : −∞ < x < +∞, y < f(x)} 和 {(x, y) ∈ R2 : −∞ < x <

+∞, y > f(x)} 都是开集;

(2) 点集 {(x, y) ∈ R2 : −∞ < x < +∞, y = f(x)}, {(x, y) ∈ R2 : −∞ < x <

+∞, y 6 f(x)} 和 {(x, y) ∈ R2 : −∞ < x < +∞, y > f(x)} 都是闭集.

6. 设 x0 ∈ Rm, 而 r 是实数. 证明：(1) 开球 B(x0, r) 是开集; (2) 闭球 B(x0, r) 是

闭集.

7. 设 S, S1, S2 是 Rm 中的任意非空点集. 证明：

(1) 如果 S1 ⊆ S2, 则 S◦1 ⊆ S◦2 , S′1 ⊆ S′2, S1 ⊆ S2;

(2) (S◦)◦ = S◦, (S′)′ ⊆ S′, (S) = S, 因此任意点集 S 的内域 S◦ 总是开集, 而 S

的导集 S′ 和闭包 S 都是闭集;

(3) (S1

⋂
S2)◦ = S◦1

⋂
S◦2 , (S1

⋃
S2)◦ ⊇ S◦1

⋃
S◦2 ;

(4) (S1

⋃
S2)′ = S′1

⋃
S′2, (S1

⋂
S2)′ ⊆ S′1

⋂
S′2;

(5) S1

⋃
S2 = S1

⋃
S2, S1

⋂
S2 ⊆ S1

⋂
S2.

8. 证明：如果 U 是开集而 V 是闭集, 则 U\V 是开集, V \U 是闭集.

9. 设 S 是 Rm 中的任意非空点集. 证明：

(1) 如果 T ⊆ Rm 是闭集且 S ⊆ T , 则 S ⊆ T , 因此

S =
⋂
{T ⊆ Rm : T 是闭集且 T ⊇ S};

(2) 如果 U ⊆ Rm 是开集且 S ⊇ U , 则 S◦ ⊇ U , 因此

S◦ =
⋃
{U ⊆ Rm : U 是开集且 U ⊆ S}.

10. 设 S, S1, S2 是 Rm 中的任意非空点集. 证明：

(1) ∂S = S
⋂

Sc, 因此任意点集 S 的边界 ∂S 总是闭集, 且 ∂S = ∂Sc;

(2) S = S
⋃

∂S, 因此 S 是闭集当且仅当 ∂S ⊆ S;

(3) ∂(∂S) ⊆ ∂S;

(4) ∂S ⊆ ∂S. 问关系式 ∂S = ∂S 是否恒成立? 又问能否从 S1 ⊆ S2 推出

∂S1 ⊆ ∂S2?

(5) ∂(S1

⋃
S2) ⊆ ∂S1

⋃
∂S2, ∂(S1

⋂
S2) ⊆ ∂S1

⋃
∂S2;

(6) 如果 S1 和 S2 都是开集, 且 S1

⋂
S2 = ∅, 则 ∂(S1

⋃
S2) = ∂S1

⋃
∂S2.

11. 对 S ⊆ Rm 和 T ⊆ Rn, 定义

S × T = {(x, y) ∈ Rm+n : x ∈ Rm, y ∈ Rn}.

证明：

(1) 如果 S 和 T 都是开集, 则 S × T 也是开集;

(2) 如果 S 和 T 都是闭集, 则 S × T 也是闭集.

11
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12. 对 S ⊆ Rm 和 x ∈ Rm, 定义 x 到 S 的距离为 d(x, S) = inf
y∈S

d(x, y). 证明：

(1) S = {x ∈ Rm : d(x, S) = 0};
(2) 如果 S 是闭集, 则对任意 x ∈ Sc, 有 d(x, S) > 0;

(3) 对任意 r > 0, 点集 {x ∈ Rm : d(x, S) < r} 和 {x ∈ Rm : d(x, S) > r} 都是
开集;

(4) 对任意 r > 0, 点集 {x ∈ Rm : d(x, S) 6 r} 和 {x ∈ Rm : d(x, S) > r} 都是
闭集.

13. 证明下列命题：

(1) 如果 S 是闭集, 则对 ∀x ∈ Sc, ∃y ∈ S, 使 d(x, S) = d(x, y);

(2) 有界点集 S ⊆ Rm 的直径定义为 diam(S) = sup
x,y∈S

d(x, y), 如果 S 是有界闭

集, 则 ∃x, y ∈ S, 使 diam(S) = d(x, y);

(3) 两个点集 S1, S2 ⊆ Rm的距离定义为d(S1, S2) = inf
x∈S1
y∈S2

d(x, y),如果 S1和 S2都

是闭集, 且至少有一个是有界集, 则 ∃x ∈ S1, ∃y ∈ S2, 使 d(S1, S2) = d(x, y).

14. (1) 设 U 是 Rm 中的开集, V 是 Rm 中的有界闭集, 且 V ⊆ U , 证明：存在 ε > 0

使 Rm 中所有满足条件 d(x, V ) < ε 的点 x 都在 U 中;

(2) 设 U 是 Rm 中的开集, V 是 Rm 中的有界闭集, 且 V ⊆ U , 证明：存在开集

U1, 使 V ⊆ U1, U1 ⊆ U , 且 d(V, ∂U1) > 0, d(U1, ∂U) > 0;

(3) 设 V1, V2 是 Rm 中两个不相交的闭集, 则存在两个不相交的开集 U1, U2, 使

V1 ⊆ U1, V2 ⊆ U2.

15. (1) 用有限覆盖定理证明致密性原理;

(2) 用致密性原理证明柯西收敛准则.

16. 设 E 是 Rm 中的有界闭集, {Sλ : λ ∈ Λ} 是 Rm 中的一族闭集, 它们中任意有限

个与 E 的交都非空. 证明：
⋂

λ∈Λ

Sλ 与 E 的交也非空.

14.2 多元函数的概念

本节我们从一些实际的应用问题出发, 引出多元函数的概念.

实际上, 在中册我们已经接触到了两个多元函数, 一个是线段上各点的温度随时

间变化的函数, 另一个是弦振动时其上各点的位移函数, 它们都是二元函数. 二元函

数是只有两个自变量的多元函数, 一般的多元函数则可能含有更多个自变量. 含有多

个自变量的多元函数在应用领域随处可见. 我们来看一些具体的例子.

例 1(弹性力学) 弹性力学研究的是在外力作用下会改变形状,而撤除外力之后

便恢复原状的固体,即所谓弹性体在外力作用下的运动问题.所以,弹性力学研究的一

个最基本物理量是位移向量 u = u(x, y, z, t), 这是一个向量函数, 它表示弹性体中原

12
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来坐标为 (x, y, z) 的点在时刻 t 的位移向量, 即 t 时刻的位置与原来的位置所形成的

向量. 除此之外, 还必须考虑弹性体中各点与其周围的点因位置发生改变而产生的相

互作用力即应力, 以及各点与其周围的点相对位置关系的改变即应变 (它与位移向量

可以相互表示), 它们都是点的坐标 (x, y, z) 和时间 t 的函数, 因此都是四元函数. 如

果考虑在时刻 t作用于坐标为 (x, y, z)的点的外力密度 f ,就得到另外一个四元函数,

即外力密度函数 f = f(x, y, z, t).

在热弹性力学中, 除了以上几个物理量外, 还需要考虑弹性体中各点的温度变化

情况, 因为除了受可能的外界热源的作用外, 还有因为点之间相对位置的改变而产生

的内摩擦导致的温度变化, 所以需要考虑温度函数 T = T (x, y, z, t) 以及与之相关的

内能函数 e = e(x, y, z, t).

例 2(流体力学) 流体力学研究的是流体运动的规律,它所研究的基本物理量与

弹性力学相同, 包括位移向量 u = u(x, y, z, t) 和应力、应变等, 只是数学表现形式有

所不同. 不过, 流体力学往往还需要考虑流体的密度函数 ρ = ρ(x, y, z, t), 因为许多流

体 (如空气) 在受到外力作用时其密度会发生变化. 密度均匀且不会因外力作用而使

密度改变的流体叫做不可压缩流体, 否则叫做可压缩流体. 不可压缩流体只是通常的

可压缩流体的一种理想化的近似, 所以密度函数 ρ = ρ(x, y, z, t) 在大部分流体力学问

题的研究中都会出现.

在海洋流体动力学中, 因为温度是显著地随深度、纬度而变化的, 所以温度函

数 T = T (x, y, z, t) 是这门学科必须考虑的一个物理量. 在大气动力学和天气预报

学科, 除了流体力学考虑的一般物理量以及温度函数外, 还需要考虑空气的湿度, 即

空气中所含水分子的密度. 所以它必须考虑两个密度函数, 一个是空气的密度 ρa =

ρa(x, y, z, t), 另外一个是水分子的密度 ρw = ρw(x, y, z, t).

例 3(电动力学) 电动力学是研究电磁场的运动规律以及它和带电物质相互作

用的一门物理学科. 电动力学所研究的最基本物理量有电场强度 E = E(x, y, z, t), 用

以描述电场在空间中坐标为 (x, y, z) 的点在时刻 t 的强度, 它是一个向量函数; 磁感

应强度 B = B(x, y, z, t), 用以描述磁场在空间中坐标为 (x, y, z) 的点在时刻 t 的强

度, 也是一个向量函数. 由于电场是由电荷激发的, 磁场是由电流激发的, 所以为了研

究这两个物理量, 就必须考虑空间中电荷的分布情况即电荷密度 Q = Q(x, y, z, t), 和

电流元在空间中的分布情况即电流密度 I = I(x, y, z, t) 等, 这是两个数量函数. 而在

这些研究过程中, 又往往需要考虑电磁场的能量函数 e = e(x, y, z, t).

物理学的一些其他分支学科, 如量子力学、广义相对论等, 研究的物理量也多是

以 x, y, z, t 为自变量的函数. 气体分子运动论是分子物理学的主要研究课题之一, 它

所研究的主要物理量是分子的分布函数 f = f(P, v, t), 其中 P 是分子所处的位置, v

是分子运动的速度, t是时间. 由于 P = (x, y, z)和 v = v1i + v2j + v3k 都含有三个分

量, 所以 f 是有七个自变元 x, y, z, v1, v2, v3 和 t 的多元函数.
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总之, 力学、物理学各分支学科研究的物理量基本都是多元函数. 这里不再一一

列举了.

例 4(经济学) 现代经济学的研究都是通过对一些经济学模型作数学分析来进

行的. 许多的经济学模型都含有多元函数. 例如, 描述商品生产规律的生产函数 Q =

f(L,K)就是以劳动投入量 L和资本投入量 K 为自变量、以商品的产量 Q为因变量

的二元函数. 最常使用的是下述柯布–道格拉斯生产函数

Q = CLαKβ ,

其中, C, α 和 β 都是正常数, α 为劳动在商品生产中所占比例, β 为资本在商品生产

中所占比例. 要计算利润, 则还需要考虑商品价格、劳动力价格以及资本价格 (银行

贷款利息) 等因素. 例如, 采用柯布–道格拉斯生产函数来计算利润, 就有

Y = (p− s)CLαKβ − qL− (1 + r)K −M0,

其中, Y 为生产商品所得利润, p, q, r 和 s 分别为商品价格 (指商品的出厂价)、劳动

力价格、资本价格以及生产单位量的商品所花费在购置原材料和支出水电费等项目

上的费用, M0 为生产该商品的固定成本,即租赁或建设厂房、购置机器设备以及机器

设备维护等费用的总和. 如果把 p, q, r 和 s 这些量看成常数, 那么利润函数也是以 L

和 K 为自变元的二元函数.

在化学、生物学等学科领域也可找到许多应用多元函数的例子. 总之, 多元函数

在实际应用中是相当普遍的. 由于这个原因, 我们在上册学习的一元函数的微积分理

论是远远不够用的. 必须进一步发展, 建立多元函数的相应理论.

已经看到,多元函数就是有多个自变量的函数,这多个自变量都是互相独立的. 但

是, 它们每一个的变化范围既可能是独立的也可能受其他变量的制约. 例如, 长方体

的体积 V 是它的三条边的边长 a, b, c 的函数

V = abc,

a, b, c 的变化范围都是 (0,+∞), 即 0 < a < +∞, 0 < b < +∞, 0 < c < +∞, 互相没

有关系. 但是球冠的体积 V 是球半径 r 和球冠的高 h 的函数

V =
1
3
πh2(3r − 2h),

r 和 h 的变化范围是 0 < r < +∞, 0 < h 6 2r, 这里 h 的变化范围受到了 r 的制约.

一个有 m个自变元 x1, x2, · · · , xm 和一个因变元 u的多元函数 u = f(x1, x2, · · · ,

xm),无论每个自变元的变化范围是否受其他自变元的制约,这m个自变元 x1, x2, · · · ,

xm 联合起来的变化范围, 显然总是欧氏空间 Rm 的一个非空子集. 所以我们把多元

函数定义如下.

定义 14.2.1 设 D 是 Rm 的一个非空子集, f 是从 D 到 R 的一个映射, 则称

f 是定义在集合 D 上的m 元函数, 集合 D 叫做 f 的定义域, R 的子集

14
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f(D) = {f(x1, x2, · · · , xm) : (x1, x2, · · · , xm) ∈ D}

叫做 f 的值域.

对于一般的 m 元函数, 如上述定义用 x1, x2, · · · , xm 或 y1, y2, · · · , ym 等符号表

示它的 m 个自变元. 但是对二元函数, 一般用 x, y 或 s, t 等符号表示它的两个自变

量. 因此, 一般地, 把二元函数表示成

u = f(x, y), v = g(x, y), w = h(s, t)

等. 对于三元函数, 一般用 x, y, z 或 r, s, t等符号表示它的三个自变量. 因此, 一般地,

把三元函数表示成
u = f(x, y, z), v = g(r, s, t)

等.

在一元微积分部分已经看到, 建立一元函数与平面曲线之间的联系, 既可帮助我

们借助于几何直观分析和解决微积分理论的问题 (如微分中值定理、积分中值定理

等), 也使我们能够应用微积分的方法和成果研究几何问题 (如求曲线的切线、计算平

面图形的面积等). 对于多元函数, 自然也希望能够建立它们与几何图形之间的联系.

在 m = 2, 即二元函数的情形, 这确实是可以办到的.

给定了一个二元函数 f , 设其定义域为 R2

的子集 D. 在空间中建立右手直角坐标系 Oxyz.

然后对 D 中的每个点 (x, y),在该坐标系中画出

坐标为 (x, y, f(x, y))的点 P . 当 (x, y)取遍定义

域 D 中的所有点时, 所有对应的点 P 就构成一

张曲面. 这个曲面就是二元函数 z = f(x, y) 的

几何表示, 称为函数 z = f(x, y) 的几何图形或

图像. 显然, f 的定义域 D 正是曲面 z = f(x, y)

在 Oxy 坐标面上的投影 (图 14-2-1).

对于 m > 2 的 m 元函数, 受空间维数的限

制, 是无法给出其几何表示的. 这时我们只能凭

想象来分析一些在 m = 1, 2 时能够借助于几何

直观考虑的问题.

图 14-2-1 二元函数的图像

从例 1 ∼ 例 3 我们看到, 三维向量函数在物理学中十分常见. 在数学上, 引进更

加广泛的向量函数的概念.

定义 14.2.2 设 m, k 是两个正整数, D 是 Rm 的一个非空子集, F 是从 D 到

Rk 的一个映射, 则称 F 是定义在集合 D 上的 m 元 k 维向量函数. 与此对应地, 定

义 14.2.1 中的函数 f 叫数量函数. 集合 D 叫 F 的定义域, Rk 的子集

F (D) = {F (x1, x2, · · · , xm) : (x1, x2, · · · , xm) ∈ D}
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叫 F 的值域. 对每个 (x1, x2, · · · , xm) ∈ D 和 1 6 i 6 k, 用 Fi(x1, x2, · · · , xm) 表示

F (x1, x2, · · · , xm) 的第 i 个分量, 则对每个 1 6 i 6 k, 映射

(x1, x2, · · · , xm) 7→ Fi(x1, x2, · · · , xm), ∀(x1, x2, · · · , xm) ∈ D

是集合 D 上的一个数量函数, 称为向量函数 F 的第 i 个分量函数.

数量函数显然是一维向量函数, 所以数量函数是向量函数的特例.

对每个 1 6 i 6 k, 用 ei 表示 Rk 中第 i 个分量为 1, 其余分量都等于零的向量,

即

ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) (其中 1位于第 i位),

则 k 维向量函数 F 与它的 k 个分量函数 F1, F2, · · · , Fk 的关系为

F (x1, x2, · · · , xm) =(F1(x1, x2, · · · , xm), F2(x1, x2, · · · , xm), · · · , Fk(x1, x2, · · · , xm))

=F1(x1, x2, · · · , xm)e1 + F2(x1, x2, · · · , xm)e2 + · · ·
+ Fk(x1, x2, · · · , xm)ek.

14.3 多元函数的极限

在上册已经看到, 一元函数的连续性、导数、积分等概念都是以极限理论为基础

的. 因此, 为了建立多元函数的类似理论, 就必须首先研究多元函数的极限.

多元函数因为自变量多于一个,所以自变量趋于一个点的过程比一元函数的情形

要复杂. 例如, 对于定义在点 (x0, y0) 附近的二元函数 f(x, y), (x, y) 趋于 (x0, y0) 的

方式至少有以下 4 种：

(1) 两个变量 x 和 y 同时分别趋于 x0 和 y0;

(2) y 保持等于y0不变,而只是x趋于x0或 x保持等于x0不变,而只是 y 趋于 y0;

(3) (x, y) 沿从 (x0, y0) 发出的一条射线趋于 (x0, y0);

(4) (x, y) 沿一条经过 (x0, y0) 的曲线趋于 (x0, y0).

注意方式 (2) 可以看成方式 (4) 的特例. 当然 (x, y) 趋于 (x0, y0) 的方式远不止

以上这 4 种. 例如, 把 (x, y) 局限在一个以 (x0, y0) 为顶点的扇形中, 再让 (x, y) 在此

扇形中趋于 (x0, y0), 等等. 自变量 (x, y) 以各种不同的变化方式趋于 (x0, y0), 就引出

了 f(x, y)在点 (x0, y0)各种不同的极限定义.下面我们先以一个统一的方式给出多元

函数的几种主要的极限定义,然后再分别具体地讨论这几种极限的性质及其相互之间

的关系.

14.3.1 沿集合 S 的极限和全极限

定义 14.3.1 设 D 是 Rm 中的一个非空点集, f 是定义在 D 上的一个函数. 又

设 S 是 D 的一个非空子集, x0 是 S 的一个聚点, 它既可以在 S 中, 也可以不在 S
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中, 甚至可以不在 D 中. 再设 a 是一个实数. 如果对任意给定的 ε > 0, 存在相应的

δ > 0, 使对任意 x ∈ S, x 6= x0, 只要 d(x, x0) < δ, 就有

|f(x)− a| < ε,

(图 14-3-1)则称当 x沿集合 S 趋于 x0时,

f(x) 以 a 为极限, 记作

lim
x→x0
x∈S

f(x) = a 或 f(x) → a (当x → x0, x ∈ S).

定义 14.3.1的一个最重要特殊情形是

S 包含 x0 的一个空心邻域, 即存在正数

δ0, 使 B(x0, δ0)\{x0} ⊆ S. 我们特别地写

出这时的极限定义.

图 14-3-1 函数极限的定义

定义 14.3.2 设 x0 是 Rm 中的一个点, f 是在 x0 点附近可能除点 x0 之外处

处有定义的函数. 又设 a是一个实数,如果对任意给定的 ε > 0,存在相应的 δ > 0,使

得只要 0 < d(x, x0) < δ, 就有

|f(x)− a| < ε,

则称当 x 趋于 x0 时, f(x) 以 a 为极限, 记作

lim
x→x0

f(x) = a 或 f(x) → a (当x → x0).

习惯上把这种极限叫做 f(x) 在 x0 点的全极限.

和一元函数类似, 人们经常把 x − x0 记为 ∆x, 即 ∆x = x − x0, 并用 ∆x1,

∆x2, · · · , ∆xm 表示 ∆x 的 m 个分量, 即

∆x1 = x1 − x01, ∆x2 = x2 − x02, · · · , ∆xm = xm − x0m,

其中 x01, x02, · · · , x0m 为 x0 的 m 个分量, 即 x0 = (x01, x02, · · · , x0m), 因而

∆x = (∆x1,∆x2, · · · ,∆xm).

这时, 极限过程 x → x0 也可用符号 |∆x| → 0 表示. 因此, lim
x→x0

f(x) = a 也可写成

lim
|∆x|→0

f(x0 + ∆x) = a.

例 1 设 α, β > 0, 且 α + β > 2. 证明： lim
(x,y)→(0,0)

|x|α|y|β
x2 + y2

= 0.

证明 因为 |x| 6
√

x2 + y2, |y| 6
√

x2 + y2, 所以

∣∣∣ |x|
α|y|β

x2 + y2

∣∣∣ 6 (x2 + y2)
α
2 (x2 + y2)

β
2

x2 + y2
= (x2 + y2)

(α+β)−2
2 , (x, y) 6= (0, 0).
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当 α + β > 2时, 对任意给定的 ε > 0, 取 δ = ε
2

(α+β)−2 , 则当 0 <
√

x2 + y2 < δ 时就有

∣∣∣ |x|
α|y|β

x2 + y2
− 0

∣∣∣ 6 (x2 + y2)
(α+β)−2

2 < δ
(α+β)−2

2 = ε,

所以 lim
(x,y)→(0,0)

|x|α|y|β
x2 + y2

= 0.

图 14-3-2 函数 z =
xy2

x2 + y2
的图像 图 14-3-3 例 2 中的集合 S

例 2 设 a > 0, S 是平面上所有满足 |y| 6 ax2 的点 (x, y) 组成的集合 (图

14-3-3). 证明：

lim
(x,y)→(0,0)

(x,y)∈S

y2

x2 + y2
= 0 或 lim

(x,y)→(0,0)
|y|6ax2

y2

x2 + y2
= 0.

证明 当 (x, y) ∈ S 且 (x, y) 6= (0, 0) 时, 有

0 6 y2

x2 + y2
6 a2x4

x2 + y2
6 a2x2 6 a2(x2 + y2).

对任意给定的 ε > 0, 取 δ =
√

ε

a
, 则当 0 <

√
x2 + y2 < δ 且 (x, y) ∈ S 时就有

∣∣∣ y2

x2 + y2
− 0

∣∣∣ 6 a2(x2 + y2) < a2δ2 = ε.

所以 lim
(x,y)→(0,0)

(x,y)∈S

y2

x2 + y2
= 0.

下面我们将会看到, 当 (x, y) → (0, 0) 时, 函数 f(x, y) =
y2

x2 + y2
的全极限不存

在. 因此, 例 2 表明, 即使全极限不存在, 函数仍然可能沿某些集合有极限存在.

18
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应用定理 14.3.1, 便可证明极限 lim
(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2
= 0 不存在.

定理 14.3.1 设 S 是以 x0 为聚点的点集, 使得 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a. 则对 S 的任意

一个以 x0 为聚点的子集 S1 ⊆ S 都有 lim
x→x0
x∈S1

f(x) = a. 特别地, 如果 lim
x→x0

f(x) = a, 则

对 f 的定义域中任意一个以 x0 为聚点的子集 S 都有 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a.

证明 事实上, 由 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a 知对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使得

只要 0 < d(x, x0) < δ 且 x ∈ S 时, 便有

|f(x)− a| < ε.

因为 S1 ⊆ S, 所以据此可知当 0 < d(x, x0) < δ 且 x ∈ S1 时, 就有

|f(x)− a| < ε.

因此 lim
x→x0
x∈S1

f(x) = a. 证毕.

推论 14.3.1 设函数 f 在点 x0 附近可能除点 x0 之外处处有定义. 又设存在两

个以 x0 为聚点的点集 S1 和 S2 使得 lim
x→x0
x∈S1

f(x) 6= lim
x→x0
x∈S2

f(x), 则极限 lim
x→x0

f(x) = a不

存在.

例 3 证明：极限 lim
(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2
= 0 不存在 (函数 z =

y2

x2 + y2
的图像如图

14-3-4).

证明 令 S1 = {(0, y) : y ∈ R}, 则
因为当 (x, y) ∈ S1 且 y 6= 0 时

y2

x2 + y2
=

y2

y2
= 1, 所以

lim
(x,y)→(0,0)
(x,y)∈S1

y2

x2 + y2
= 1.

但由例 2 我们知道, 对于集合 S =

{(x, y) ∈ R2 : |y| 6 ax2} (a 为任意正

数), 有

lim
(x,y)→(0,0)

(x,y)∈S

y2

x2 + y2
= 0. 图 14-3-4 例 3 中函数的图像

所以根据推论 14.3.1 知 lim
(x,y)→(0,0)

y2

x2 + y2
不存在.
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不难知道, 多元函数极限的性质和运算法则与一元函数相同, 即成立下列各定理.

定理 14.3.2(极限唯一性) 设 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a 且 lim
x→x0
x∈S

f(x) = b, 则 a = b.

定理 14.3.3(局部有界性) 设极限 lim
x→x0
x∈S

f(x) 存在, 则存在 δ>0 和C >0 使成立

|f(x)| 6 C, ∀x ∈ S, d(x, x0) < δ.

定理 14.3.4(保序性) 设 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a, lim
x→x0
x∈S

g(x) = b, 且存在 δ > 0 使对

∀x ∈ S\{x0}, 当 d(x, x0) < δ 时成立 f(x) 6 g(x), 则 a 6 b.

定理 14.3.5(局部保号性) 设 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a 且 a 6= 0, 则当 a > 0 时存在 δ > 0

使对 ∀x ∈ S\{x0}, 当 d(x, x0) < δ 时有 f(x) > 0; 当 a < 0 时存在 δ > 0 使对

∀x ∈ S\{x0}; 当 d(x, x0) < δ 时有 f(x) < 0.

定理 14.3.6(四则运算) 设 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a, lim
x→x0
x∈S

g(x) = b, 则有

lim
x→x0
x∈S

[f(x)± g(x)] = a± b, lim
x→x0
x∈S

f(x)g(x) = ab, lim
x→x0
x∈S

f(x)
g(x)

=
a

b
.

最后这个等式要求 b 6= 0.

定理 14.3.7(柯西准则) 极限 lim
x→x0
x∈S

f(x)存在的充要条件是对任意给定的 ε > 0,

存在相应的 δ > 0, 使对任意 x, y ∈ S, 只要 0 < d(x, x0) < δ 且 0 < d(y, x0) < δ, 就有

|f(x)− f(y)| < ε.

定理 14.3.8(海涅定理) lim
x→x0
x∈S

f(x) = a 的充要条件是对 S 中任意收敛于 x0 但

各项都异于 x0 的点列 {xn} 都有 lim
n→∞

f(xn) = a.

定理 14.3.2∼ 定理 14.3.8 的证明与一元函数极限的相应定理证明类似, 我们只证

明定理 14.3.8, 其余的留给读者.

证明 先设 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a, 并设 {xn} ⊆ S, xn 6= x0, n = 1, 2, · · · , 且 lim
n→∞

xn =

x0, 要证明 lim
n→∞

f(xn) = a. 事实上, 对任意给定的 ε > 0, 由 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a 知存在相

应的 δ > 0, 使对任意 x ∈ S, 只要 0 < d(x, x0) < δ, 便有

|f(x)− a| < ε.

而由 lim
n→∞

xn = x0 知对此 δ > 0, 存在相应的正整数 N , 使当 n > N 时就有

d(xn, x0) < δ.

由于对每个 n 都有 xn ∈ S 且 xn 6= x0, 所以上式蕴涵着当 n > N 时就有
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|f(xn)− a| < ε,

因此 lim
n→∞

f(xn) = a.

反过来设对 S 中任意满足条件 xn 6= x0 (n = 1, 2, · · · ) 且 lim
n→∞

xn = x0 的点列

{xn} 都有 lim
n→∞

f(xn) = a. 我们要证明 lim
x→x0
x∈S

f(x) = a. (反证法) 假设这个关系式不成

立,则存在 ε0 > 0,使对任意给定的 δ > 0,都存在相应的 xδ ∈ S满足 0 < d(xδ, x0) < δ,

但 |f(xδ) − a| > ε0. 对每个正整数 n, 对 δ =
1
n
应用这个结论, 即知存在 xn ∈ S, 使

0 < d(xn, x0) <
1
n

, 而 |f(xn) − a| > ε0. 于是点列 {xn} 满足 {xn} ⊆ S, xn 6= x0,

n = 1, 2, · · · , 且 lim
n→∞

xn = x0. 但是由 |f(xn) − a| > ε0 (n = 1, 2, · · · )知数列 {f(xn)}
不收敛于 a. 这与假设矛盾. 证毕.

14.3.2 方向极限和沿曲线的极限

除了全极限, 多元函数另外两个重要的极限概念是方向极限和沿曲线的极限, 它

们分别是在定义 14.3.1 中取 S 为以 x0 为顶点的射线和通过点 x0 的曲线得到的.

确切地说, 对于 Rm 中给定的非零向量 l, 令 L 是以 x0 为顶点、以 l 为方向向量

的射线, 则称极限 lim
x→x0
x∈L

f(x) 为 f(x) 在点 x0 沿 l 方向的方向极限(图 14-3-5). 而

若 C 是 Rm中通过点 x0 的一条曲线, 则极限 lim
x→x0
x∈C

f(x) 就是 f(x) 在点 x0沿曲线 C

的极限.

按照以上定义, f(x)沿 l 方向趋于 x0 时的方向极限就是一元函数 t 7→ f(x0 + tl)

当 t → 0+ 时的单侧极限

lim
x→x0
x∈L

f(x) = lim
t→0+

f(x0 + tl).

图 14-3-5 方向极限

又设曲线 C 的参数方程为 x = ϕ(t), 即 ϕ 是从某个开区间 (a, b) 到 Rm 的一个映射,

使得其像集为曲线 C, 且设 ϕ(t0) = x0, 其中 t0 ∈ (a, b), 则 f(x) 沿曲线 C 趋于 x0 时
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的极限就是一元函数 t 7→ f(ϕ(t)) 当 t → t0 时的极限

lim
x→x0
x∈C

f(x) = lim
t→t0

f(ϕ(t)).

应用定理 14.3.1 我们立刻得到下述定理

定理 14.3.9 设 x0 是 Rm 中的一个点, f 是在点 x0 附近可能除点 x0 之外处

处有定义的函数. 又设 lim
x→x0

f(x) = a. 则对 Rm 中任意以 x0 为顶点的射线 L和任意

通过点 x0 的曲线 C 都有

lim
x→x0
x∈L

f(x) = lim
x→x0
x∈C

f(x) = lim
x→x0

f(x) = a.

例 4 考虑二元函数 f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
(图 14-3-6).

(1) 求 f(x, y) 在点 (0, 0) 沿各方向的方向极限;

(2) 证明全极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 不存在.

解 (1) 对任意单位向量 l = (cos θ, sin θ), 有

f(t cos θ, t sin θ) =
t2 cos2 θ − t2 sin2 θ

t2 cos2 θ + t2 sin2 θ
= cos2 θ − sin2 θ.

从而

lim
t→0+

f(t cos θ, t sin θ) = cos2 θ − sin2 θ = cos 2θ.

所以 f(x, y) 沿 l = (cos θ, sin θ) 方向趋于点 (0, 0) 时的方向极限为 cos 2θ.

(2) 由于 f(x, y) 沿不同的方向趋于点 (0, 0) 时的方向极限不相等, 所以根据定理

14.3.9 知全极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 不存在.

例 4 中的函数 f(x, y), 虽然在点 (0, 0) 沿各方向的方向极限都存在, 但沿不同方

向的方向极限不相等,导致全极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)不存在. 有些读者有可能认为如果

沿各方向的方向极限不仅存在, 而且沿不同方向的方向极限都相等, 则全极限便存在

而且等于这些互相相等的方向极限. 这种看法是不正确的. 下面给出一个反例.

例 5 考虑二元函数

f(x, y) =





x2

y
, 当y 6= 0,

0, 当y = 0.
(图 14-3-7)

对平面上的任意单位向量 l = (cos θ, sin θ), 当 θ 6= 0,π 时有

f(t cos θ, t sin θ) =
t2 cos2 θ

t sin θ
=

t cos2 θ

sin θ
,
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图 14-3-6 例 4 中函数的图像 图 14-3-7 例 5 中函数的图像

所以
lim

t→0+
f(t cos θ, t sin θ) = 0.

当 θ = 0,π 时,
f(t cos θ, t sin θ) = f(±t, 0) = 0,

所以有

lim
t→0+

f(t cos θ, t sin θ) = 0.

这说明 f(x, y) 在点 (0, 0) 沿任何方向 l = (cos θ, sin θ) 的方向极限都等于零.

但是 f(x, y) 在点 (0, 0) 的全极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)不存在. 原因在于如果这个极

限存在, 则由定理 14.3.9 和上面的结论, 知必有 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0, 进而再根据定

理 14.3.9 知当 (x, y) 沿任意一条通过 (0, 0) 的曲线趋于该点时, f(x, y) 的极限都存在

并且都等于零. 但是沿着曲线 y = x2 有

lim
(x,y)→(0,0)

y= x2

f(x, y) = lim
x→0

x2

x2
= 1,

而沿着曲线 y = x3 更有

lim
(x,y)→(0,0)

y= x3

f(x, y) = lim
x→0

x2

x3
= ∞.

这就得到了矛盾, 所以全极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 不可能存在.

仔细分析例 5便不难发现,全极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)不存在的原因在于尽管 f(x, y)

在点 (0, 0) 沿任何方向 l = (cos θ, sin θ) 的方向极限都等于零, 但它沿不同方向 l =
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(cos θ, sin θ) 趋于零的快慢程度是不一样的. 沿靠近 Oy 轴的方向趋于零的速度快, 而

沿靠近 Ox轴的方向趋于零的速度慢,并且沿越靠近 Ox轴的方向趋于零的速度越慢,

以至于当 θ → 0,π时, f(x, y)沿 l = (cos θ, sin θ)方向趋于零的速度无限地变慢. 不难

证明, 假如一个多元函数 f(x) 在点 x0 沿任何方向的方向极限都存在并且相等, 而且

沿不同方向趋于极限的快慢是一致的,则 f(x)在点 x0 的全极限存在并且等于这些相

等的方向极限.

14.3.3 累次极限

对于二元函数 f(x, y), 先把其中一个变元如 x 固定而求当 y → y0 时的极限, 然

后再求 x → x0 时的极限, 这种极限叫做累次极限, 记作 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y), 即

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
x→x0

(
lim

y→y0
f(x, y)

)
.

类似地可以定义先关于 x 再关于 y 的累次极限为

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = lim
y→y0

(
lim

x→x0
f(x, y)

)
.

关于累次极限,最重要的问题是两个累次极限 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)和 lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

是否相等, 或在什么条件下它们相等, 即两个极限运算 lim
x→x0

和 lim
y→y0

能否交换次序或

在什么条件下能够交换次序. 一般地, 这两个累次极限是不一定相等的.

例 6 对于二元函数 f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
, 有

lim
x→0

lim
y→0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

x→0

(
lim
y→0

x2 − y2

x2 + y2

)
= lim

x→0

x2

x2
= 1,

lim
y→0

lim
x→0

x2 − y2

x2 + y2
= lim

y→0

(
lim
x→0

x2 − y2

x2 + y2

)
= lim

y→0

−y2

y2
= −1.

可见

lim
x→0

lim
y→0

x2 − y2

x2 + y2
6= lim

y→0
lim
x→0

x2 − y2

x2 + y2
.

下一个定理给出了两个累次极限 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)和 lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) 相等的一

个充分条件：

定理 14.3.10 设存在 δ0 > 0 使函数 f(x, y) 在矩形 (x0 − δ0, x0 + δ0) × (y0 −
δ0, y0 +δ0)上可能除点 (x0, y0)之外处处有定义,且全极限 lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y)存在. 又

设对每个 x ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0)\{x0}, 极限 lim
y→y0

f(x, y) 存在, 并对每个 y ∈ (y0 − δ0,
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y0 + δ0)\{y0}, 极限 lim
x→x0

f(x, y) 也存在, 则两个累次极限 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) 和

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) 都存在, 且

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y). (14.3.1)

证明 记 ϕ(x) = lim
y→y0

f(x, y), ∀x ∈ (x0−δ0, x0+δ0)\{x0}以及 ψ(y) = lim
x→x0

f(x, y),

∀y ∈ (y0− δ0, y0 + δ0)\{y0}, 并设 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = a, 则对任意给定的 ε > 0, 存在

相应的 0 < δ < δ0, 使当 |x− x0| < δ, |y − y0| < δ 且 (x, y) 6= (x0, y0) 时, 有

|f(x, y)− a| < ε.

对任意 0 < |x− x0| < δ, 在上式中令 y → y0, 得

|ϕ(x)− a| 6 ε,

这表明 lim
x→x0

ϕ(x) = a. 同理可证 lim
y→y0

ψ(y) = a. 因此,两个累次极限 lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)

和 lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) 都存在, 且式 (14.3.1) 成立. 证毕.

需要注意的是, 仅由全极限 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)存在不能推出累次极限一定存在,

即上述定理中的条件 “极限 lim
x→x0

f(x, y)和 lim
y→y0

f(x, y)都存在”是不可去掉的. 另外,上

述定理的逆命题不成立, 即由两个累次极限都存在且相等不能推出全极限

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) 存在.

例 7 对于二元函数 (图 14-3-8)

f(x, y) =





(x + y) sin
1
x

sin
1
y
, 当x 6= 0, y 6= 0,

0, 当 x 和 y 至少有一个为零.

易见

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

但是因为当 y 6= 0 且 y 6= 1
kπ

(k 为非零整数) 时,

lim
x→0

x sin
1
x

sin
1
y

= 0 而 lim
x→0

y sin
1
x

sin
1
y
不存在,

所以累次极限 lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) 不存在. 同理累次极限 lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) 也不存在.
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图 14-3-8 例 7 中函数的图像 图 14-3-9 例 8 中函数的图像

例 8 对于二元函数 f(x, y) =
xy

x2 + y2
(图 14-3-9), 易知在点 (0, 0) 该函数沿不

同的方向有不同的方向极限, 所以全极限 lim
(x,y)→(x0,y0)

xy

x2 + y2
不存在. 但是易见

lim
x→0

lim
y→0

xy

x2 + y2
= lim

y→0
lim
x→0

xy

x2 + y2
= 0.

因此, 由两个累次极限存在并且相等不能推出有关全极限的相关结论.

定理 14.3.10 中的 x 和 y 都是一维变量. 不难发现, 当 x 和 y 为高维变量时, 这

个定理仍然成立, 即有

定理 14.3.11 设函数 f(x, y), 其中 x = (x1, x2, · · · , xm1), y = (y1, y2, · · · , ym2),

是在 Rm1+m2 中的点 (x0, y0) (其中, x0 =(x01, x02, · · · , x0m1), y0 =(y01, y02, · · · , y0m2))

的某个空心邻域 B(x0, δ1) × B(y0, δ2)\{(x0, y0)} (其中, B(x0, δ1) 为 Rm1 中的开球,

B(y0, δ2) 为 Rm2 中的开球) 上有定义的函数, 且全极限 lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) 存在. 又

设对每个 x ∈ B(x0, δ1)\{x0}, 极限 lim
y→y0

f(x, y) 存在, 并对每个 y ∈ B(y0, δ2)\{y0},
极限 lim

x→x0
f(x, y) 也存在, 则两个累次极限 lim

x→x0
lim

y→y0
f(x, y) = lim

x→x0

(
lim

y→y0
f(x, y)

)
和

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = lim
y→y0

(
lim

x→x0
f(x, y)

)
都存在, 且

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y).

定理 14.3.10 也可从另外一个角度推广.

定理 14.3.12 设函数 f(x), 其中 x = (x1, x2, · · · , xm), 是在 Rm 中的点 x0 =

(x01, x02, · · · , x0m)的某个空心邻域B(x0, δ)\{x0}上有定义的函数,且全极限 lim
x→x0

f(x)

26



第 14 章 多元函数的极限和连续性

存在, 则对 1, 2, · · · ,m 的任意一个排列 i1, i2, · · · , im, 当累次极限

lim
xi1→x0i1

lim
xi2→x0i2

· · · lim
xim→x0im

f(x1, x2, · · · , xm)

= lim
xi1→x0i1

(
lim

xi2→x0i2

(
· · ·

(
lim

xim→x0im

f(x1, x2, · · · , xm)
)
· · ·

))

有意义时, 必有

lim
xi1→x0i1

lim
xi2→x0i2

· · · lim
xim→x0im

f(x1, x2, · · · , xm) = lim
x→x0

f(x).

从定理 14.3.12 可知, 当全极限 lim
x→x0

f(x) 存在时, 对于任意两个累次极限

lim
xi1→x0i1

lim
xi2→x0i2

· · · lim
xim→x0im

f(x1, x2, · · · , xm)

和

lim
xj1→x0j1

lim
xj2→x0j2

· · · lim
xjm→x0jm

f(x1, x2, · · · , xm),

其中 i1, i2, · · · , im 和 j1, j2, · · · , jm 是 1, 2, · · · ,m 的任意两个排列, 只要它们存在, 则

它们便相等且都等于 lim
x→x0

f(x).

lim
xi1→x0i1

lim
xi2→x0i2

· · · lim
xim→x0im

f(x1, x2, · · · , xm)

= lim
xj1→x0j1

lim
xj2→x0j2

· · · lim
xjm→x0jm

f(x1, x2, · · · , xm)

= lim
x→x0

f(x).

但是从例 6 知, 由全极限 lim
x→x0

f(x) 存在并不能保证累次极限一定存在.

14.3.4 向量函数的极限

上面讨论的是多元数量函数的极限.这些内容可以毫无困难地推广到多元向量函

数的情形. 我们先写出多元向量函数极限的定义.

定义 14.3.3 设 D 是 Rm 中的一个非空点集, F 是定义在 D 上的一个 k 维

向量函数. 又设 S 是 D 的一个非空子集, x0 是 S 的一个聚点. 再设 a 是一个 k 维

向量. 如果对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使对任意 x ∈ S, x 6= x0, 只要

d(x, x0) < δ, 就有

|F (x)− a| < ε,

则称当 x 沿集合 S 趋于 x0 时, F (x) 以 a 为极限, 记作

lim
x→x0
x∈S

F (x) = a 或 F (x) → a(当x → x0, x ∈ S).
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特别地, 如果存在 δ0 > 0使 S ⊇ B(x0, δ0)\{x0}, 则 lim
x→x0
x∈S

F (x)简单地记作 lim
x→x0

F (x),

并称为当 x 趋于 x0 时, F (x) 以 a 为极限.

定理 14.3.13 设 k 维向量函数 F (x)的分量表示为 F (x) = (F1(x), F2(x),· · · ,

Fk(x)), 而 a = (a1, a2, · · · , ak), 则 lim
x→x0
x∈S

F (x) = a 的充要条件是

lim
x→x0
x∈S

Fi(x) = ai, i = 1, 2, · · · , k.

特别地, lim
x→x0

F (x) = a 的充要条件是

lim
x→x0

Fi(x) = ai, i = 1, 2, · · · , k.

证明 事实上, 如果 lim
x→x0
x∈S

F (x) = a, 则由

|Fi(x)− ai| 6 |F (x)− a|, i = 1, 2, · · · , k,

即知对每个 1 6 i 6 k 都有 lim
x→x0
x∈S

Fi(x) = ai. 反之, 如果对每个 1 6 i 6 k 都有

lim
x→x0
x∈S

Fi(x) = ai, 则由

|F (x)− a| =
√

[F1(x)− a1]2 + [F2(x)− a2]2 + · · ·+ [Fk(x)− ak]2

6|F1(x)− a1|+ |F2(x)− a2|+ · · ·+ |Fk(x)− ak|,

即知 lim
x→x0
x∈S

F (x) = a. 证毕.

应用定理 14.3.13 或者直接应用向量函数极限的定义, 便可把数量函数极限的除

涉及大小比较的性质以外的其他性质都推广到向量函数的情形. 这些工作留给读者,

我们不在这里赘述. 下面只简单地讨论一下向量函数极限的运算规律.

定理 14.3.14 设F (x)和G(x)都是 k维向量函数,且 lim
x→x0
x∈S

F (x)=a, lim
x→x0
x∈S

G(x)=

b. 又设 f(x) 是数量函数, 且 lim
x→x0
x∈S

f(x) = c, 则有以下结论：

(1) lim
x→x0
x∈S

[F (x)±G(x)] = a± b;

(2) lim
x→x0
x∈S

[f(x)F (x)] = ca. 特别地, lim
x→x0
x∈S

cF (x) = ca;

(3) lim
x→x0
x∈S

[F (x)G(x)] = ab, 其中, F (x)G(x) 表示 F (x) 与 G(x)的内积, ab 表示 a

与 b的内积, 即当 a = (a1, a2, · · · , ak), b = (b1, b2, · · · , bk) 时,

ab = a1b1 + a2b2 + · · ·+ akbk;
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(4) 在 k = 3 的情形还成立 lim
x→x0
x∈S

[F (x)×G(x)] = a× b, 其中 × 表示三维向量的
叉积.

这个定理的简单证明留给读者.

习 题 14.3

1. 证明以下极限：

(1) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)
α
2

|x|+ |y| = 0 (α > 1); (2) lim
(x,y)→(0,0)

arctan(xy)√
x2 + y2

= 0;

(3) lim
(x,y)→(0,0)

(x + y) sin
1

|x|+ |y| = 0; (4) lim
(x,y)→(0,0)

x6=0,y 6=0

x2y2

√
1 + x2y2 − 1

= 2;

(5) lim
(x,y)→(0,0)

x ln(x2 + y2) = 0; (6) lim
(x,y)→(0,0)

ln cos x√
x2 + y2

= 0;

(7) lim
(x,y)→(0,0)

sin(xy)
y tanx

= 1; (8) lim
x→1
y→0

ln(x + ey)√
x2 + y2

= ln 2.

2. 对函数 f(x, y) =
x2y

x4 + y2
和下面给定的集合 S, 求极限 lim

(x,y)→(0,0)
(x,y)∈S

f(x, y)：

(1) S 为直线 y = ax; (2) S 为抛物线 y = ax2;

(3) S 为三次曲线 y = ax3; (4) S 为锥域 |x| 6 a|y|.
其中 a 为常数, 在 (4) 中 a > 0.

3. 求以下函数 f(x, y) 在 (x, y) → (0, 0) 时沿各方向的方向极限：

(1) f(x, y) =
ax + by√
x2 + y2

; (2) f(x, y) =
sin(xy)
x2 + y2

;

(3) f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
; (4) f(x, y) =

|x|α|y|β
x2 + y4

(α > 0, β > 0).

4. 设 α, β 是正常数. 证明：当 α + 2β > 2 时,

lim
(x,y)→(0,0)

|x|α|y|β√
x4 + y2

= 0;

而当 α + 2β 6 2 时, 上述极限不存在.

5. 对函数 f(x, y) =
x2y2

(x2 + |y|)3 , 证明：

(1) 当 (x, y) → (0, 0) 时, f(x, y) 沿各方向的方向极限都等于零;

(2) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 不存在.

6. 对函数 f(x, y) =
x2y2

x4 + y4 − x2y2
, 证明：
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(1) lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
x→0

lim
y→0

f(x, y); (2) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 不存在.

7. 讨论下列函数 f(x, y) 在点 (0, 0) 的全极限和两个累次极限：

(1) f(x, y) =
|x− y|
|x|+ |y| ; (2) f(x, y) =

sin(xy)
x2 + y2

;

(3) f(x, y) = sin
x4

x4 + y4
; (4) f(x, y) =

x3 + y2

x2 + |y| ;

(5) f(x, y) =
|x + y|

sin |x + y|+ sin |x− y| ; (6) f(x, y) =
x4y4

(x2 + y4)3
.

8. 给出以下各类型极限的定义：

(1) lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = +∞; (2) lim
x→+∞
y→+∞

f(x, y) = A;

(3) lim
x→x0

y→+∞
f(x, y) = A; (4) lim

x→x0
y→+∞

f(x, y) = +∞.

9. 求以下极限：

(1) lim
(x,y)→(0,0)

ax + by

x2 + y2
; (2) lim

x→+∞
y→+∞

cos(x3y4)
x2 + y2

;

(3) lim
x→+∞
y→+∞

(x2 + y2)e−(x+y); (4) lim
x→+∞

y→0

(
1 +

1
x

) x3

x2+y2
;

(5) lim
x→+∞
y→+∞

( xy

x2 + y2

)x2+y2

; (6) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x2y2
.

10. 设 f(x) 是定义在 (−∞,+∞) 上的函数, 它在每个有限区间上都黎曼可积.

(1) 证明广义积分
∫ +∞

−∞
f(x)dx 收敛的充要条件是极限 lim

a→−∞
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx 存在,

而且这时成立
∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx;

(2) 是否成立
∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

a→+∞

∫ a

−a

f(x)dx, 在什么条件下此式成立?

11. 设 a < 0 < b, 函数 f(x) 的定义域为 [a, 0)
⋃

(0, b], 它在每个形如 [a,−ε] 和 [ε, b]

的区间上都黎曼可积 (ε 为任意充分小的正数), 且 lim
x→0

f(x) = ∞.

(1) 证明广义积分
∫ b

a

f(x)dx收敛的充要条件是极限 lim
ε→0+
ε′→0+

[∫ −ε

a

f(x)dx+
∫ b

ε′
f(x)dx

]

存在, 而且这时成立

∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0+
ε′→0+

[ ∫ −ε

a

f(x)dx +
∫ b

ε′
f(x)dx

]
;
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(2) 是否成立
∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0+

[ ∫ −ε

a

f(x)dx +
∫ b

ε

f(x)dx
]
, 在什么条件下此式

成立?

12. 证明定理 14.3.14 的结论 (3) 和结论 (4).

14.4 多元连续函数

14.4.1 多元函数连续性的定义与运算

建立了多元函数极限的概念, 多元函数连续性的概念就很容易给出了.

定义 14.4.1 设 D 是 Rm 中的一个非空点集, f 是定义在 D 上的函数, x0 ∈ D

且 x0 是 D 的聚点. 如果成立

lim
x→x0
x∈D

f(x) = f(x0),

即对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使对任意 x ∈ D, 只要 d(x, x0) < δ, 就有

|f(x)− f(x0)| < ε,

则称 f在点 x0 沿 D连续.特别地,如果 x0 是 D的内点,即存在正数 δ0 使 B(x0, δ0) ⊆
D, 则简单地说f 在点 x0 连续.

以后, 当函数 f 在点 x0 沿 D 连续时, 我们将简单地说 f 在点 x0 连续,省去 “沿

D” 的说法. 规定 D 上的任何函数都在 D 的每个孤立点处连续.

定理 14.4.1 设 f 和 g 是定义在 D ⊆ Rm 上的两个函数, x0 ∈ D 且 x0 是 D 的

聚点. 如果 f 和 g 都在点 x0 连续,则 f ±g 和 fg 也都在点 x0 连续,并且当 g(x0) 6= 0

时, f/g 也在点 x0 连续.

证明 由 f 和 g 都在点 x0 连续可知

lim
x→x0
x∈D

f(x) = f(x0), lim
x→x0
x∈D

g(x) = g(x0).

根据极限的四则运算法则有

lim
x→x0
x∈D

[f(x)± g(x)] = f(x0)± g(x0), lim
x→x0
x∈D

[f(x)g(x)] = f(x0)g(x0),

并且当 g(x0) 6= 0 时,

lim
x→x0
x∈D

f(x)
g(x)

=
f(x0)
g(x0)

.

因此, f ± g 和 fg 都在点 x0 连续, 并且当 g(x0) 6= 0 时, f/g 也在点 x0 连续. 证毕.

对于多元向量函数, 也可类似地定义它的连续性.
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定义 14.4.2 设 D 是 Rm 中的一个非空点集, F 是定义在 D 上的一个 k 维向

量函数, 即 F : D → Rk. 又设 x0 ∈ D 且 x0 是 D 的聚点. 如果成立

lim
x→x0
x∈D

F (x) = F (x0),

即对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使对任意 x ∈ D, 只要 d(x, x0) < δ, 就有

|F (x)− F (x0)| < ε,

则称向量函数 F在点 x0 沿 D 连续. 特别地, 如果 x0 是 D 的内点, 即存在正数 δ0 使

B(x0, δ0) ⊆ D, 则简单地说F 在点 x0 连续.

根据向量函数极限的运算规则可得下列定理.

定理 14.4.2 向量函数 F 在点 x0 连续的充要条件是它的每个分量函数都在点

x0 连续.

应用定理 14.4.2 和定理 14.4.1, 可得下列定理 14.4.3 和定理 14.4.4.

定理 14.4.3 设 F 和 G 是定义在 D ⊆ Rm 上的两个 k 维向量函数, 即 F ,G :

D → Rk, 而 f 是定义在 D 上的数量函数. 又设 x0 ∈ D 且 x0 是 D 的聚点. 如果 F ,

G 和 f 都在点 x0 连续, 则 F ±G, fF 和 FG 也都在点 x0 连续, 并且当 k = 3 时,

F ×G 也在点 x0 连续.

定理 14.4.4(复合函数的连续性) 设 F 是定义在 Rm 的子集 D 上的 k 维向

量函数, G 是定义在 Rk 的子集 E 上的数量或向量函数, 且 F 的值域包含在 E 中,

即 F (D) ⊆ E, 从而复合函数 (G ◦ F )(x) = G(F (x)) (∀x ∈ D) 有意义. 假设 F 在点

x0 ∈ D 连续,且 G在点 y0 = F (x0)连续,则复合函数 G ◦F 也在点 x0 连续.如果 F

在集合 D 上连续, G 在集合 E 上连续, 则复合函数 G ◦ F 也在集合 D 上连续.

证明 由 G 在点 y0 = F (x0) 连续知, 对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0,

使对任意 y ∈ E, 只要 d(y, y0) < δ, 就有

|G(y)−G(y0)| < ε.

又由 F 在 x0 ∈ D 点连续知, 对此 δ > 0, 存在相应的 σ > 0, 使对任意 x ∈ D, 只要

d(x, x0) < σ, 就有

|F (x)− y0| = |F (x)− F (x0)| < δ.

于是, 对任意 x ∈ D, 只要 d(x, x0) < σ, 就有

|G(F (x))−G(F (x0))| = |G(F (x))−G(y0)| < ε.

因此 G ◦ F 在点 x0 连续. 如果 F 在集合 D 上连续, G 在集合 E 上连续, 则对 D 中

的每个点都应用上述结论, 即知 G ◦ F 在集合 D 上连续. 证毕.
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14.4.2 多元连续函数的性质

关于有界闭区间上的一元连续函数, 有四个重要定理：有界性定理, 最大最小值

定理, 介值定理, 和一致连续性定理. 这些定理是一元函数微积分理论的基础, 它们

都可推广到多元函数的情形. 这四个定理中,除了介值定理用到了区间的连通性之外,

其他三个定理都只用到了有界闭区间的紧性,即有界闭区间中的任意一个点列都有收

敛的子列, 它的任意一个开覆盖都有有限的子覆盖等性质. 因此, 在把这些定理推广

到高维情形时, 除了介值定理需要函数是定义在一个有界闭区域上之外, 其他三个定

理都只需要函数定义在有界闭集上.

定理 14.4.5(有界性定理) 设 E 是 Rm 中的有界闭集, f 是 E 上的连续函数,

则 f 在 E 上有界, 即存在常数 M > 0 使得

|f(x)| 6 M, ∀x ∈ E.

证明 (反证法) 假设结论不成立, 则对每个正整数 n, 都存在相应的点 xn ∈ E,

使得

|f(xn)| > n. (14.4.1)

因为 xn ∈ E, n = 1, 2, · · · , 而 E 是有界集, 所以 {xn} 是有界点列. 因此根据致密性

原理知, {xn} 有子列收敛. 设 {xnk
} 是这样一个子列, 并记 x0 = lim

k→∞
xnk

. 因为 E 是

闭集, 所以 x0 ∈ E. 这样由函数 f 在 E 上的连续性, 可知

lim
k→∞

f(xnk
) = f(x0). (14.4.2)

另一方面, 由式 (14.4.1) 知

|f(xnk
)| > nk, k = 1, 2, · · · ,

这意味着 lim
k→∞

f(xnk
) = ∞, 而和式 (14.4.2) 矛盾. 因此假设错误, 说明 f 在 E 上有

界. 证毕.

定理 14.4.6(最大最小值定理) 设 E 是 Rm 中的有界闭集, f 是 E 上的连续函

数. 则 f 在 E 上达到最大值和最小值, 即存在点 x̄ ∈ E 和 x̃ ∈ E 使得

f(x̄) 6 f(x) 6 f(x̃), ∀x ∈ E.

证明一 (直接证明法) 因为 E 是有界闭集且 f 在 E 上连续, 所以根据定理

14.4.5 知, f 在 E 上有界, 即其值域是 R 中的有界集, 从而有上、下确界. 记

a = inf
x∈E

f(x), b = sup
x∈E

f(x).
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由 a 的定义可知, 对每个正整数 n 都存在相应的点 xn ∈ E, 使得

a 6 f(xn) < a +
1
n

, n = 1, 2, · · · . (14.4.3)

与定理 14.4.5的证明类似地可知, {xn}有子列 {xnk
}收敛于某个点 x̄ ∈ E. 根据函数

f 在 E 上的连续性和式 (14.4.3), 我们有

f(x̄) = lim
k→∞

f(xnk
) = a,

说明 x̄ 是 f 在 E 上的最小值点. 同理可证存在 x̃ ∈ E 使得 f(x̃) = b, 即 x̃ 是 f 在 E

上的最大值点. 证毕.

证明二 (反证法) 假设 f 在 E上达不到下确界 a. 考虑函数 g(x) =
1

f(x)− a
,

∀x ∈ E. 因为 f(x) > a, ∀x ∈ E, 所以函数 g 在 E 上处处有定义且根据连续函数的运

算知 g 在 E 上连续, 因而在 E 上有界. 特别地, 存在常数 A > 0 使得

g(x) 6 A, ∀x ∈ E.

从这个不等式有

f(x) > a +
1
A

, ∀x ∈ E,

而这与 a 是 f 在 E 上的下确界的定义相矛盾. 因此 f 必在 E 上达到下确界. 同理

可证 f 也必在 E 上达到上确界. 证毕.

定理 14.4.7(一致连续性定理) 设 E 是 Rm 中的有界闭集, f 是 E 上的连续

函数, 则 f 在 E 上一致连续, 即对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使对任意

x, y ∈ E, 只要 d(x, y) = |x− y| < δ, 就有

|f(x)− f(y)| < ε.

证明一 (反证法) 假设 f 在 E 上不一致连续, 则存在 ε0 > 0, 使对任意 δ > 0,

都存在相应的 xδ, yδ ∈ E, 它们满足 d(xδ, yδ) < δ, 但有

|f(xδ)− f(yδ)| > ε0.

特别地, 对每个正整数 n 取 δ =
1
n

, 则就得到相应的两个点 xn, yn ∈ E, 它们满足

d(xn, yn) <
1
n

, 但有

|f(xn)− f(yn)| > ε0. (14.4.4)

点列 {xn}中的点都在 E 中,因此由 E是有界闭集,与前面类似地可知它有子列 {xnk
}

收敛于 E 中的某个点 x0. 由于 d(xn, yn) <
1
n

, n = 1, 2, · · · , 所以 {yn}的对应子列
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{ynk
} 也收敛于 x0. 由 x0 ∈ E 知 f 在点 x0 连续, 所以

lim
k→∞

|f(xnk
)− f(ynk

)| = |f(x0)− f(x0)| = 0.

另一方面, 由式 (14.4.4) 知

|f(xnk
)− f(ynk

)| > ε0, k = 1, 2, · · · .

这就得到了矛盾. 因此 f 必在 E 上一致连续. 证毕.

证明二 (直接证明法) 由于 f 是 E 上的连续函数, 所以对任意给定的 ε > 0 和

任意一点 x0 ∈ E, 都存在相应的 δx0 > 0, 使对任意 x ∈ E, 只要 d(x, x0) < δx0 , 就有

|f(x)− f(x0)| < ε

2
.

开球族 {B(x0,
1
2
δx0) : x0 ∈ E} 显然是集合 E 的一个开覆盖, 所以由 E 是有界闭集,

应用有限覆盖定理知, 存在这个开球族中的有限个开球 B(x1,
1
2
δx1), B(x2,

1
2
δx2), · · · ,

B(xN ,
1
2
δxN

) (其中 x1, x2, · · · , xN ∈ E), 它们已经完全覆盖了 E

E ⊆
N⋃

j=1

B(xj ,
1
2
δxj ).

令 δ =
1
2

min{δx1 , δx2 , · · · , δxN
}, 则可证对任意 x, y ∈ E, 只要 d(x, y) < δ, 就有

|f(x)− f(y)| < ε.

事实上, 对任意满足 d(x, y) < δ 的 x, y ∈ E, 由于 B(x1,
1
2
δx1), B(x2,

1
2
δx2), · · · ,

B(xN ,
1
2
δxN

) 覆盖了 E, 所以存在 1 6 j 6 N 使得 x ∈ B(xj ,
1
2
δxj

). 因为 d(x, y) <

δ 6 1
2
δxj

, 所以由此推知 x, y ∈ B(xj , δxj
), 进而

|f(x)− f(y)| 6 |f(x)− f(xj)|+ |f(y)− f(xj)| < ε

2
+

ε

2
= ε.

这就证明了前述断言. 证毕.

证明三 (第二种直接证明法)与证明二类似,但不是用有限覆盖定理,而是用勒

贝格开覆盖定理, 因而稍微简单一些. 我们留给读者完成.

为了把一元函数的介值定理推广到多元函数, 先介绍以下概念.

定义 14.4.3 设 S 是 Rm 中的一个非空点集.

(1) 如果对任意两点 P, Q ∈ S, 都存在 Rm 中以这两点为端点的连续曲线 C(图

14-4-1) 完全含于 S, 即存在连续映射 ϕ : [0, 1] → Rm (ϕ 是区间 [0, 1] 上连续的一元
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m 维向量函数), 使得 ϕ(0) = P , ϕ(1) = Q, 且 ϕ(t) ∈ S, ∀t ∈ [0, 1], 则称 S 为道路连

通集.

图 14-4-1 道路连通集

(2) 如果 S 既是开集又是道路连通集,

则称 S 为开区域.

(3) 如果 S 既是闭集又是道路连通集,

则称 S 为闭区域.

(4) 如果 S 的内域 S◦ 是开区域, 闭包

S 是闭区域, 则称 S 为区域.

在有些书上, 区域仅指开区域. 这一点

请读者在阅读参考书时务必注意.

定理 14.4.8(介值定理) 设 E 是 Rm

中的有界闭区域, f 是E 上的连续函数. 令

a = inf
x∈E

f(x), b = sup
x∈E

f(x),

则对任意实数 a 6 η 6 b, 存在 ξ ∈ E 使得 f(ξ) = η.

证明 根据最大最小值定理知, 存在点 x̄ ∈ E 和 x̃ ∈ E 使得

f(x̄) = a, f(x̃) = b.

因为 E 是闭区域, 因而是道路连通集, 所以存在连续曲线 ϕ : [0, 1] → Rm, 使得

ϕ(0) = x̄, ϕ(1) = x̃, 且 ϕ(t) ∈ E, ∀t ∈ [0, 1]. 考虑复合函数 g(t) = f(ϕ(t)), ∀t ∈ [0, 1].

根据定理 14.4.2 知这个函数是区间 [0, 1] 上的连续函数, 且

g(0) = f(ϕ(0)) = f(x̄) = a, g(1) = f(ϕ(1)) = f(x̃) = b.

因此, 对任意实数 a 6 η 6 b, 应用一元连续函数的介值定理, 即知存在 τ ∈ [0, 1] 使

g(τ) = η. 令 ξ = ϕ(τ), 则 ξ ∈ E, 且 f(ξ) = f(ϕ(τ)) = η. 证毕.

定理 14.4.5∼定理 14.4.8 讨论的函数都是数量函数. 关于向量函数, 我们有下述

定理 14.4.9 和定理 14.4.10.

定理 14.4.9 设 E ⊆ Rm, F 是 E 上的连续的 k 维向量函数, 则有以下结论：

(1) 如果 E 是 Rm 中的有界闭集, 则 E 的象集 F (E) 是 Rk 中的有界闭集;

(2) 如果 E 是道路连通集, 则 F (E) 是道路连通集;

(3) 如果 E 是有界闭区域, 则 F (E) 是有界闭区域.

证明 (1) 设 E 是 Rm 中的有界闭集. 先证明 F (E) 是 Rk 中的有界集. 令

f(x) = |F (x)|, ∀x ∈ E, 则由 F 在 E 上连续知 f 是 E 上的连续函数, 而 E 是有界闭

集, 所以 f 在 E 上有界, 即存在常数 M > 0 使成立

|F (x)| 6 M, ∀x ∈ E.
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这说明 F (E) ⊆ B(O, M), 所以 F (E) 是有界集.

再证明 F (E)是闭集. 设 {yn}是 F (E)中的一列点, 它们收敛于 y0, 我们要证明

y0 ∈ F (E). 事实上, 由 yn ∈ F (E) 知存在 xn ∈ E 使 yn = F (xn), n = 1, 2, · · · . 因为
E 是有界闭集, 所以由致密性原理知 {xn} 有子列收敛. 设 {xnj} 是收敛的子列, 且

lim
j→∞

xnj
= x0,则由 E是闭集知 x0 ∈ E. 而 F 在 E上连续,所以 lim

j→∞
F (xnj

) = F (x0).

由于 F (xnj
) = ynj

, j = 1, 2, · · · , 且 lim
n→∞

yn = y0, 所以 F (x0) = y0. 这就证明了

y0 ∈ F (E). 因此 F (E) 是闭集. 这就得到结论 (1).

(2)设 E是Rm中的道路连通集,我们来证明 F (E)是Rk中的道路连通集. 设 y0

和 y1 是 F (E)中的任意两点. 令 x0 和 x1 分别为 y0 和 y1 的原象,即 x0 ∈ E, x1 ∈ E,

且 F (x0) = y0, F (x1) = y1. 由于 E 是道路连通集,所以存在连续曲线 ϕ : [0, 1] → Rm,

使得 ϕ(0) = x0, ϕ(1) = x1, 且 ϕ(t) ∈ E, ∀t ∈ [0, 1]. 考虑复合函数 ψ(t) = F (ϕ(t)),

∀t ∈ [0, 1]. 根据定理 14.4.4 知 ψ 是 [0, 1] 到 Rk 的连续映射. 我们有

ψ(0) = F (ϕ(0)) = F (x0) = y0, ψ(1) = F (ϕ(1)) = F (x1) = y1,

且 ψ(t) = F (ϕ(t)) ∈ F (E), ∀t ∈ [0, 1], 所以 F (E) 是 Rk 中的道路连通集. 结论 (2) 得

证.

把结论 (1) 和结论 (2) 结合起来, 就得到了结论 (3). 证毕.

注意上述定理的结论 (1)中,无论是为了得到象集 F (E)的有界性还是它的闭性,

E 的有界性和闭性两个条件都是缺一不可的, 即仅由 E 的有界性不能推出 F (E) 的

有界性, 同样仅由 E 的闭性也不能推出 F (E) 的闭性. 前者的反例是区间 (0,π) 和

该区间上的函数 f(x) = cot x. 虽然 f 在区间 (0,π) 上连续, 但该区间在 f 下的象

集 f(0,π) = (−∞,+∞) 是无界集. 后者的反例是区间 (−∞,+∞) 和该区间上的连续

函数 f(x) = arctanx. 我们知道区间 (−∞,+∞) 是闭集, 但它在连续映射 f下的象集

f(−∞,+∞) =
(
−π

2
,
π

2

)
却是开集.

定理 14.4.10 设 E 是 Rm 中的有界闭集, F 是在 E 上连续的 k 维向量函数,

则 F 在 E 上一致连续,即对任意给定的 ε > 0,存在相应的 δ > 0,使对任意 x, y ∈ E,

只要 d(x, y) = |x− y| < δ, 就有

|F (x)− F (y)| < ε.

证明 由 F 在 E 上连续知它的每个分量函数 Fi (i = 1, 2, · · · , k) 都在 E 上连

续. 因此, 对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使对任意 x, y ∈ E, 只要 d(x, y) =

|x− y| < δ, 就有

|Fi(x)− Fi(y)| < ε√
k

, i = 1, 2, · · · , k.
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由此推知对任意 x, y ∈ E, 只要 d(x, y) = |x− y| < δ, 就有

|F (x)− F (y)| =
( k∑

i=1

|Fi(x)− Fi(y)|2
) 1

2
< ε.

因此 F 在 E 上一致连续. 证毕.

习 题 14.4

1. 证明下列函数在全平面上连续：

(1) f(x, y) =





sin(x2y)
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0);

(2) f(x, y) =





xy arctan
1
x

arctan
1
y
, x 6= 0, y 6= 0,

0, xy = 0.

2. 证明：函数

f(x, y) =





sin(xy)
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

对固定的 y 关于 x 连续, 且对固定的 x 关于 y 连续, 但它不是连续函数.

3. 证明：函数

f(x, y) =





x2y

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

在点 O(0, 0) 沿过该点的每条直线都连续, 即对任意 0 6 θ < 2π 成立

lim
t→0

f(t cos θ, t sin θ) = f(0, 0),

但它在点 O(0, 0) 不连续.

4. 确定下列函数连续的范围：

(1) f(x, y) = [xy];

(2) f(x, y) =

{
e−

|y|
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0);

(3) f(x, y) =





sin(xy)
y

, y 6= 0,

x, y = 0;

(4) f(x, y) =

{
y, 当 x 是有理数,

0, 当 x 是无理数.
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5. 设函数 f(x) 在 Rm 上连续且 lim
|x|→+∞

f(x) = a. 证明：

(1) f(x) 在 Rm 上有界;

(2) f(x) 在 Rm 上一致连续.

6. 设二元函数 f(x, y) 分别关于每个变元 x 和 y 都连续, 并且关于其中一个变元是

单调的. 证明：f(x, y) 是二元连续函数.

7. 设二元函数 f(x, y)关于变元 x连续,并且关于变元 y对 x一致连续,即对任意给

定的 ε > 0,存在与 x无关的 δ > 0,使得只要 |y−y0| < δ,就有 |f(x, y)−f(x, y0)| <
ε. 证明：f(x, y) 是二元连续函数.

8. 定义在 Rm\{0} 上的函数 f(x) 叫做是µ 次齐次的, 如果成立

f(λx) = λµf(x), ∀x ∈ Rm\{0}, ∀λ > 0.

设 f(x) 是 µ 次齐次函数, 且在 Rm\{0} 上连续. 证明：

(1) 存在常数 C > 0 使成立

|f(x)| 6 C|x|µ, ∀x ∈ Rm\{0};

(2) 如果 f(x) > 0, ∀x ∈ Rm\{0}, 则还存在常数 c > 0 使成立

f(x) > c|x|µ, ∀x ∈ Rm\{0}.

9. 设二元函数 f(x, y) 在圆周 S1 = {x2 + y2 = R2} 上连续. 证明：

(1) f(x, y) 在圆周 S1 上有最大值和最小值;

(2) 令 a = min
x2+y2=R2

f(x, y), b = max
x2+y2=R2

f(x, y), 则对任意 a < c < b, 至少存在

S1 上的两个不同的点 (x1, y1) 和 (x2, y2), 使得 f(x1, y1) = f(x2, y2) = c.

10. 定义在区域 D ⊆ Rm 上的函数 f 叫做在 D 上一致 µ 阶赫尔德连续 (其中 0 <

µ 6 1), 如果存在常数 C > 0 使成立

|f(x)− f(y)| 6 C|x− y|µ, ∀x, y ∈ D.

当 µ = 1 时称 f 在 D 上一致利普希茨连续. 如果不考虑 µ 的具体数值, 则称 f

在 D 上一致赫尔德连续. 称 f 在 D 上局部 µ 阶赫尔德连续 (其中 0 < µ 6 1),

如果对任意 x0 ∈ D, 存在相应的 δx0 > 0 和 C = Cx0 > 0, 使上式对任意 x, y ∈
D

⋂
B(x0, δx0) 成立. 当 µ = 1 时称 f 在 D 上局部利普希茨连续. 如果不考虑 µ

的具体数值, 且对不同的 x0 ∈ D 容许有不同的 0 < µ 6 1, 则称 f 在 D 上局部

赫尔德连续. 证明：如果 D 是有界闭区域, 则在 D 上局部赫尔德连续的函数必

在 D 上一致赫尔德连续.

11. 证明：距离函数 d(x, y) 在 Rm ×Rm 上一致利普希茨连续, 因而在 Rm ×Rm 上

一致连续.
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12. 设 D 是 Rm 中的开集, Ω 是 Rn 中的有界闭区域, f(x, y) 是定义在 D × Ω 上的

m + n 元连续函数. 令

g(x) = max
y∈Ω

f(x, y), ∀x ∈ D.

证明：g(x) 在 D 上连续.
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本章建立多元函数的微分学. 多元函数的微分学是一元函数微分学的自然推广.

推广的方式有两种, 一种是从导数的概念出发来推广, 具体地说就是对给定的多元函

数,只让一个自变元变化而让其余的自变元固定不变,这样就得到了一个一元函数,求

这个一元函数的导数. 对于有 m 个自变元的多元函数, 这样就得到了 m 个导数, 它

们都叫做这个 m 元函数的偏导数. 另一种是从微分的概念出发来推广. 一元函数的

微分是当自变量作微小变化时函数变化量的线性主要部分. 与此类似, 考虑多元函数

在自变量作微小变化时函数变化量的线性主要部分, 就得到了多元函数的微分. 在一

元函数的情形, 有导数和可微是互相等价的. 但对于多元函数, 有偏导数和可微不等

价. 有偏导数弱于可微, 这是多元函数与一元函数的一个很大的区别.

多元函数的偏导数和微分两个概念各有优缺点. 前者易于计算, 但是却不能很好

地刻画函数的性质. 原因在于它只反映了函数在自变量沿与坐标轴平行的方向变化

时的变化性态, 而不能完全反映函数在一点附近的全面变化情况. 例如, 由函数在某

个点有关于所有各个自变元的偏导数不能推出它在该点连续.后者较好地反映了函数

在一点附近的全面变化情况, 但是微分的计算却必须通过求偏导数来实现. 因此, 偏

导数和微分这两个概念对于多元函数同等重要.

15.1 偏导数和全微分

15.1.1 偏导数

对于 m 元函数 y = f(x1, x2, · · · , xm), 把其中 m − 1 个自变元固定而只让一个

自变元变化, 如把 x2, · · · , xm 都固定, 而只让 x1 变化, 就得到了一个一元函数 x1 7→
f(x1, x2, · · · , xm). 我们把这个一元函数的导数叫做多元函数y = f(x1, x2, · · · , xm)

关于自变元 x1 的偏导数，记作
∂f

∂x1
. 关于其他几个自变元 x2, · · · , xm 的偏导数
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∂f

∂x2
, · · · , ∂f

∂xm
类似地定义.

定义 15.1.1 设 y = f(x1, x2, · · · , xm)是在Rm中的某个点 x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

m)

的一个邻域上有定义的 m元函数. 如果函数 x1 7→ f(x1, x
0
2, · · · , x0

m)在点 x0
1 可导,即

极限

lim
∆x1→0

f(x0
1 + ∆x1, x

0
2, · · · , x0

m)− f(x0
1, x

0
2, · · · , x0

m)
∆x1

= lim
x1→x0

1

f(x1, x
0
2, · · · , x0

m)− f(x0
1, x

0
2, · · · , x0

m)
x1 − x0

1

存在, 则称这个极限为函数在点 x0 关于自变元 x1 的偏导数, 记作
∂f

∂x1
(x0). 类似地

可给出偏导数
∂f

∂x2
(x0),

∂f

∂x3
(x0), · · · , ∂f

∂xm
(x0) 的定义.

偏导数
∂f

∂x1
(x0),

∂f

∂x2
(x0), · · · , ∂f

∂xm
(x0)也经常分别用记号 fx1(x0), fx2(x0), · · · ,

fxm(x0) 表示.

正如一元函数 y = f(x) 的导数 f ′(x) 或
df(x)

dx
也经常用记号

dy

dx
来表示一样, m

元函数 y = f(x1, x2, · · · , xm) 的 m 个偏导数
∂f(x)
∂x1

,
∂f(x)
∂x2

, · · · , ∂f(x)
∂xm

也经常分别

表示成
∂y

∂x1
,

∂y

∂x2
, · · · , ∂y

∂xm
. 当需要特别标明是在点 x0 求偏导数时, 则分别表示成

∂y

∂x1

∣∣∣
x0

,
∂y

∂x2

∣∣∣
x0

, · · · , ∂y

∂xm

∣∣∣
x0

, 或
∂y

∂x1
(x0),

∂y

∂x2
(x0), · · · , ∂y

∂xm
(x0).

由偏导数的定义可知, 求偏导数其实就是求一元函数的导数, 只要把其他变元作

为常量看待即可. 因此, 一元函数的求导法则都可应用于求多元函数的偏导数.

例 1 求函数 u = arctan
x + y

1− xy
的偏导数

∂u

∂x
和

∂u

∂y
.

解 为求
∂u

∂x
, 我们把 y 看成常量, 只关于 x 求导数, 得

∂u

∂x
=

(1− xy)− (x + y)(−y)
(1− xy)2

1 +
( x + y

1− xy

)2 =
1 + y2

1 + x2y2 + x2 + y2
=

1
1 + x2

.

同理得

∂u

∂y
=

(1− xy)− (x + y)(−x)
(1− xy)2

1 +
( x + y

1− xy

)2 =
1 + x2

1 + x2y2 + x2 + y2
=

1
1 + y2

.
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例 2 用 r 表示 Rm (m > 1) 中的任意点 (x1, x2, · · · , xm) 到原点 O 的距离, 即

r =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m.

对任意非零实数 µ, 求函数 rµ 关于各个自变元的偏导数.

解 由于 rµ = (x2
1 + x2

2 + · · · + x2
m)

µ
2 , 所以当 µ > 2 时, 对每个 1 6 i 6 m, 在

Rm 中的任意点都有

∂ rµ

∂xi
=

µ

2
(x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

m)
µ
2−1 · 2xi = µrµ−2xi, i = 1, 2, · · · ,m

(其中约定 00 = 1 以便把 µ = 2 的情况包括进去). 当 µ < 2 时, 以上计算只在

(x1, x2, · · · , xm) 6= (0, 0, · · · , 0) 的点适用, 在 (x1, x2, · · · , xm) = (0, 0, · · · , 0), 即原点处

不能这样计算. 在原点处, 当 0 < µ < 2 时我们根据偏导数的定义计算如下：

∂ rµ

∂xi

∣∣∣
(0,0,··· ,0)

= lim
∆xi→0

((∆xi)2)
µ
2 − 0

∆xi
= lim

∆xi→0

|∆xi|µ
∆xi

=

{
0, 当1 < µ < 2,

不存在, 当0 < µ 6 1,
i = 1, 2, · · · ,m.

当 µ < 0 时 rµ 在原点没有定义, 所以不存在求偏导数的问题. 因此, 当 µ > 1 时, rµ

在 Rm 中的每个点都有关于各个变元的偏导数, 但当 µ 6 1 且 µ 6= 0 时, rµ 只在 Rm

中原点以外的地方有关于各个变元的偏导数, 在原点不可导.

特别地, 当 µ = 1 时, 有

∂ r

∂xi
= r−1xi =

xi

r
, r 6= 0, i = 1, 2, · · · ,m.

例 3 求函数 f(x, y) = |xy| 的偏导数.

解 因为 f(x, y) = |x||y|, 所以当 x 6= 0 时,

fx(x, y) = ( sgnx)|y|.

同理当 y 6= 0 时,

fy(x, y) = |x|( sgn y).

当 x = 0 时, 如果 y 6= 0, 则

fx(0, y) = lim
∆x→0

f(∆x, y)− f(0, y)
∆x

= lim
∆x→0

|∆x||y| − 0
∆x

不存在.

同理当 y = 0 时, 如果 x 6= 0, 则

fy(x, 0) = lim
∆x→0

f(x,∆y)− f(x, 0)
∆y

= lim
∆y→0

|x||∆y| − 0
∆y

不存在.
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当 x = y = 0 时, 有

fx(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

0− 0
∆x

= 0,

fy(0, 0) = lim
∆x→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

0− 0
∆y

= 0.

因此,

fx(x, y) =





( sgn x)|y|, 当x 6= 0,

不存在, 当x = 0, y 6= 0,

0, 当x = y = 0,

fy(x, y) =





|x|(sgny), 当y 6= 0,

不存在, 当y = 0, x 6= 0,

0, 当x = y = 0.

在一元函数的微分学部分我们已经知道, 如果一元函数 f(x) 在 x0 点有导数, 则

f(x) 在 x0 点连续. 与此不同的是多元函数在某个点处有关于每个自变元的偏导数并

不能保证它在该点连续. 下面是一个反例.

例 4 考虑二元函数

f(x, y) =

{
0, 当x = 0或y = 0,

1, 其他情况.

显然这个函数在坐标原点 (0, 0) 处不连续 (图 15-1-1). 但易见

fx(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

0− 0
∆x

= 0,

fy(0, 0) = lim
∆x→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

0− 0
∆y

= 0,

即函数 f(x, y) 在原点的两个偏导数都存在, 但它在原点不连续, 因此. 一般地,

存在偏导数 6⇒连续.

图 15-1-1 例 4 中函数的图像
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15.1.2 全微分

从偏导数的定义可知,偏导数刻画了当自变元沿平行于坐标轴的方向变化时函数

的变化性态. 正如为了刻画多元函数在一个点处的连续性, 不能只考虑这个函数在该

点处的方向极限, 而必须考虑它在这个点处的全极限一样, 为了刻画多元函数在一个

点处的光滑性, 不能只考虑这个函数在该点的偏导数, 而必须考虑它在该点附近的全

面变化情况. 全微分的概念考虑的正是多元函数在一个点附近的全面变化情况.

定义 15.1.2 设 f(x) = f(x1, x2,· · ·, xm) 是在 Rm 中的点 x0 = (x01, x02,· · · ,

x0m) 的某个邻域上有定义的 m 元函数. 如果存在向量 a = (a1, a2, · · · , am) ∈ Rm

使成立

f(x0 + ∆x) = f(x0) + a∆x + o(|∆x|), 当 |∆x| → 0,

其中, ∆x = (∆x1,∆x2, · · · ,∆xm), a∆x = a1∆x1 + a2∆x2 + · · ·+ am∆xm, 即

lim
|∆x|→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)− a∆x

|∆x| = 0,

则称函数 f 在 x0 点可微, 并称线性函数

ξ 7→ aξ = a1ξ1 + a2ξ2 + · · ·+ amξm, ∀ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξm) ∈ Rm

为函数 f 在 x0 点的全微分或简单地叫做微分, 记作 df(x0), 即

df(x0)(ξ) = aξ = a1ξ1 + a2ξ2 + · · ·+ amξm, ∀ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξm) ∈ Rm. (15.1.1)

习惯上,人们对全微分 df(x0)的自变元采用与函数 f 的自变元符号 x1, x2, · · · , xm

相关的符号 dx1,dx2, · · · ,dxm 来表示, 并把 df(x0) 的表达式写成

df(x0) = a1dx1 + a2dx2 + · · ·+ amdxm. (15.1.2)

式 (5.1.2) 中, 我们略去了对自变元 (dx1,dx2, · · · ,dxm) 的变化范围的说明, 原因在

于一旦采用式 (15.1.2) 的表达方式, 其自变元 (dx1,dx2, · · · ,dxm) 的变化范围便自然

地认为是整个欧氏空间 Rm, 而无须再说明. 必须注意的是和一元函数的情形类似,

dx1, dx2, · · · , dxm 都是整体符号, 它们是与 x1, x2, · · · , xm 互相独立的变元, 不能

把 d 和 x1, x2, · · · , xm 分开来理解. 另外, 如果对函数 f 的自变元使用了其他符号

如 u = (u1, u2, · · · , um) 等, 则全微分 df(x0) 的自变元符号应相应地改变为 du1, du2,

· · · , dum, 即这时式 (15.1.2) 应当改写为

df(x0) = a1du1 + a2du2 + · · ·+ amdum.

我们在一元函数时已经看到, 这种记法有许多优点.
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例 5 求函数 f(x, y) = x3 + y2 + 2xy 在任意点 (x, y) ∈ R2 的全微分.

解 我们有

f(x + ∆x, y + ∆y) =(x + ∆x)3 + (y + ∆y)2 + 2(x + ∆x)(y + ∆y)

=x3 + 3x2∆x + 3x∆x2 + ∆x3 + y2 + 2y∆y + ∆y2

+ 2xy + 2y∆x + 2x∆y + 2∆x∆y

=f(x, y) + (3x2 + 2y)∆x + 2(x + y)∆y + o(
√
|∆x|2 + |∆y|2),

当(∆x,∆y) → (0, 0),

所以 f(x, y) = x3 + y2 + 2xy 在任意点 (x, y) ∈ R2 都可微, 且

df(x, y) = (3x2 + 2y)dx + 2(x + y)dy

前面已经提到,函数在一点有关于各个自变元的偏导数并不能保证它在这个点是

连续的. 但是如果函数在一点可微, 那么它在这点必是连续的.

定理 15.1.1(可微必连续) 设 f(x1, x2,· · ·, xm)是在 Rm中的某个点 x0 = (x01,

x02,· · ·, x0m) 的一个邻域上有定义的 m 元函数. 如果 f 在 x0 点可微, 则 f 在 x0 点

连续.

证明 由 f 在 x0 点可微可知, 存在向量 a ∈ Rm 使成立

f(x) = f(x0) + a(x− x0) + o(|x− x0|), 当 x → x0.

由于当 x → x0 时, 这个等式右端的后两项都趋于零, 所以得到

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

因此 f 在 x0 点连续. 证毕.

15.1.3 全微分与偏导数的关系

前面定义了函数的偏导数, 又定义了函数的全微分. 从定理 15.1.1 可知全微分比

偏导数能更好地反映函数的性质. 但是, 很明显全微分的计算不如偏导数那么容易.

自然要问这两个概念是否有一定的关系?能否通过计算偏导数来计算全微分? 这些问

题的答案由以下两个定理给出.

定理 15.1.2(可微⇒有偏导数) 设f是在Rm中的某个点 x0 =(x01, x02,· · · ,x0m)

的一个邻域上有定义的 m 元函数. 如果 f 在 x0 点可微, 并设 df(x0) 的表达式为

df(x0) = a1dx1 + a2dx2 + · · ·+ amdxm,

则 f 在 x0 点关于各个自变元的偏导数都存在, 而且

∂f

∂x1
(x0) = a1,

∂f

∂x2
(x0) = a2, · · · ,

∂f

∂xm
(x0) = am.
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证明 由假设可知

f(x1, x2,· · · ,xm)=f(x01, x02,· · ·, x0m)+a1(x1−x01)+a2(x2−x02)+· · ·+am(xm−x0m)

+o(
√

(x1−x01)2+(x2−x02)2+· · ·+(xm−x0m)2), 当x → x0.

令 x2 = x02, · · · , xm = x0m, 就得到

f(x1, x02, · · · , x0m) = f(x01, x02, · · · , x0m)+ a1(x1−x01)+ o(|x1−x01|), 当x1 → x01.

因此,
∂f

∂x1
(x0) = lim

x1→x01

f(x1, x02, · · · , x0m)− f(x01, x02, · · · , x0m)
x1 − x01

= a1.

同理可证其他几个等式. 证毕.

定理 15.1.3(偏导数连续⇒可微) 设 f 是在Rm中的点 x0 = (x01, x02, · · · , x0m)

的某个邻域上有定义的 m 元函数. 如果 f 在 x0 点的一个邻域上关于各个自变元的

偏导数都存在, 并且所有这些偏导数都在 x0 点连续, 则 f 在 x0 点可微, 而且

df(x0) =
∂f

∂x1
(x0)dx1 +

∂f

∂x2
(x0)dx2 + · · ·+ ∂f

∂xm
(x0)dxm

=fx1(x0)dx1 + fx1(x0)dx2 + · · ·+ fx1(x0)dxm.

证明 为记号简单起见,我们仅以 m = 2的情况为例来证明, m > 2的情况证明

类似. 这时,我们用 x和 y 表示两个自变元,并假设函数 f(x, y)在点 (x0, y0) ∈ R2 的

一个邻域中处处有偏导数
∂f

∂x
(x, y) 和

∂f

∂y
(x, y), 而且这两个偏导数都在点 (x0, y0) 连

续. 对 (x0, y0) 的小邻域中的任意 (x, y), 应用一元函数的微分中值定理有

f(x, y)− f(x0, y0) = [f(x, y)− f(x0, y)] + [f(x0, y)− f(x0, y0)]

=
∂f

∂x
(ξ, y)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, η)(y − y0),

其中, ξ = ξ(x, y) 位于 x0 与 x 之间, η = η(y) 位于 y0 与 y 之间. 由于 ξ 位于 x0 与 x

之间, 且 η 位于 y0 与 y 之间, 所以

lim
(x,y)→(x0,y0)

ξ = x0, lim
(x,y)→(x0,y0)

η = y0.

因此, 根据
∂f

∂x
(x, y) 和

∂f

∂y
(x, y) 在点 (x0, y0) 的连续性, 我们有

lim
(x,y)→(x0,y0)

∂f

∂x
(ξ, y) =

∂f

∂x
(x0, y0), lim

(x,y)→(x0,y0)

∂f

∂y
(x0, η) =

∂f

∂y
(x0, y0).

这样就有

∂f

∂x
(ξ, y) =

∂f

∂x
(x0, y0) + α(x, y),

∂f

∂y
(x0, η) =

∂f

∂y
(x0, y0) + β(x, y),
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其中, lim
(x,y)→(x0,y0)

α(x, y) = 0, lim
(x,y)→(x0,y0)

β(x, y) = 0. 把以上两个表达式代入 f(x, y)−

f(x0, y0) 的表达式, 就得到

f(x, y)− f(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) + γ(x, y), (15.1.3)

其中 γ(x, y) = α(x, y)(x− x0) + β(x, y)(y − y0). 由于

|γ(x, y)|√
|x− x0|2 + |y − y0|2

6 |α(x, y)|+ |β(x, y)|,

而 lim
(x,y)→(x0,y0)

[|α(x, y)|+ |β(x, y)|] = 0, 所以

lim
(x,y)→(x0,y0)

γ(x, y)√
|x− x0|2 + |y − y0|2

= 0. (15.1.4)

由式 (15.1.3) 和式 (15.1.4) 即知 f(x, y) 在点 (x0, y0) 可微, 且

df(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx +

∂f

∂y
(x0, y0)dy.

证毕.

由定理 15.1.1、定理 15.1.2 和定理 15.1.3 三个定理可知

有连续的偏导数 ⇒ 可微 ⇒ 有偏导数+连续.

但是反过来的结论都是不成立的.

例 6 考虑函数 f(x, y) =
√
|xy|. 由

f(x, 0) = 0, ∀x ∈ R, f(0, y) = 0, ∀y ∈ R.

可知 fx(0, 0) = fx(0, 0) = 0, 即 f(x, y)在坐标原点 (0, 0)有关于两个自变元的偏导数.

但是 f(x, y) 在点 (0, 0) 不可微. 因为若否, 则有

f(ξ, η) = f(0, 0) + fx(0, 0)ξ + fy(0, 0)η + o
(√

ξ2 + η2
)
, 当(ξ, η) → (0, 0).

从而 √
|ξη| = o

(√
ξ2 + η2

)
, 当 (ξ, η) → (0, 0),

即

lim
(ξ,η)→(0,0)

√
|ξη|√

ξ2 + η2
= 0.

而这个关系式显然是不成立的, 因此 f(x, y) =
√
|xy| 在点 (0, 0) 不可微.
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以上反例说明有偏导数 6⇒ 可微.

例 7 考虑函数

f(x, y) =





(x2 + y2) sin
1

x2 + y2
, 当 (x, y) 6= (0, 0),

0, 当(x, y) = (0, 0).

这个函数在点 (0, 0) 可微, 但偏导数在点 (0, 0) 不连续.

证明 我们有

f(∆x,∆y)− f(0, 0) =(∆x2 + ∆y2) sin
1

∆x2 + ∆y2
− 0

= o(
√
|∆x|2 + |∆y|2), 当(∆x,∆y) → (0, 0),

即

f(∆x,∆y) = f(0, 0) + 0 ·∆x + 0 ·∆y + o(
√
|∆x|2 + |∆y|2), 当 (∆x,∆y) → (0, 0).

所以 f(x, y) 在点 (0, 0) 可微, 且 df(0, 0) = 0.

再来计算偏导数. 当 (x, y) 6= (0, 0) 时, 易知

fx(x, y) =2x sin
1

x2 + y2
− 2x

x2 + y2
cos

1
x2 + y2

,

fy(x, y) =2y sin
1

x2 + y2
− 2y

x2 + y2
cos

1
x2 + y2

.

当 (x, y) = (0, 0) 时, 根据定义有

fx(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

∆x2 sin
1

∆x2 + ∆y2

∆x
= 0,

fy(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

∆y2 sin
1

∆x2 + ∆y2

∆y
= 0.

因此,

fx(x, y) =





2x sin
1

x2 + y2
− 2x

x2 + y2
cos

1
x2 + y2

, 当(x, y) 6= (0, 0),

0, 当(x, y) = (0, 0),

fy(x, y) =





2y sin
1

x2 + y2
− 2y

x2 + y2
cos

1
x2 + y2

, 当(x, y) 6= (0, 0),

0, 当(x, y) = (0, 0).

因为

lim
(x,y)→(0,0)

2x sin
1

x2 + y2
= 0 而 lim

(x,y)→(0,0)

2x

x2 + y2
cos

1
x2 + y2

不存在,
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所以 lim
(x,y)→(0,0)

fx(x, y)不存在, 进而 fx(x, y) 在点 (0, 0) 不连续. 同理可证 fy(x, y) 也

在点 (0, 0) 不连续.

以上反例说明可微 6⇒ 有连续的偏导数.

习 题 15.1

1. 求下列函数的偏导数：

(1) f(x, y) = (x + y) sin(x + y); (2) f(x, y) =
ln(1 + xy)
lnx + ln y

;

(3) f(x, y) = arctan
y

x
; (4) f(x, y) = yx + xy;

(5) f(x, y) = arctan
x + y

1− xy
; (6) f(x, y) = arcsin

x√
x2 + y2

;

(7) f(x, y, z) =
(x

y

)z

; (8) f(x, y, z) = xyz

.

2. 求下列函数的偏导数：

(1) f(x, y) =





sin(x2y2)
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0);

(2) f(x, y) =





x2y2 arctan
1
x

arctan
1
y
, x 6= 0, y 6= 0,

0, xy = 0;

(3) f(x, y) =





x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

3. 证明函数

f(x, y) =





xy

(x2 + y2)2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

在点 (0, 0) 两个偏导数都存在, 但它在该点不连续, 且在该点的任何邻域中都

无界.

4. 证明函数

f(x, y) =





x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

在点 (0, 0) 连续且两个偏导数都存在, 但它在该点不可微.
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5. 证明函数

f(x, y) =





xy sin
1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

在 R2 上有偏导数, 且在点 (0, 0) 可微, 但它的两个偏导数都在点 (0, 0) 不连续.

6. 对于函数

f(x, y) =





x3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),

证明：

(1) f(x, y) 沿任意通过点 (0, 0) 的光滑曲线都可微, 即若 t 7→ (x(t), y(t)), ∀t ∈
(−ε, ε) 满足条件 (x(0), y(0)) = (0, 0), 当 t 6= 0 时 (x(t), y(t)) 6= (0, 0), x(t) 和

y(t)都在 (−ε, ε)上可微,且 (x′(t), y′(t)) 6= (0, 0), ∀t ∈ (−ε, ε),则 f(x(t), y(t))

是 (−ε, ε) 上的可微函数 (注意条件 (x′(t), y′(t)) 6= (0, 0) 是光滑曲线的一个

必要条件, 但在这里其实并不需要这个条件);

(2) f(x, y) 在点 (0, 0) 不可微.

7. 设定义在区域 D ⊆ R2 上的函数 f(x, y)满足以下条件：① f(x, y)关于变元 y 连

续;② f(x, y)关于变元 x有偏导数, 且 fx(x, y)在 D 上连续.证明：f(x, y)在 D

上连续.

8. 设 f(x, y) = ϕ(xy), 而函数 ϕ 满足：存在常数 δ > 0, µ >
1
2
和 C > 0 使得

|ϕ(t)| 6 C|t|µ, ∀t ∈ (−δ, δ). 证明：f(x, y) 在点 (0, 0) 可微.

9. 设二元函数 f(x, y)满足以下条件：① fx(x0, y0)存在;② fy(x, y)在点 (x0, y0)连

续. 证明：f(x, y) 在点 (x0, y0) 可微.

10. 设 f 是在 x0 ∈ Rm 点的某个邻域上有定义的 m 元函数, t0 = f(x0), ϕ 是在点 t0

的某个邻域上有定义的一元函数. 令 g = ϕ ◦ f , 即 g(x) = ϕ(f(x)), 其中 x 在点

x0 的某个邻域上变化. 假设 ϕ 在点 t0 可导. 证明：

(1) 如果 f 在点 x0 有偏导数, 则 g 也在点 x0 有偏导数, 且

∂g

∂xi
(x0) = ϕ′(t0)

∂f

∂xi
(x0), i = 1, 2, · · · ,m;

(2) 如果 f 在点 x0 可微, 则 g 也在点 x0 可微, 且

dg(x0) = dϕ(t0)[df(x0)] = ϕ′(t0)df(x0).

11. 考虑定义在 Rm 上的函数

f(x) =




|x|µ sin

1
|x| , x 6= 0,

0, x = 0,

其中 µ 为常数. 确定 µ 的范围以使
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(1) f(x) 在点 x = 0 连续;

(2) f(x) 在点 x = 0 可微;

(3) f(x) 的偏导数在点 x = 0 连续.

12. 设 f 和 g 都是在 x0 ∈ Rm 点的某个邻域上有定义的 m 元函数, 其中 f 在点 x0

可微且 f(x0) = 0, 又 g 在点 x0 连续. 令 h(x) = f(x)g(x). 证明：h 在点 x0 可微,

且

hxi
(x0) = fxi

(x0)g(x0), i = 1, 2, · · · ,m.

15.2 方向导数和梯度

15.2.1 方向导数

类似于方向极限, 对多元函数也可引进方向导数的概念. 设 l = (α1, α2, · · · , αm)

是 Rm 中的一个单位向量 (α2
1 + α2

2 + · · · + α2
m = 1). 函数 f(x1, x2, · · · , xm) 在点

x0 = (x01, x02, · · · , x0m) 沿这个方向的方向导数是指把 f 限制在通过点 x0 且以 l 为

方向向量的直线上所得一元函数

g(t) = f(x01 + tα1, x02 + tα2, · · · , x0m + tαm)

在 t = 0 的导数.

定义 15.2.1 设 f(x1, x2, · · · , xm)是在 Rm 中的某个点 x0 = (x01, x02, · · · , x0m)

的一个邻域上有定义的 m 元函数. 又设 l = (α1, α2, · · · , αm) 是 Rm 中的一个单位向

量, 则称函数

t 7→ f(x01 + tα1, x02 + tα2, · · · , x0m + tαm)

在 t = 0 的导数为 f 在 x0 点沿方向 l 的方向导数 (图 15-2-1), 记作
∂f

∂ l
(x0), 即

∂f

∂ l
(x0) = lim

t→0

1
t

[
f(x01 + tα1, x02 + tα2, · · · , x0m + tαm)− f(x01, x02, · · · , x0m)

]
.

图 15-2-1 方向导数
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正如函数在某一点的极限存在蕴涵着它在该点沿任何一个方向也有方向极限一

样, 如果函数在一点可微, 那么它在该点沿任何一个方向都有方向导数, 并且可通过

全微分来计算方向导数.

定理 15.2.1 设 f(x1, x2, · · · , xm) 是在 Rm 中的点 x0 = (x01, x02, · · · , x0m) 的

某个邻域上有定义的 m 元函数. 如果 f 在 x0 点可微, 则 f 在 x0 点沿任何一个方向

l = (α1, α2, · · · , αm) (其中 α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
m = 1) 的方向导数都存在, 且

∂f

∂ l
(x0) =

∂f

∂x1
(x0)α1 +

∂f

∂x2
(x0)α2 + · · ·+ ∂f

∂xm
(x0)αm. (15.2.1)

证明 因为 f 在 x0 点可微, 所以根据定义 15.1.2 和定理 15.1.2, 我们有

f(x1, x2, · · · , xm)− f(x01, x02, · · · , x0m)

=fx1(x0)(x1 − x01) + fx2(x0)(x2 − x02) + · · ·+ fxm
(x0)(xm − x0m)

+o(
√
|x1 − x01|2 + |x2 − x02|2 + · · ·+ |xm − x0m|2), 当 x → x0.

于是,

1
t

[
f(x01 + tα1, x02 + tα2, · · · , x0m + tαm)− f(x01, x02, · · · , x0m)

]

=fx1(x0)α1 + fx2(x0)α2 + · · ·+ fxm(x0)αm +
o(t)
t

, 当 t → 0.

令 t → 0 取极限, 就得到了式 (15.2.1). 证毕.

15.2.2 梯度

应用方向导数的计算公式 (15.2.1) 我们可得到下述定理.

定理 15.2.2 设 f 在 x0 点可微且在该点的偏导数不全为零, 从而 (fx1(x0),

fx2(x0), · · · , fxm(x0)) 是非零向量. 令 n 为该向量的单位化向量. 则对任意方向 l =

(α1, α2, · · · , αm)(α2
1+α2

2 + · · ·+ α2
m = 1) 都有

− ∂f

∂n
(x0) 6 ∂f

∂ l
(x0) 6 ∂f

∂n
(x0),

而且前一个等号成立当且仅当 l = −n, 后一个等号成立当且仅当 l = n.

证明 根据向量 n 的定义我们有

n =
(fx1(x0), fx2(x0), · · · , fxm

(x0))√
|fx1(x0)|2 + |fx2(x0)|2 + · · ·+ |fxm

(x0)|2
.

因此, 在式 (15.2.1) 中取 l = n 就得到

∂f

∂n
(x0) =

√
|fx1(x0)|2 + |fx2(x0)|2 + · · ·+ |fxm(x0)|2. (15.2.2)
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对任意单位向量 l = (α1, α2, · · · , αm) (α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
m = 1), 应用式 (15.2.1)、柯西

不等式和上面计算的结果我们有

∣∣∣∂f

∂ l
(x0)

∣∣∣ = |fx1(x0)α1 + fx1(x0)α2 + · · ·+ fx1(x0)αm|
6

√
|fx1(x0)|2 + |fx2(x0)|2 + · · ·+ |fxm

(x0)|2 ·
√

α2
1 + α2

2 + · · ·+ α2
m

=
√
|fx1(x0)|2 + |fx2(x0)|2 + · · ·+ |fxm(x0)|2 =

∂f

∂n
(x0),

而且上面不等式中的等号成立当且仅当 (α1, α2, · · · , αm) 与 (fx1(x0), fx2(x0), · · · ,

fxm
(x0)) 平行, 即 l = ±n. 因此定理的结论成立. 证毕.

图 15-2-2 二元函数的梯度

以上定理表明函数 f 在点 x0 的方向

导数沿方向 (fx1(x0), fx2(x0), · · · , fxm(x0))

达到最大, 沿这个方向的反向达到最小. 这

表明方向 (fx1(x0), fx2(x0),· · ·, fxm
(x0))是函

数 f 在点 x0 函数值增加最快的方向. 如图

15-2-2所示,说明曲面 y = f(x)在点 x0沿方

向 (fx1(x0), fx2(x0),· · ·, fxm
(x0))最陡峭. 因

此, 向量 (fx1(x0), fx2(x0),· · ·, fxm
(x0)) 有两

个方面的意义：它的长度等于函数 f 在点

x0 的方向导数的最大值; 它的方向是函数 f

在点 x0 函数值增加最快的方向. 所以引进

以下概念.
定义 15.2.2 设函数 f 在 x0 点可微, 则称向量 (fx1(x0), fx2(x0), · · · , fxm

(x0))

为 f 在 x0 点的梯度, 记作 gradf(x0) 或 ∇f(x0), 即

gradf(x0) = ∇f(x0) =
( ∂f

∂x1
(x0),

∂f

∂x2
(x0), · · · ,

∂f

∂xm
(x0)

)
.

从定义 15.2.2 可知, 函数在一点沿梯度方向的导数等于梯度向量的长度.

应用梯度的概念, 可以把方向导数的计算公式 (15.2.1) 改为

定理 15.2.3 设 f 在 x0 点可微, 则对任意方向 l = (α1, α2, · · · , αm)(α2
1 +α2

2

+ · · ·+ α2
m = 1), f 在 x0 点沿 l 方向的方向导数等于它在该点的梯度在 l 方向的投影

∂f

∂ l
(x0) = l · ∇f(x0).

推论 15.2.1 设 f 在 x0 点可微, 且在该点的梯度 ∇f(x0)是非零向量, 则对任

意方向 l = (α1, α2, · · · , αm) (α2
1 + α2

2 + · · · + α2
m = 1),

∂f

∂ l
(x0) = 0 的充要条件是

l⊥∇f(x0).
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15.2.3 微分中值定理

一元函数有微分中值定理, 多元函数也有类似的定理. 为陈述并证明这个定理,

先介绍 Rm 中凸集的概念. Rm 中的点集 S 如果具有这样的性质, 对 S 中任意两点

P 和 Q, 以 P 和 Q 为端点的线段 PQ 上的所有点也都在 S 中, 则称 S 为凸集.

定理 15.2.4 设 D 是 Rm 中的凸的开区域, f 是 D 上的可微函数. 则对 D 中

任意两点 x 和 y, 存在位于 x 和 y 连线上的点 ξ 使成立

f(y)− f(x) = ∇f(ξ) · (y − x) =
m∑

i=1

fxi
(ξ)(yi − xi). (15.2.3)

证明 考虑一元函数

ϕ(t) = f
(
x + t(y − x)

)
, ∀t ∈ [0, 1].

因为 D是凸区域,由 x和 y 都属于 D可知对任意 t ∈ [0, 1], x+ t(y−x) = (1− t)x+ ty

也属于 D, 所以函数 ϕ 的定义是合理的. 又由 f 在 D 上可微易知 ϕ 在 [0, 1] 上可微,

且

ϕ′(t) =
m∑

i=1

fxi

(
x + t(y − x)

)
(yi − xi), ∀t ∈ [0, 1]. (15.2.4)

事实上, 由 f 在 D上可微知对任意 x0 ∈ D 和模充分小的向量 ∆x = (∆x1,∆x2, · · · ,

∆xm) 成立

f(x0 + ∆x) = f(x0) +∇f(x0) ·∆x + o(|∆x|).
对任意 t ∈ [0, 1] 和充分小的 ∆t, 取 x0 = x + t(y − x), ∆x = (y − x)∆t, 应用上式得

f
(
x + (t + ∆t)(y − x)

)
= f

(
x + t(y − x)

)
+∇f

(
x + t(y − x)

) · (y − x)∆t + o(∆t),

即

ϕ(t + ∆t) = ϕ(t) +∇f
(
x + t(y − x)

) · (y − x)∆t + o(∆t).

从这个等式我们可得到

lim
∆t→0

ϕ(t + ∆t)− ϕ(t)
∆t

= ∇f
(
x + t(y − x)

) · (y − x).

这就证明了式 (15.2.4). 这样, 应用一元函数的微分中值定理, 可知存在 τ ∈ (0, 1) 使

得

ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(τ).

由于 ϕ(0) = f(x), ϕ(1) = f(y),所以只要令 ξ = x+ τ(y−x),那么上式便是式 (15.2.3).

证毕.
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习 题 15.2

1. 证明函数

f(x, y) =





x2

x2 + y4
, x 6= 0,

1, x = 0

在点 (0, 0) 沿任意方向的方向导数都存在, 但它在该点不连续因而也不可微.

2. 求下列函数 f 在指定点 P0 沿指定方向 l 的方向导数
∂f

∂ l
(P0)：

(1) f(x, y) = sin
x2

x2 + y2
, P0 = (1, 0), l 与 Ox 轴正向的夹角为 30◦;

(2) f(x, y) = arctan
x

y
, P0 = (x0, y0) (y0 6= 0), l 与 Ox 轴正向的夹角为 45◦;

(3) f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2, P0 = (2, 2, 1), l 为与 (1,−1, 1) 同向的单位向量;

(4) f(x, y, z) = xyz

+ yzx

+ zxy

, P0 = (1, 1, 1), l = (cos α, cos β, cos γ).

3. 设 f(x, y) 在点 P0(x0, y0) 可微, 且已知
∂f

∂ l1
(P0) = 1,

∂f

∂ l2
(P0) = −1, 其中, l1 和

l2 分别是 (1, 1) 和 (1,−1) 方向上的单位向量. 求 ∇f(P0).

4. 设 f(x, y) 在点 P0(x0, y0) 可微, l1, l2, · · · , ln 是平面上的 n 个单位向量, 它们相

邻向量之间的夹角为
2π
n

. 证明：

n∑

i=1

∂f

∂ li
(P0) = 0.

5. 设 f(x, y) 在点 P0(x0, y0) 可微, l1 和 l2 是平面上的两个单位向量, 它们的夹角

为 0 < θ < π. 证明：

|∇f(P0)| = 1
sin θ

√∣∣∣ ∂f

∂ l1
(P0)

∣∣∣
2

+
∣∣∣ ∂f

∂ l2
(P0)

∣∣∣
2

− 2
∂f

∂ l1
(P0)

∂f

∂ l2
(P0) cos θ.

6. 设 m 元函数 f(x) 在点 x0 ∈ Rm 可微, 且在该点沿 m 个线性无关的方向 l1,

l2, · · · , lm 的方向导数都等于零. 证明：∇f(x0) = 0.

7. 设 m 元函数 f(x) 在点 x0 ∈ Rm 可微, e1, e2, · · · , em 是 Rm 中 m 个两两互相

正交的单位向量. 证明：

(1) 对 Rm 中的任意单位向量 l 都有
∂f

∂ l
(x0) =

m∑

i=1

∂f

∂ei
(x0) cos〈l, ei〉;

(2) |∇f(x0)| =
√√√√

m∑

i=1

∣∣∣ ∂f

∂ei
(x0)

∣∣∣
2

.
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8. 设 f(x) (其中 x ∈ Rm) 在点 x0 的某个邻域中定义并且在点 x0 可微, x0 6= 0. 记

r0 = |x0|, ω0 =
x0

r0
, 称函数 r 7→ f(rω0) 在点 r0 的导数为 f(x) 在点 x0 的径向导

数, 记作
∂f

∂r
(x0) 或 fr(x0). 证明：

∂f

∂r
(x0) = ω0 · ∇f(x0) =

1
r0

m∑

i=1

∂f

∂xi
(x0)x0i.

因此 fr(x) =
x

r
· ∇f(x), 其中 r = |x|.

9. 证明：(1) ∇[f(x)g(x)] = f(x)∇g(x) + g(x)∇f(x);

(2) ∇[ϕ
(
f(x)

)
] = ϕ′(f(x))∇f(x).

10. 设 f(x) 是定义在凸区域 D ⊆ Rm 上的可微函数, 且其偏导数都在 D 上有界. 证

明：f(x) 在 D 上一致利普希茨连续.

11. 设 f(x)是定义在区域 D ⊆ Rm 上的可微函数,且 ∇f(x) = 0, ∀x ∈ D. 证明：f(x)

在 D 上恒取常值.

15.3 复合函数的偏导数和隐函数定理

15.3.1 复合函数的偏导数

类似于一元复合函数的导数, 对多元复合函数的偏导数也有链锁法则. 但是正如

仅有偏导数不能保证多元函数连续一样, 后面将举例说明, 仅有偏导数的多元函数复

合之后不一定有偏导数. 为了使多元复合函数 g ◦ F 有偏导数, 被复合的函数 g 应当

满足比有偏导数更强的条件：g 是可微函数. 这就是以下定理.

定理 15.3.1 设 x0 = (x01, x02, · · · , x0m) 是 Rm 中的一个点, F 是在点 x0 的

某个邻域上有定义的 n 维向量函数, 它的每个分量函数 Fj(x) = Fj(x1, x2, · · · , xm)

(j = 1, 2, · · · , n) 都在点 x0 有关于各个变元 x1, x2, · · · , xm 的偏导数. 又设 g 是在 F

的值域上有定义的 n 元函数, 且在点 y0 = F (x0) 可微, 则复合函数 g ◦ F 在点 x0 有

关于各个变元 x1, x2, · · · , xm 的偏导数, 并且成立下列链锁法则

∂g(F (x))
∂xi

∣∣∣
x=x0

=
n∑

j=1

∂g(y)
∂yj

∣∣∣
y=y0

∂Fj(x)
∂xi

∣∣∣
x=x0

, i = 1, 2, · · · ,m. (15.3.1)

证明 因为 g 在点 y0 可微, 所以

g(y) = g(y0) +
n∑

j=1

∂g

∂yj
(y0)(yj − y0j) + o(|y − y0|), 当 y → y0. (15.3.2)

又由每个 Fj(x) (j = 1, 2, · · · , n) 都在点 x0 有关于各个变元 x1, x2, · · · , xm 的偏导

数, 特别地, 在点 x0 有关于变元 x1 的偏导数. 这意味着每个一元函数 x1 7→ Fj(x1,

x02, · · · , x0m) (j = 1, 2, · · · , n) 都在点 x01 可导, 进而在该点可微. 因此
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Fj(x1, x02, · · · , x0m) =Fj(x01, x02, · · · , x0m) +
∂Fj

∂x1
(x01, x02, · · · , x0m)(x1 − x01)

+o(|x1 − x01|)

=y0j +
∂Fj

∂x1
(x0)(x1 − x01) + o(|x1 − x01|),当x1 → x01

(j = 1, 2, · · · , n). 据此推知

F (x1, x02, · · · , x0m)− y0 = O(|x1 − x01|), 当x1 → x01.

因此, 在式 (15.3.2) 中令 y = F (x1, x02, · · · , x0m) 就得到

g(F (x1, x02, · · · , x0m)) = g(y0) +
n∑

j=1

∂g

∂yj
(y0)

∂Fj

∂x1
(x0)(x1 − x01) + o(|x1 − x01|)

= g(F (x01, x02, · · · , x0m)) +
n∑

j=1

∂g

∂yj
(y0)

∂Fj

∂x1
(x0)(x1 − x01)

+o(|x1 − x01|), 当 x1 → x01.

从而,

∂g(F (x))
∂x1

∣∣∣
x=x0

= lim
x1→x01

g(F (x1, x02, · · · , x0m))− g(F (x01, x02, · · · , x0m))
x1 − x01

=
n∑

j=1

∂g

∂yj
(y0)

∂Fj

∂x1
(x0).

这就证明了函数 g(F (x)) 在点 x0 有关于变元 x1 的偏导数, 且式 (15.3.1) 在 i = 1 时

成立. 类似地可证明函数 g(F (x)) 在点 x0 也有关于其他变元 x2, · · · , xm 的偏导数,

且式 (15.3.1) 对每个 1 6 i 6 m 都成立. 证毕.

推论 15.3.1 设 F 是定义在 Rm 中的开集 D 上的 n 维向量函数, 它的每个分

量函数 Fj(x) (j = 1, 2, · · · , n) 都在 D 上每点有关于各个变元 x1, x2, · · · , xm 的偏导

数, 且 F 的值域含于 Rn 中的开集 E. 又设 g 是在 E 上每点都可微的 n 元函数. 则

复合函数 g ◦ F 在 D 上每点都有关于各个变元 x1, x2, · · · , xm 的偏导数, 并且成立下

列链锁法则

∂g(F (x))
∂xi

=
n∑

j=1

∂g(y)
∂yj

∣∣∣
y=F (x)

∂Fj(x)
∂xi

, ∀x ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m. (15.3.3)

式 (15.3.3) 可以写成下列矩阵形式

(∂g(F (x))
∂x1

∂g(F (x))
∂x2

· · · ∂g(F (x))
∂xm

)
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=
(∂g(y)

∂y1

∂g(y)
∂y2

· · · ∂g(y)
∂yn

)∣∣∣
y=F (x)




∂F1(x)
∂x1

∂F1(x)
∂x2

· · · ∂F1(x)
∂xm

∂F2(x)
∂x1

∂F2(x)
∂x2

· · · ∂F2(x)
∂xm

...
...

...
∂Fn(x)

∂x1

∂Fn(x)
∂x2

· · · ∂Fn(x)
∂xm




.

上式右端的 n×m阶矩阵记作
DF (x)

Dx
, 并称为向量函数 F (x)的雅可比矩阵 (详细的

讨论见第 16 章). 注意到上式左端的 1×m 阶矩阵和右端的 1× n 阶矩阵分别为函数

g(F (x)) 和 g(y) 的梯度, 所以如果把 m 维向量和 n 维向量分别等同于 1×m 阶矩阵

和 1× n 阶矩阵, 则上式可简写成

∇(g(F (x))) = ∇g(y)|y=F (x)
DF (x)

Dx
. (15.3.4)

例 1 定理 15.3.1 中的条件 “g 在 y0 点可微” 不能减弱为 “g 在 y0 点有关于各

个变元的偏导数”. 反例如下：考虑二元函数

g(x, y) =





xy
3
√

x4 + y4
, 当 (x, y) 6= (0, 0),

0, 当(x, y) = (0, 0).

因为 g(x, 0) = 0, ∀x ∈ R, 所以 gx(0, 0) = 0. 同理有 gy(0, 0) = 0, 说明这个函数在点

(0, 0)关于两个自变元都有偏导数. 事实上,不难知道这个函数在整个平面 R2 上处处

都有关于两个自变元的偏导数. 又由于当 (x, y) 6= (0, 0) 时,

|g(x, y)| = |xy|
3
√

x4 + y4
6

1
2
(x2 + y2)

3

√
1
2
(x2 + y2)2

=
(x2 + y2

4

) 1
3
,

可知 lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = 0 = g(0, 0), 即 g(x, y) 在点 (0, 0) 连续, 从而在整个平面 R2

上连续 (因为 g(x, y) 显然在其他点都连续). 但是 g(x, y)与一元二维向量函数 F (t) =

(t, t)的复合函数 ϕ(t) = g(F (t)) = g(t, t) =
t

2
3

3
√

2
却在点 t = 0不可导,虽然 F (t) = (t, t)

的两个分量函数都在整个数轴上无穷可微.

以上反例说明,如果把 g(y)应满足的条件 “在 y0 点可微”稍微减弱,哪怕是减弱

成 “g(y) 在 y0 点的一个邻域上连续并且处处有关于各个变元的偏导数”, 那么即使把

F (x) 的条件加强为各个分量函数都可微, 定理 15.3.1 的结论都是无法保证的.
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15.3.2 复合函数的全微分

定理 15.3.2 设 x0 是 Rm 中的一个点, F 是在点 x0 的某个邻域上有定义的 n

维向量函数, 它的每个分量函数 Fj(x) (j = 1, 2, · · · , n) 都在点 x0 可微. 又设 g 是在

F的值域上有定义的函数,且在点 y0 =F (x0)可微.则复合函数 g ◦F 在点x0可微,且

d(g ◦ F )(x0) =
m∑

i=1

n∑

j=1

∂g

∂yj
(y0)

∂Fj

∂xi
(x0)dxi. (15.3.5)

证明 因为 g 在点 y0 可微, 所以

g(y) = g(y0) +
n∑

j=1

∂g

∂yj
(y0)(yj − y0j) + o(|y − y0|), 当 y → y0. (15.3.6)

又由于每个 Fj(x) (j = 1, 2, · · · , n) 都在点 x0 可微, 所以

Fj(x) = Fj(x0) +
m∑

i=1

∂Fj

∂xi
(x0)(xi − x0i) + o(|x− x0|)

= y0j +
m∑

i=1

∂Fj

∂xi
(x0)(xi − x0i) + o(|x− x0|), 当 x → x0, j = 1, 2, · · · , n.

由此可知

F (x)− y0 = O(|x− x0|), 当x → x0.

因此, 在式 (15.3.6) 中令 y = F (x) 就得到

g(F (x)) = g(y0) +
m∑

i=1

n∑

j=1

∂g

∂yj
(y0)

∂Fj

∂xi
(x0)(xi − x0i) + o(|x− x0|)

= g(F (x0)) +
m∑

i=1

n∑

j=1

∂g

∂yj
(y0)

∂Fj

∂xi
(x0)(xi − x0i) + o(|x− x0|), 当 x → x0.

这就证明了函数 g(F (x)) 在点 x0 可微, 且式 (15.3.5) 成立. 证毕.

推论 15.3.2 设 F 是定义在 Rm 中的开集 D 上的 n 维向量函数, 它的每个分

量函数 Fj(x) (j = 1, 2, · · · , n) 都在 D 上可微, 且 F 的值域含于 Rn 中的开集 E. 又

设 g 是在 E 上可微的 n 元函数. 则复合函数 g ◦ F 在 D 上可微, 并且

d[g(F (x))] =
m∑

i=1

n∑

j=1

∂g

∂yj
(F (x))

∂Fj

∂xi
(x)dxi. (15.3.7)

由于

dFj(x) =
m∑

i=1

∂Fj

∂xi
(x)dxi, j = 1, 2, · · · , n,
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所以式 (15.3.7) 也可改写成

d[g(F (x))] =
n∑

j=1

∂g

∂yj
(F (x))dFj(x).

这就是说和一元函数的情况类似, 一阶全微分的表达式

dg(y) =
n∑

j=1

∂g

∂yj
(y)dyj

中的变量 y, 无论是自变量还是中间变量, 微分式的表达式都是一样的. 这叫做一阶

全微分的形式不变性.

例 2 求函数 f(x) = rµ 的全微分和偏导数, 其中 r = |x|, 而 µ 是非零常数.

解 首先, 易见
∂ r

∂xi
=

xi

r
, i = 1, 2, · · · ,m. 因此

dr =
m∑

i=1

∂r

∂xi
dxi =

1
r

m∑

i=1

xidxi,

进而,

drµ = µrµ−1dr = µrµ−2
m∑

i=1

xidxi.

根据这个表达式可得
∂ rµ

∂xi
= µrµ−2xi, i = 1, 2, · · · ,m.

15.3.3 隐函数的偏导数和隐函数定理

在上册的 4.2 节我们介绍了如何求由形如 F (x, y) = 0 的方程确定的隐函数 y =

f(x) 的导数. 由于当时还没有学习偏导数的概念, 所以我们只是介绍了求隐函数导数

的方法, 而没有给出具体的求导公式. 现在便可以明确地写出隐函数的求导公式. 事

实上, 设隐函数 y = f(x) 在区间 I 上存在, 则等式

F (x, f(x)) = 0

在区间 I 上恒成立, 所以在此区间上可对上式两端求导数. 应用多元复合函数求偏导

数 (视导数为偏导数的特例) 的链锁法则, 得到

Fx(x, f(x)) + Fy(x, f(x))f ′(x) = 0, ∀x ∈ I.

因此,

f ′(x) = −Fx(x, f(x))
Fy(x, f(x))

, ∀x ∈ I.

把以上方法推广,设 F (x, y)是有m+1个自变元的多元函数,其中 x=(x1, x2, · · · ,

xm)是 m维变元, y 是一维变元. 假设由方程 F (x, y) = 0确定了定义在区域 D ⊆ Rm

上的一个隐函数 y = f(x), 我们来求函数 y = f(x) 的偏导数. 与前类似, 对等式

F (x, f(x)) = 0, ∀x ∈ D
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两端关于各个变元 xi (i = 1, 2, · · · ,m) 求偏导数, 得

Fxi(x, f(x)) + Fy(x, f(x))fxi(x) = 0, ∀x ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m.

所以

fxi
(x) = −Fxi(x, f(x))

Fy(x, f(x))
, ∀x ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m. (15.3.8)

在具体计算的过程中, 没有必要套用这个公式, 而可像前面所做的那样, 通过对方程

F (x, f(x)) = 0 两端求偏导数来求 f(x) 的偏导数. 这样既不需要记忆公式, 也可灵活

处理计算过程中遇到的一些复杂表达式.

例 3 设 F (x, y)是二元可微函数,满足条件 xFx(x, y)+ yFy(x, y) 6= 0. 证明：由

方程

F (x + uy−1, y + ux−1) = 0 (15.3.9)

确定的隐函数 u = u(x, y) 满足以下偏微分方程

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u− xy. (15.3.10)

证明 记 v = x + uy−1, w = y + ux−1. 首先证明

y−1Fx(v, w) + x−1Fy(v, w) 6= 0. (15.3.11)

事实上, 如果 y−1Fx(v, w) + x−1Fy(v, w) = 0, 则乘以 u 和 xy 便分别得到

uy−1Fx(v, w) + ux−1Fy(v, w) = 0, xFx(v, w) + yFy(v, w) = 0.

两式相加得到

vFx(v, w) + wFy(v, w) = 0.

这与条件 xFx(x, y) + yFy(x, y) 6= 0 矛盾. 所以式 (15.3.11) 成立.

对方程 (15.3.9) 两端求偏导数, 得

Fx(v, w)
(
1 + y−1 ∂u

∂x

)
+ Fy(v, w)

(
x−1 ∂u

∂x
− ux−2

)
= 0,

Fx(v, w)
(
y−1 ∂u

∂y
− uy−2

)
+ Fy(v, w)

(
1 + x−1 ∂u

∂y

)
= 0.

从这些等式分别得到

∂u

∂x
=

ux−2Fy(v, w)− Fx(v, w)
y−1Fx(v, w) + x−1Fy(v, w)

,

∂u

∂y
=

uy−2Fx(v, w)− Fy(v, w)
y−1Fx(v, w) + x−1Fy(v, w)

.
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因此

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
=

u[x−1Fy(v, w) + y−1Fx(v, w)]− [xFx(v, w) + yFy(v, w)]
y−1Fx(v, w) + x−1Fy(v, w)

= u− xy.

这就证明了式 (15.3.10).

以上是在假定了由方程 F (x, y) = 0 在区域 D 上确定了一个隐函数 y = f(x), 并

且这个函数有偏导数的前提下进行的推导. 那么 (1)这个方程是否肯定确定了一个隐

函数 y = f(x)? 或在什么条件下能够确定一个这样的函数? (2)隐函数 y = f(x)是否

肯定有偏导数? 或在什么条件下有偏导数? 下面的定理给出了对这些问题的回答. 以

下, 我们用 x 表示 Rm 中的变元, 即 x = (x1, x2, · · · , xm), 并用 x0 表示 Rm 中的点,

即 x0 = (x01, x02, · · · , x0m), 又用 y 表示 R 中的变元, 用 y0 表示 R 中的点.

定理 15.3.3(隐函数定理) 设 Ω 是 Rm+1 中的一个开集, F (x, y) 是 Ω 上的连

续函数,它在 Ω 中的每个点都关于变元 y 可导,并且偏导数 Fy(x, y)在 Ω 上连续.又

设 (x0, y0) ∈ Ω , 且

F (x0, y0) = 0, Fy(x0, y0) 6= 0.

则存在 a > 0 和 r > 0, 这里 a 和 r 比较小使得 B(x0, r)× (y0 − a, y0 + a) ⊆ Ω , 和定

义在 B(x0, r) ⊆ Rm 上而取值于 (y0 − a, y0 + a) 的函数 y = f(x), 使以下结论成立：

(1) y = f(x) 通过点 (x0, y0) 并满足方程 F (x, y) = 0, 即

f(x0) = y0, F (x, f(x)) = 0, ∀x ∈ B(x0, r),

而且对每个 x ∈ B(x0, r), y = f(x) 都是该方程在区间 (y0 − a, y0 + a) 上的唯一解;

(2) f(x) 在 B(x0, r) 上连续.

进一步, 如果 F (x, y) 在 Ω 中的每个点还关于每个变元 xi (i = 1, 2, · · · ,m) 有偏导数,

则相应地隐函数 f(x)也在 B(x0, r)上关于每个变元 xi (i = 1, 2, · · · ,m)有偏导数,这

些偏导数可按公式 (15.3.8)计算.而且如果每个偏导数 Fxi
(x, y)(i = 1, 2, · · · ,m)都在

Ω 上连续, 则相应地偏导数 fxi
(x) (i = 1, 2, · · · ,m) 也都在 B(x0, r) 上连续.

证明 不妨设 Fy(x0, y0) > 0. 则由 Fy(x, y) 在 Ω 上的连续性可知, 存在 a > 0

和 r1 > 0, 使得 B(x0, r1) × [y0 − a, y0 + a] ⊆ Ω , 且在 B(x0, r1) × [y0 − a, y0 + a]

上 Fy(x, y) > 0. 这意味着对每个固定的 x ∈ B(x0, r1), F (x, y) 作为变元 y 的函数

在区间 [y0 − a, y0 + a] 上严格单增. 因此, 由 F (x0, y0) = 0 知 F (x0, y0 + a) > 0 而

F (x0, y0 − a) < 0. 由于 F (x, y) 是 Ω 上的连续函数, 所以由 F (x0, y0 + a) > 0 知存在

0 < r2 6 r1, 使对任意 x ∈ B(x0, r2) 都有

F (x, y0 + a) > 0. (15.3.12)

同理由 F (x0, y0 − a) < 0 推知存在 0 < r3 6 r1, 使对任意 x ∈ B(x0, r3) 都有

F (x, y0 − a) < 0. (15.3.13)
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令 r = min{r2, r3}. 则当 x ∈ B(x0, r) 时, 式 (15.3.12) 和式 (15.3.13) 同时成立. 于

是, 对每个给定的 x ∈ B(x0, r), 对一元连续函数 y 7→ F (x, y) 在区间 [y0 − a, y0 + a]

上应用介值定理, 即知存在 yx ∈ (y0 − a, y0 + a) 使得 F (x, yx) = 0, 而且由 F (x, y) 关

于变元 y 的严格单增性质可知这样的 yx 是唯一的 (图 15-3-1). 这样就得到了定义在

B(x0, r) 上的一个函数 x 7→ yx, ∀x ∈ B(x0, r). 记此函数为 f , 即

f(x) = yx, ∀x ∈ B(x0, r),

则就得到了结论 (1).

图 15-3-1 隐函数定理的证明

下面证明 f 在 B(x0, r) 上连续. 设 x̄ 是 B(x0, r) 中的任意一点. 记 ȳ = f(x̄). 我

们只需要证明对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 0 < δ 6 r − |x̄− x0|, 使当 x ∈ B(x̄, δ)

时, 有

|f(x)− ȳ| < ε. (15.3.14)

不妨设 ε充分小,使 [ȳ−ε, ȳ+ε] ⊆ [y0−a, y0+a]. 由于函数 y 7→ F (x̄, y)在 [ȳ−ε, ȳ+ε]上

连续、严格单增且 F (x̄, ȳ) = 0,所以 F (x̄, ȳ+ε) > 0而 F (x̄, ȳ−ε) < 0. 由 F (x̄, ȳ+ε) > 0

和函数 x 7→ F (x, ȳ + ε) 在 B(x0, r) 上连续可知, 存在 0 < δ1 6 r − |x̄ − x0|, 使当
x ∈ B(x̄, δ1) 时, 有

F (x, ȳ + ε) > 0.

同理由 F (x̄, ȳ− ε) < 0和函数 x 7→ F (x, ȳ− ε)在 B(x0, r)上连续可知, 存在 0 < δ2 6
r − |x̄− x0|, 使当 x ∈ B(x̄, δ2) 时, 有

F (x, ȳ − ε) < 0.

令 δ = min{δ1, δ2}. 则当 x ∈ B(x̄, δ) 时, 以上二式同时成立. 于是, 与前面类似的

推导可知对每个 x ∈ B(x̄, δ), 关于 y 的方程 F (x, y) = 0 在区间 (ȳ − ε, ȳ + ε) 上有

唯一的解. 因为 (ȳ − ε, ȳ + ε) ⊆ (y0 − a, y0 + a), 所以这个解当然也是该方程在区间
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(y0− a, y0 + a)上的解. 但已知这个方程在区间 (y0− a, y0 + a)上的唯一解是 f(x),说

明 f(x) ∈ (ȳ − ε, ȳ + ε), 即式 (15.3.14) 成立. 这就证明了结论 (2).

现在进一步设 F (x, y)在 Ω 中的每个点也有关于每个变元 xi (i = 1, 2, · · · ,m)的

偏导数. 我们来证明函数 f(x) 也在 B(x0, r) 上有关于每个变元 xi (i = 1, 2, · · · ,m)

的偏导数, 且偏导数可按式 (15.3.8) 计算. 为记号简单起见, 我们只以变元 x1 为例证

明, 因为对其他变元的证明类似. 如前设 x̄ 是 B(x0, r) 中的任意一点, 而 ȳ = f(x̄).

设 x̄ = (x̄1, x̄2, · · · , x̄m). 记 x̄′ = (x̄2, · · · , x̄m), 以便把 x̄ = (x̄1, x̄2, · · · , x̄m) 简写为

x̄ = (x̄1, x̄
′), 则

F (x̄1, x̄
′, ȳ) = F (x̄, ȳ) = 0.

对绝对值充分小的 ∆x1, 令 ∆y = f(x̄1 + ∆x1, x̄
′)− f(x̄1, x̄

′), 则

F (x̄1 + ∆x1, x̄
′, ȳ + ∆y) = F (x̄1 + ∆x1, x̄

′, f(x̄1 + ∆x1, x̄
′)) = 0.

因此,

0 =F (x̄1+∆x1, x̄
′, ȳ+∆y)− F (x̄1, x̄

′, ȳ)

= [F (x̄1+∆x1, x̄
′, ȳ+∆y)− F (x̄1+∆x1, x̄

′, ȳ)] + [F (x̄1+∆x1, x̄
′, ȳ)− F (x̄1, x̄

′, ȳ)]

=Fy(x̄1+∆x1, x̄
′, ȳ+θ∆y)∆y + [F (x̄1+∆x1, x̄

′, ȳ)− F (x̄1, x̄
′, ȳ)],

其中 0 < θ < 1. 这个等式是通过对函数 y 7→ F (x̄1 + ∆x1, x̄
′, y) 应用一元函数的微分

中值定理得到的. 由于在 B(x0, r1)× [y0 − a, y0 + a] 上 Fy(x, y) > 0, 所以从以上等式

得到

∆y

∆x1
= −F (x̄1+∆x1, x̄

′, ȳ)− F (x̄1, x̄
′, ȳ)

∆x1
· 1
Fy(x̄1+∆x1, x̄′, ȳ + θ∆y)

.

据此应用函数 Fy(x, y) 在 B(x0, r1)× [y0 − a, y0 + a] 上的连续性和函数 F (x, y) 关于

变元 x1 有偏导数的假设条件, 即得

fx1(x̄) = lim
∆x1→0

∆y

∆x1
= −Fx(x̄1, x̄

′, ȳ)
Fy(x̄1, x̄′, ȳ)

= −Fx(x̄, ȳ)
Fy(x̄, ȳ)

.

这就证明了所期望的结论.

由式 (15.3.8)易见如果每个偏导数 Fxi
(x, y) (i = 1, 2, · · · ,m)都和 Fy(x, y)一样在

Ω 上连续, 则相应的隐函数的偏导数 fxi(x) (i = 1, 2, · · · ,m) 也都在 B(x0, r) 上连续.

证毕.

必须说明的是上述定理中所说的隐函数的唯一性, 是指隐函数 y = f(x) 在点 y0

的一个小邻域 (y0 − a, y0 + a) 上是唯一的. 这意味着不能排除以下情况的发生：对

给定的 x ∈ B(x0, r), 关于 y 的方程 F (x, y) = 0 可能不至有一个解, 即有可能存在

其他的隐函数, 但这些隐函数都在点 y0 的邻域 (y0 − a, y0 + a) 之外. 例如, 对函数

F (x, y) = x2 + y2 − 1, 由于
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F (0, 1) = 0, Fy(0, 1) = 2 6= 0,

所以可对此函数在点 (0, 1)应用隐函数定理,得知存在 r>0和 a>0使方程 x2+y2 =1

对每个 x ∈ (−r, r) 在区间 (1 − a, 1 + a) 上有唯一的解 y = f(x). 显然这个解就是

y =
√

1− x2. 这个方程还有另外一个解 y = −√1− x2. 只不过后一个解不在区间

(1− a, 1 + a) 中 (图 15-3-2).

图 15-3-2 方程 x2 + y2 = 1 确定的隐函数

另外, 上述定理只是保证了隐函数 y = f(x) 在点 x0 的一个小邻域 B(x0, r) 上的

存在性, 因此是一个局部存在性定理. 隐函数在大范围的存在性, 是一个非常复杂因

而比较困难的研究课题, 很值得深入研究. 在这方面已有一些结果, 但远没有达到把

这个问题彻底弄清楚的程度. 由于这个课题超出了本课程的范围, 不在这里做更多的

讨论.

下面举例说明隐函数定理的应用.

例 4 设 F (x, y) 是定义在第一象限并有连续偏导数的二元函数. 又设 (x0, y0)

是第一象限中的一点, F (x, y) 在该点满足条件

F (x0, y0) = 0, x0Fx(x0, y0) + y0Fy(x0, y0) 6= 0.

证明：由方程

F (x + uy−1, y + ux−1) = 0

在点 (x0, y0) 的一个邻域上唯一地确定了一个满足条件 u(x0, y0) = 0 的隐函数 u =

u(x, y), 而且这个函数有连续的偏导数.

证明 令

G(x, y, u) = F (x + uy−1, y + ux−1), ∀x > 0, ∀y > 0,∀u ∈ R.

显然函数 G(x, y, u) 在 R3 中的开集 Ω = {(x, y, u) : x > 0, y > 0, u ∈ R} 上处处有关

66



第 15 章 多元数量函数的微分学

于各个变元的偏导数, 而且这些偏导数都在 Ω 上连续. 易见

G(x0, y0, 0) = F (x0, y0) = 0

以及

Gu(x0, y0, 0)=y−1
0 Fx(x0, y0)+x−1

0 Fy(x0, y0)=(x0y0)−1[x0Fx(x0, y0)+y0Fy(x0, y0)] 6=0.

所以根据隐函数定理知, 存在 r > 0, 使在点 (x0, y0) 的 r 邻域上, 方程 G(x, y, u) = 0

有唯一满足条件 u(x0, y0) = 0 的解 u = u(x, y), 而且函数 u = u(x, y) 在此邻域上有

连续的偏导数. 证毕.

习 题 15.3

1. 设 w = f(x, y, z) 是三元可微函数, x = x(u, v), y = y(u, v), x = y(u, v)都是二元

可微函数. 写出求复合函数 w = f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) 偏导数
∂w

∂u
和

∂w

∂v
的

链锁法则.

2. 设 f 是一元可微函数. 求下列复合函数的偏导数：

(1) u = f(ax + by); (2) u = f(
√

x2 + y2);

(3) u = f(y − a sinx) sin y; (4) u = yf
(
y +

y3

x2

)
;

(5) u = x3y3f
(x3 + y3

x2y2

)
; (6) u =

√
x2 + y2f

(
ln

√
x2 + y2 + arctan

y

x

)
;

(7) u = xf
( z

x

)
+ yf

(z

y

)
; (8) u = f

( z√
x2 + y2 + z2

)
.

3. 设所有给定的函数都是可微函数. 求下列复合函数的偏导数：

(1) u=f(ax + by, bx− ay); (2) u=f
(
x2 + y2,

y

x

)
;

(3) u=f
(
x2 + y2,

y − xz

x + yz

)
; (4) u=f

(
(x + y)e−2z, (3x + 2y)e−z

)
;

(5) u=f(xy2, yz2, zx2); (6) u=f(x2 + y2, x2 − y2, 2xy);

(7) u=f(x2
1−x2

2, x
2
2−x2

3, x
2
3−x2

4, x
2
4−x2

1); (8) u=f
( x1

xm
,

x2

xm
, · · · ,

xm−1

xm

)
.

4. 设 f 是一元可微函数. 验证以下等式：

(1) a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
= 0, 其中 u = f(bx− ay);

(2) y
∂u

∂x
− x

∂u

∂y
= 0, 其中 u = f(x2 + y2);

(3) (1 + x2)
∂u

∂x
+ xy

∂u

∂y
= 0, 其中 u = f

( y2

1 + x2

)
;
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(4) (x2 − y2)
∂u

∂x
+ xy

∂u

∂y
= xyu, 其中 u = eyf

(
ye

x2

2y2
)
;

(5) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u + x2 + y2, 其中 u = xf

(y

x

)
+ x2 + y2;

(6) cos y
∂u

∂x
+ cos x

∂u

∂y
= cos x cos y, 其中 u = sin x + f(sinx− sin y).

5. 设 F 是二元可微函数. 验证以下等式：

(1) a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
+ c

∂u

∂z
= 0, 其中 u = F (α1x + β1y + γ1z, α2x + β2y + γ2z), 常数

αj , βj , γj 满足

aαj + bβj + cγj = 0, j = 1, 2;

(2) yz
∂u

∂x
+ zx

∂u

∂y
+ xy

∂u

∂z
= 0, 其中 u = F (x2 − y2, y2 − z2);

(3)
√

x
∂u

∂x
+
√

y
∂u

∂y
+
√

z
∂u

∂z
= 0, 其中 u = F (

√
x−√y,

√
z −√x);

(4) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0, 其中 u = F

(x

y
,
y

z

)
;

(5) x
∂u

∂x
+ my

∂u

∂y
+ nz

∂u

∂z
= au, 其中 u = xaF

( y

xm
,

z

xn

)
;

(6) (bz−cy)
∂u

∂x
+(cx−az)

∂u

∂y
+(ay−bx)

∂u

∂z
= 0,其中 u = F (ax+by+cz, x2+y2+z2).

6. 定义在 Rm\{0} 上的函数 f(x) 称为µ 次齐次函数(µ 为给定的实数), 如果成立

f(λx) = λµf(x),∀x ∈ Rm\{0},∀λ > 0. 设 f(x) 是 Rm\{0} 上的可微函数. 证明

欧拉定理：f(x) 是 µ 次齐次函数的充要条件是它在 Rm\{0} 上满足以下偏微分
方程

m∑

i=1

xi
∂f

∂xi
(x) = µf(x).

7. 对二元函数 u = f(x, y), 令 x = r cos θ, y = r sin θ.

(1) 求
∂u

∂r
和

∂u

∂θ
;

(2) 证明 ∇u =
∂u

∂r
er +

1
r

∂u

∂θ
eθ, 其中, er 表示极径 r 方向的单位向量, eθ 表示极

角 θ 方向的单位向量, 即 er =
(x, y)

r
, eθ =

(−y, x)
r

;

(3) 证明 |∇u|2 =
(∂u

∂r

)2

+
1
r2

(∂u

∂θ

)2

.

8. 对三元函数 u = f(x, y, z), 令 x = r cos θ cos ϕ, y = r sin θ cos ϕ, z = r sinϕ.

(1) 求
∂u

∂r
,

∂u

∂θ
和

∂u

∂ϕ
;
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(2) 证明 ∇u =
∂u

∂r
er +

1
r cos ϕ

∂u

∂θ
eθ +

1
r

∂u

∂ϕ
eϕ, 其中, er 表示 r 方向的单位向量,

eθ 表示 θ 方向的单位向量, eϕ 表示 ϕ 方向的单位向量, 即

er =
(xr, yr, zr)
|(xr, yr, zr)| = (cos θ cos ϕ, sin θ cos ϕ, sinϕ) =

(x, y, z)
r

,

eθ =
(xθ, yθ, zθ)
|(xθ, yθ, zθ)| = (− sin θ, cos θ, 0) =

(−y, x, 0)√
x2 + y2

,

eϕ =
(xϕ, yϕ, zϕ)
|(xϕ, yϕ, zϕ)| = (− cos θ sinϕ,− sin θ sinϕ, cos ϕ) =

(−xz,−yz, x2 + y2)

r
√

x2 + y2
;

(3) 证明 |∇u|2 =
(∂u

∂r

)2

+
1

r2 cos2 ϕ

(∂u

∂θ

)2

+
1
r2

( ∂u

∂ϕ

)2

.

9. 定义在环形区域 a < |x| < b(其中 x ∈ Rm) 上的函数 f(x) 称为球对称函数

或径向函数, 如果存在定义于区间 (a, b) 上的函数 ϕ 使成立 f(x) = ϕ(r), 其中

r = |x| ∈ (a, b). 假设 ϕ 是 (a, b) 上的可微函数, 对径向函数 f(x) = ϕ(r) 证明以

下结论：

(1) f(x) 是环形区域 a < |x| < b 上的可微函数, 且

∇f(x) = ϕ′(r)
x

r
, ∀r = |x| ∈ (a, b);

(2)
∂f

∂r
(x) = ϕ′(r), 这是

∂f

∂r
(x) 表示 f(x) 关于径向 er =

x

r
的方向导数;

(3) 对任意 a < |x0| < b 和任意垂直于点 x0 的向径的单位向量 l (l · x0 = 0), 有

∂f

∂ l
(x0) = 0.

10. 证明：如果把隐函数定理中最后的条件 “每个偏导数 Fxi(x, y) (i = 1, 2, · · · ,m)

都在 Ω 上连续”减弱为 F (x, y)对每个固定的 y 都关于 x可微,则相应的隐函数

f(x) 在 B(x0, r) 上可微.

11. 设 f 是一元可微函数, F 是二元可微函数. 验证由所给定的隐函数方程确定的隐

函数满足相应的等式：

(1) a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
= 1, 其中 u 为由方程 F (x− au, y − bu) = 0 确定的隐函数;

(2) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u− xy, 其中 u 为由方程 F

(
x +

u

y
, y +

u

x

)
= 0 确定的隐函数;

(3) (u− x + y)
∂u

∂x
+ (u + x− y)

∂u

∂y
= x + y− u, 其中 u 为由以下方程确定的隐函

数F
(u− y

x− y
, (x− y)(x + y + u)

)
= 0;
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(4) (x2 − y2 − u2)
∂u

∂x
+ 2xy

∂u

∂y
= 2xu, 其中 u 为由方程 x2 + y2 + u2 = yf

(u

y

)
确

定的隐函数;

(5) x(x + u)
∂u

∂x
+ y(y + u)

∂u

∂y
= u2− xy,其中 u为由方程 ln y +

u

x
= f

(
lnx +

u

y

)

确定的隐函数;

(6) (y−bu)
∂u

∂x
−(x−au)

∂u

∂y
= bx−ay,其中 u为由方程 x2+y2+u2 = f(ax+by+u)

确定的隐函数.

12. 设 F (x, y, z)是开集Ω⊆ R3中的可微函数,且对任意(x, y, z)∈ Ω都有Fx(x, y, z) 6=
0, Fy(x, y, z) 6=0和Fz(x, y, z) 6= 0. 令 x = x(y, z), y = y(x, z) 和 z = z(x, y) 为由

方程 F (x, y, z) = 0 确定的隐函数. 证明：

∂x

∂y
· ∂y

∂z
· ∂z

∂x
= −1,

∂x

∂z
· ∂z

∂y
· ∂y

∂x
= −1.

15.4 高阶偏导数和泰勒公式

15.4.1 高阶偏导数和高阶全微分

与一元函数高阶导数的概念类似, 关于多元函数也有高阶偏导数的概念. 前面考

虑的偏导数都叫一阶偏导数. 对一阶偏导数再求偏导数, 得到的叫做二阶偏导数. 二

阶偏导数的偏导数叫做三阶偏导数. 一般地, n 阶偏导数归纳地定义为 n − 1 阶偏导

数的偏导数. 所有 n > 2 的 n 阶偏导数都叫做高阶偏导数.

m 元函数 f(x) (其中 x = (x1, x2, · · · , xm)) 关于变元 xi 的偏导数记作
∂f(x)
∂xi

或

fxi
(x), fxi

(x) 关于变元 xj 的偏导数记作
∂2f(x)
∂xj∂xi

或 fxjxi
(x). 一般地, f(x) 先关于变

元 xi1 求偏导数、再关于变元 xi2 求偏导数、再关于变元 xi3 求偏导数、· · · · · ·、最后
关于变元 xin

求偏导数, 得到的 n 阶偏导数记作

∂nf(x)
∂xin

· · · ∂xi2∂xi1

或 fxin ···xi2xi1
(x).

由于对多元函数每次求偏导数都是只关于一个变元求导数而把其余变元看成常

量来处理的, 所以多元函数高阶偏导数的具体计算与一元函数的高阶导数没有本质

的区别. 这里需要讨论的是混合偏导数. 如果 n 阶偏导数
∂nf(x)

∂xin
· · · ∂xi2∂xi1

中的 xi1 ,

xi2 , · · · , xin 不全相等, 则称这个高阶偏导数为 f(x) 关于这些变元的混合偏导数. 对

于通常碰到的函数, 混合偏导数一般不依赖于求偏导数的次序, 即

∂2f(x, y)
∂x∂y

=
∂2f(x, y)

∂y∂x
,
∂3f(x, y)
∂x∂y2

=
∂2f(x, y)
∂y∂x∂y

=
∂3f(x, y)
∂y2∂x

,
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等等. 例如, 对于函数 f(x, y) = ex sin y, 有

∂2f(x, y)
∂x∂y

=
∂2f(x, y)

∂y∂x
= ex sin y cos y(x sin y + 1),

∂3f(x, y)
∂x∂y2

=
∂2f(x, y)
∂y∂x∂y

=
∂3f(x, y)
∂y2∂x

= ex sin y[x2 cos2 y sin y + x(2 cos2 y − sin2 y)− sin y],

等等. 但另一方面, 对于某些函数而言, 混合偏导数却依赖于求偏导数的次序. 下面是

这种函数的一个例子.

例 1 对于函数

f(x, y) =





xy(x2 − y2)
x2 + y2

, 当(x, y) 6= (0, 0),

0, 当(x, y) = (0, 0),

有

fx(x, y) =





x4y + 4x2y3 − y5

(x2 + y2)2
, 当(x, y) 6= (0, 0),

0, 当(x, y) = (0, 0),

fy(x, y) =





x5 − 4x3y2 − xy4

(x2 + y2)2
, 当(x, y) 6= (0, 0),

0, 当(x, y) = (0, 0),

所以

fxy(0, 0)=lim
x→0

fy(x, 0)− fy(0, 0)
x

= lim
x→0

x5

x5
=1,

fyx(0, 0)=lim
y→0

fx(0, y)− fx(0, 0)
y

= lim
y→0

−y5

y5
= −1,

可见 fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0).

下面讨论在什么条件下, 混合偏导数不依赖于求偏导数的次序.

定理 15.4.1(施瓦茨定理) 设函数 f(x, y)在点 (x0, y0)的某个邻域上有定义,且

在此邻域上两个混合偏导数
∂2f(x, y)

∂x∂y
和

∂2f(x, y)
∂y∂x

都存在. 又设这两个混合偏导数都

在点 (x0, y0) 连续. 则它们在该点具有相同的值

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) =

∂2f

∂y∂x
(x0, y0). (15.4.1)

(施瓦茨, Hermann Amandus Schwartz, 1843∼1921, 德国人)
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证明 因为

fy(x, y0) = lim
∆y→0

f(x, y0 + ∆y)− f(x, y0)
∆y

,

所以

fxy(x0, y0)= lim
∆x→0

fy(x0+∆x, y0)− fy(x0, y0)
∆x

= lim
∆x→0

lim
∆y→0

f(x0+∆x, y0+∆y)−f(x0+∆x, y0)−f(x0, y0+∆y)+f(x, y0)
∆x∆y

.

同理

fyx(x0, y0) = lim
∆y→0

lim
∆x→0

f(x0+∆x, y0+∆y)−f(x0, y0+∆y)−f(x0+∆x, y0)+f(x, y0)
∆x∆y

.

如果记

g(∆x,∆y) = f(x0+∆x, y0+∆y)−f(x0+∆x, y0)−f(x0, y0+∆y)+f(x, y0),

则

fxy(x0, y0) = lim
∆x→0

lim
∆y→0

g(∆x,∆y)
∆x∆y

,

fyx(x0, y0) = lim
∆y→0

lim
∆x→0

g(∆x,∆y)
∆x∆y

.

所以, 式 (15.4.1) 是否成立本质上是累次极限能否换序的问题.

对每个固定的充分小的 ∆y, 令

ϕ(x) = f(x, y0 + ∆y)− f(x, y0),

则

g(∆x,∆y) = ϕ(x0 + ∆x)− ϕ(x0).

对函数 ϕ(x) 应用一元函数的微分中值定理, 得

g(∆x,∆y) =ϕ′(x0 + θ1∆x)∆x

=[fx(x0 + θ1∆x, y0 + ∆y)− fx(x0 + θ1∆x, y0)]∆x,

其中 θ1 是 ∆x 和 ∆y 的函数, 且 0 < θ1 < 1. 再对每个固定的 ∆x 和 ∆y, 对 y 的函

数 fx(x0 + θ1∆x, y) 应用一元函数的微分中值定理, 即得

g(∆x,∆y) = fyx(x0 + θ1∆x, y0 + θ2∆y)∆x∆y,

其中 θ2 也是 ∆x 和 ∆y 的函数, 且 0 < θ2 < 1. 因此

g(∆x,∆y)
∆x∆y

= fyx(x0 + θ1∆x, y0 + θ2∆y). (15.4.2)
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类似地, 对每个固定的充分小的 ∆x, 令

ψ(y) = f(x0 + ∆x, y)− f(x0, y),

则又有

g(∆x,∆y) = ψ(y0 + ∆y)− ψ(y0).

运用与上面类似的分析得到

g(∆x,∆y)
∆x∆y

= fxy(x0 + θ4∆x, y0 + θ3∆y), (15.4.3)

其中 θ3 和 θ4 都是 ∆x 和 ∆y 的函数, 且 0 < θ3 < 1, 0 < θ4 < 1.

由式 (15.4.2) 和式 (15.4.3) 可知

fyx(x0 + θ1∆x, y0 + θ2∆y) = fxy(x0 + θ4∆x, y0 + θ3∆y). (15.4.4)

由于函数 fyx(x, y) 在点 (x0, y0) 连续, 所以

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

fyx(x0 + θ1∆x, y0 + θ2∆y) = fyx(x0, y0).

同理, 由于函数 fxy(x, y) 在点 (x0, y0) 连续, 所以

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

fxy(x0 + θ1∆x, y0 + θ2∆y) = fxy(x0, y0).

因此, 根据极限的唯一性, 从式 (15.4.4) 知必有 fyx(x0, y0) = fxy(x0, y0). 证毕.

定理 15.4.2(杨定理) 设函数 f(x, y) 在点 (x0, y0) 的某个邻域上有定义, 且在

此邻域上存在偏导数. 假设两个偏导数 fx 和 fy 都在点 (x0, y0) 可微, 则

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) =

∂2f

∂y∂x
(x0, y0).

证明 考虑一元函数

g(h) = f(x0+h, y0+h)−f(x0+h, y0)−f(x0, y0+h)+f(x0, y0).

我们来证明

g(h) = fyx(x, y0)h2 + o(h2), 当 h → 0, (15.4.5)

g(h) = fxy(x, y0)h2 + o(h2), 当 h → 0. (15.4.6)

显然, 所要证明的结论是式 (15.4.5) 和式 (15.4.6) 的直接推论.

对每个固定的充分小的 h 6= 0, 考虑一元函数

ϕ(x) = f(x, y0 + h)− f(x, y0).
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显然有

g(h) = ϕ(x0 + h)− ϕ(x0).

对这个表达式应用拉格朗日中值定理可知存在 0 < θ1 < 1 使

g(h) = ϕ′(x0 + θ1h)h = [fx(x0 + θ1h, y0 + h)− fx(x0 + θ1h, y0)]h. (15.4.7)

由于 fx 在点 (x0, y0) 可微, 所以

fx(x0 + θ1h, y0 + h) =fx(x0, y0) + fxx(x0, y0)θ1h + fyx(x0, y0)h + o(h), 当h → 0,

fx(x0 + θ1h, y0) =fx(x0, y0) + fxx(x0, y0)θ1h + o(h), 当 h → 0.

把这两个等式代入式 (15.4.7), 就得到了式 (15.4.5). 同理, 通过考虑一元函数

ψ(y) = f(x0 + h, y)− f(x0, y),

便可证明式 (15.4.6). 证毕.

如果函数 f(x, y) 满足定理 15.4.2 的条件, 则称 f(x, y) 在点 (x0, y0)二阶可微. 因

此, 定理 15.4.2 可以改述为如果 f(x, y) 在点 (x0, y0) 二阶可微, 则它在该点的二阶混

合偏导数不依赖于求导的次序, 一般地, 我们有以下概念.

定义 15.4.1 称多元函数 f(x) 在 x0 点n 阶可微 (其中 n > 2), 如果 f(x) 在 x0

点的某个邻域上有 n− 1 阶偏导数且所有 n− 1 阶偏导数都在 x0 点可微.

由于函数在一点可微蕴涵着它在该点连续, 所以当 f(x) 在 x0 点二阶可微时, 它

的所有一阶偏导数都在 x0 点连续, 从而可知 f(x) 本身也在 x0 点可微, 即二阶可微

蕴涵着一阶可微. 应用数学归纳法可以证明, 当 f(x) 在 x0 点 n 阶可微时, 它的所有

阶数小于等于 n− 1 的偏导数都在 x0 点连续, 进而对每个 1 6 k 6 n− 1, f(x) 在 x0

点 k 阶可微. 因此, 应用定理 15.4.2 便可得到

推论 15.4.1 如果 f(x)在 x0 点 n阶可微,则 f(x)在 x0 点的所有直到 n阶的

偏导数都与求导次序无关.

那么, 如何判定一个函数在某点 n 阶可微呢? 从定理 15.1.3 易得

定理 15.4.3(n 阶可微的充分条件) 如果 f(x) 在 x0 点的某个邻域上有 n 阶偏

导数, 且所有 n 阶偏导数都在 x0 点连续, 则 f(x) 在 x0 点 n 阶可微.

设 D 是 Rm 中的开集, f(x) 是定义在 D 上的函数. 如果对某个正整数 n, f(x)

在 D 中的每点都有 n 阶偏导数, 并且所有的 n 阶偏导数都在 D 上连续, 则称 f(x)

在 D 上有 n 阶连续偏导数. 由全体在 D 上有 n 阶连续偏导数的函数组成的集合记

作 Cn(D). 定理 15.4.3 说明, Cn(D) 中的函数在 D 中的每个点都 n 阶可微. 因此, 当

f ∈ Cn(D) 时, 也称 f 在 D 上n 阶连续可微. 从推论 15.4.1 可知, 如果 f 在 D 上 n

阶连续可微, 则它在 D 上每点的所有阶数不大于 n 的偏导数都与求导的次序无关.
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前面引进了高阶可微的概念, 再来考虑高阶全微分. 设函数 f(x) (其中 x =

(x1, x2, · · · , xm)) 在开集 D ⊆ Rm 上每点都可微. 于是对每点 x ∈ D, f(x) 在点 x

有全微分

df(x) =
m∑

i=1

fxi
(x)dxi,

它是新的自变量 dx = (dx1,dx2, · · · ,dxm) 的线性函数. 让 x 在 D 中变化, 则 df 是

x 和 dx 两个 m 维变元的函数. 如果把 dx 固定, 而只让 x 在 D 中变化, 则就得到了

D 上的函数 x 7→ df(x). 如果 f 在 D 中的某 x0 点二阶可微, 则这个函数便在 x0 点

可微, 它在 x0 点的微分称为 f(x) 在 x0 点的二阶全微分, 记作 d 2f(x0), 即

d 2f(x0) = dx(df)(x0) =
m∑

i=1

dfxi
(x0)dxi =

m∑

i,j=1

fxjxi
(x0)dxjdxi,

这里第一个等号后面的符号 dx 表示关于 df 中的变元 x 求微分. 由于 f 在 x0 点二

阶可微蕴涵着

fxjxi
(x0) = fxixj

(x0), i, j = 1, 2, · · · ,m,

所以 f 在 x0 点的二阶全微分 d2f(x0)是一个以对称矩阵
(
fxixj

(x0)
)
m×m

为系数矩阵

的二次型. 对称矩阵
(
fxixj

(x0)
)
m×m

叫做 f 在 x0 点的黑塞矩阵 (黑塞, Ludwig Otto

Hesse, 1811∼1874, 德国人), 记作 Hf(x0), 即

Hf(x0) =
(
fxixj (x0)

)
m×m

=




∂ 2f

∂x2
1

(x0)
∂ 2f

∂x1∂x2
(x0) · · · ∂ 2f

∂x1∂xm
(x0)

∂ 2f

∂x2∂x1
(x0)

∂ 2f

∂x2
2

(x0) · · · ∂ 2f

∂x2∂xm
(x0)

...
...

...
∂ 2f

∂xm∂x1
(x0)

∂ 2f

∂xm∂x2
(x0) · · · ∂ 2f

∂x2
m

(x0)




.

如果 f 在 D 上三阶可微,则 f 的二阶微分 d 2f(x)作为 x的函数仍然可微,其微

分叫做 f 的三阶全微分, 记作 d 3f(x). 三阶全微分 d 3f(x) 关于 x 的微分叫做 f 的四

阶全微分, 记作 d 4f(x) 等. 一般地, n − 1 阶全微分 dn−1f(x) 关于 x 的微分叫做 f

的n 阶全微分, 记作 dnf(x).

15.4.2 m 重指标和高阶偏导数的简写记号

由于 n 阶可微函数的 n 阶偏导数与关于各变元的求导次序无关, 所以函数 f(x)

(其中 x = (x1, x2, · · · , xm)) 的某个 n 阶偏导数, 如果其中关于变元 xi 的偏导数出现

了 αi 次, i = 1, 2, · · · ,m, 这里 α1 + α2 + · · · + αm = n, 则这个 n 阶偏导数便简单地

记作
∂ nf(x)

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαm
m

.
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即使这样简化了的记号, 书写起来仍然是很复杂的. 下面介绍一种借助于多重指标的

简写记号, 这种记号目前已经成为一种普遍使用的标准记号.

我们用符号 Zm
+ 表示由 Rm 中所有那些全部坐标都是非负整数的点组成的集合,

即

Zm
+ = {(α1, α2, · · · , αm) : αi ∈ Z+, i = 1, 2, · · · ,m}.

Zm
+ 中的元素叫做m 重指标. 对每个 α = (α1, α2, · · · , αm) ∈ Zm

+ , 记

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αm,

α! = α1!α2! · · ·αm!,

它们分别叫做 α 的长度和阶乘. 对任意两个 m 重指标 α = (α1, α2, · · · , αm) ∈ Zm
+ 和

β = (β1, β2, · · · , βm) ∈ Zm
+ , 记

α± β = (α1 ± β1, α2 ± β2, · · · , αm ± βm),

( α

β

)
=

( α1

β1

)( α2

β2

)
· · ·

( αm

βm

)
,

并规定

α 6 β 当且仅当 αi 6 βi, i = 1, 2, · · · ,m.

最后, 对任意 α = (α1, α2, · · · , αm) ∈ Zm
+ 和 x = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm, 记

xα = xα1
1 xα2

2 · · ·xαm
m .

其中规定 00 = 1.

应用以上这些简写记号, 在书写一些涉及多元变量的公式时, 可以把一个复杂的

公式写成比较简单的形式. 例如, 多元二项展开公式可以简写成以下形式

(x + y)α =
∑

β+γ=α

( α

β

)
xβyγ , ∀x, y ∈ Rm, ∀α ∈ Zm

+ .

其中和号
∑

β+γ=α

表示对给定的 m重指标 α ∈ Zm
+ ,关于所有满足条件 β + γ = α的 m

重指标 β, γ ∈ Zm
+ 求和. 这个公式也可简写成以下形式

(x + y)α =
∑

β6α

( α

β

)
xα−βyβ , ∀x, y ∈ Rm, ∀α ∈ Zm

+ .

其中和号
∑

β6α

表示对给定的 m 重指标 α ∈ Zm
+ , 关于所有满足条件 β 6 α 的 m 重指

标 β ∈ Zm
+ 求和.
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借助于 m 重指标, 我们可把 n 阶偏导数
∂ nf(x)

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαm
m

(其中 n = α1+

α2 + · · ·+ αm) 简记为 ∂αf(x), 即

∂αf(x) =
∂ |α|f(x)

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαm
m

, α = (α1, α2, · · · , αm) ∈ Zm
+ .

应用上述简写记号, 一元函数的莱布尼茨公式推广到多元函数便可写成以下形

式.

定理 15.4.4(莱布尼茨公式) 设 D 是 Rm 中的开集, f 和 g 都是 D 上的 n 阶

可微函数, 则对任意长度不超过 n 的 m 重指标 α = (α1, α2, · · · , αm) ∈ Zm
+ 都成立

∂α[f(x)g(x)] =
∑

β6α

( α

β

)
∂α−βf(x)∂βg(x), ∀x ∈ D.

这个公式可通过对 m 做归纳来证明. 因为证明很简单, 所以这里从略.

15.4.3 泰勒公式

多元函数的微分中值定理可通过应用一元函数的微分中值定理来得到,同样应用

一元函数的泰勒公式, 我们也可以很容易地导出多元函数的泰勒公式.

定理 15.4.5(泰勒公式 1) 设 D 是 Rm 中的凸区域, x0 是 D 中一点. 又设 f 是

在 D 上 n + 1 阶可微的函数. 则对任意 x ∈ D, 存在位于 x0 和 x 的连线上的点 ξ 使

f(x) =
∑

|α|6n

1
α!

∂ αf(x0)(x− x0)α +
∑

|α|=n+1

1
α!

∂ αf(ξ)(x− x0)α. (15.4.8)

等式右端的第一个和号
∑

|α|6n

表示关于所有满足条件 |α| 6 n的 m重指标 α ∈ Zm
+ 求

和,第二个和号
∑

|α|=n+1

则表示关于所有满足条件 |α|=n+1的 m重指标 α ∈ Zm
+ 求和.

证明 对给定的 x0, x ∈ D, 考虑一元函数

ϕ(t) = f
(
x0 + t(x− x0)

)
, ∀t ∈ [0, 1].

由于 D 是凸区域, 所以 ϕ 的定义是合理的. 我们来证明 ϕ 在 [0, 1] 上 n + 1 阶可微,

且对每个正整数 1 6 k 6 n+1 都有

ϕ(k)(t) =
∑

|α|=k

k!
α!

∂ αf
(
x0 + t(x− x0)

)
(x− x0)α, ∀t ∈ [0, 1]. (15.4.9)

为此对 k 做归纳. 当 k = 1 时, 有

ϕ′(t) =
m∑

i=1

∂if
(
x0 + t(x− x0)

)
(xi − x0i), ∀t ∈ [0, 1],
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其中 ∂if =
∂f

∂xi
, i = 1, 2, · · · ,m. 可见式 (15.4.9) 在 k = 1 时是成立的. 假设已知这个

表达式对 k 成立, 我们来证明只要 k + 1 6 n + 1, 那么它也对 k + 1 成立. 事实上,

由对 k 成立的式 (15.4.9) 再求导 (因为 k + 1 6 n + 1, 所以这是可行的), 得

ϕ(k+1)(t) =
∑

|α|=k

m∑

i=1

k!
α!

∂i∂
αf

(
x0 + t(x− x0)

)
(xi − x0i)(x− x0)α

=
∑

|β|=k+1

( ∑

α+ei=β

k!
α!

)
∂ βf

(
x0 + t(x− x0)

)
(x− x0)β , (15.4.10)

其中 ei 表示第 i个分量为 1、其余分量为0的 m重指标, i = 1, 2, · · · ,m, 和号
∑

α+ei=β

表示对给定的长度为 k + 1的 m重指标 β ∈ Zm
+ ,关于所有满足条件 α + ei = β 的 m

重指标 α ∈ Zm
+ 和 ei 求和. 我们来证明

∑

α+ei=β

k!
α!

=
(k + 1)!

β!
. (15.4.11)

如果 β 的所有分量都大于等于 1, 则

∑

α+ei=β

k!
α!

=
m∑

i=1

k!
(β−ei)!

=
m∑

i=1

k!βi

β!
=

k!|β|
β!

=
(k + 1)!

β!
.

如果 β 有某些分量为 0, 例如, 设 β1 = 0 而其余分量都大于等于 1, 则

∑

α+ei=β

k!
α!

=
m∑

i=2

k!
(β−ei)!

=
m∑

i=2

k!βi

β!
=

k!|β|
β!

=
(k + 1)!

β!
.

对于其他情况可类似地证明式 (15.4.11)也成立. 现在把式 (15.4.11)代入式 (15.4.10),

就得到

ϕ(k+1)(t) =
∑

|β|=k+1

(k + 1)!
β!

∂ βf
(
x0 + t(x− x0)

)
(x− x0)β ,

表明式 (15.4.9) 在 k + 1 时也成立. 这就证明了式 (15.4.9).

证明了式 (15.4.9),式 (15.4.8)便可很容易地从一元函数的泰勒公式推出.事实上,

对函数 ϕ 应用一元函数的泰勒公式, 可知存在 τ ∈ (0, 1) 使得

ϕ(1) =
n∑

k=0

1
k!

ϕ(k)(0) +
1

(k+1)!
ϕ(k+1)(τ). (15.4.12)

显然 ϕ(1) = f(x), 且由式 (15.4.9) 知

ϕ(k)(0) =
∑

|α|=k

k!
α!

∂ αf(x0)(x− x0)α, k = 0, 1, 2, · · · , n,
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ϕ(k+1)(τ) =
∑

|α|=k+1

(k+1)!
α!

∂ αf
(
x0 + τ(x− x0)

)
(x− x0)α.

把这些表达式代入式 (15.4.12), 并令 ξ = x0 + τ(x− x0), 就得到了式 (15.4.8), 证毕.

式 (15.4.8) 叫做带有拉格朗日型余项的泰勒公式. 类似于一元函数, 对多元函数

也有带有佩亚诺型余项的泰勒公式, 它由以下定理给出.

定理 15.4.6(泰勒公式 2) 设 D 是 Rm 中的凸区域, x0 是 D 中一点. 又设 f 是

在 D 上 n 阶可微的函数. 则对 x ∈ D 有

f(x) =
∑

|α|6n

1
α!

∂ αf(x0)(x− x0)α + o(|x− x0|n), 当 x → x0.

我们把这个定理的证明留给读者.

习 题 15.4

1. 求下列函数的二阶偏导数：

(1) f(x, y) =
√

x2 + y2; (2) f(x, y) = arctan
y

x
;

(3) f(x, y) = ln(x2 + y2); (4) f(x, y) = earctan y
x ;

(5) f(x, y) = arctan
x + y

1− xy
; (6) f(x, y) = arcsin

x√
x2 + y2

;

(7) f(x, y, z) = (xy)z; (8) f(x, y, z) = xyz

.

2. 求下列函数指定的混合偏导数：

(1) f(x, y) = (x + y) ln(x2 + y2), 求
∂3f

∂x2∂y
,

∂3f

∂x∂y∂x
,

∂3f

∂y∂x2
;

(2) f(x, y) = x3 sin2 y, 求
∂4f

∂x2∂y2
,

∂4f

∂x∂y2∂x
,

∂4f

∂y2∂x2
;

(3) f(x, y, z) = exyz, 求
∂3f

∂x∂y∂z
,

∂3f

∂z∂x∂y
,

∂3f

∂y∂z∂x
;

(4) f(x, y, z) =
(x

y

)z

, 求
∂3f

∂x∂y∂z
,

∂3f

∂z∂x∂y
,

∂3f

∂y∂z∂x
.

3. 假设 f 是有三阶连续导数的一元函数. 求径向函数 u = f(r) 的二阶和三阶偏导

数, 其中 r = |x|, x ∈ Rm.

4. 证明：(1) 函数

f(x, y) =





xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

在点 (0, 0)不连续,但在该点却存在任意阶的偏导数
∂ nf

∂xn
(0, 0)和

∂ nf

∂yn
(0, 0);
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(2) 函数

f(x, y) =





xy2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

在点 (0, 0) 存在偏导数
∂ 2f

∂x∂y
(0, 0), 但却不存在偏导数

∂ 2f

∂y∂x
(0, 0);

(3) 函数

f(x, y) =

{
y3 ln(x2 + y2), (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

在点 (0, 0) 的两个偏导数
∂ 3f

∂x2∂y
(0, 0) 和

∂ 3f

∂y∂x2
(0, 0) 都存在但不相等.

5. 求高阶偏导数：

(1) f(x, y) = (x− a)m(y − b)n, 求
∂ m+nf(x, y)

∂xm∂yn
;

(2) f(x, y) =
x + y

x− y
, 求

∂ m+nf(x, y)
∂xm∂yn

;

(3) f(x, y) = ex+y sinx cos y, 求
∂ m+nf(x, y)

∂xm∂yn
;

(4) f(x, y, z) = xyzex+y+z, 求
∂m+n+kf(x, y, z)

∂xm∂yn∂zk
.

6. 求下列复合函数的二阶和三阶偏导数：

(1) u = f
(y

x

)
; (2) u = f(

√
x2 + y2 + z2);

(3) u = f(x2 − y2, 2xy); (4) u = f(x + y + z, x2 + y2 + z2);

(5) u = f
(x

y
,
y

z
,
z

x

)
; (6) u = f(sin(x + y − z), cos(x− y + z), ex+y+z).

7. Rm 上的拉普拉斯算子∆ 定义为把 m 元函数 f(x) 映射成 m 元函数
m∑

i=1

∂2f(x)
∂x2

i

的函数之间的映射, 即

∆f(x) =
∂2f(x)

∂x2
1

+
∂2f(x)

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2f(x)
∂x2

m

,

假定上述等式右端的偏导数都存在. 如果定义在区域 D ⊆ Rm 上且在此区域上

有二阶连续偏导数的函数 f 满足 ∆f(x) = 0, ∀x ∈ D, 则称 f 为区域 D 上的调

和函数. 验证以下二元函数都是 Rm 上的调和函数：

(1) ax + by; (2) x2 − y2; (3) xy; (4) x3 − 3xy2; (5) 3x2y − y3;

(6) ex cos y; (7) ex sin y; (8) ex(x cos y − y sin y); (9) ex(x sin y + y cos y).

8. 证明关于拉普拉斯算子 ∆ 的以下结论：
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(1) ∆(uv) = u∆v + v∆u + 2 u · v. 假定 u 和 v 都有连续的二阶偏导数;

(2) ∆ 把径向函数映射成径向函数, 即若 f(x) = ϕ(r), r = |x|, 则 ∆f(x) = ψ(r).

写出 ψ 的具体表达式, 假定 ϕ 二阶连续可微;

(3) 当 m = 2 时, 在 R2\{0} 上成立 ∆(ln r) = 0;

(4) 当 m > 3 时, 在 Rm\{0} 上成立 ∆(r−(m−2)) = 0.

9. 二维区域 D ⊆ R2 上的两个调和函数 u 和 v 如果在 D 上满足

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

(这个偏微分方程组叫做柯西 - 黎曼方程组), 则称 v 为 u 的共轭调和函数, 而称

u为 v 的反共轭调和函数. 以下简称 u和 v 是共轭调和函数 (注意这个概念中的

“和” 没有对称性). 证明以下结论：

(1) 下列函数对 u 和 v 是共轭调和函数

① u = x2 − y2, v = 2xy; ② u = x3 − 3xy2, v = 3x2y − y3;

③ u = ex cos y, v = ex sin y;

④ u = ex(x cos y − y sin y), v = ex(x sin y + y cos y);

(2) 如果 u和 v 是 D 上的共轭调和函数,则它们的乘积 uv 是 D 上的调和函数;

(3) 如果 u 和 v 是 D 上的共轭调和函数, 且映射 (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)) 的值

域含于区域 E ⊆ R2, 而 f 是 E 上的调和函数, 则复合函数 f(u(x, y), v(x, y))

和 f(v(x, y), u(x, y)) 都是 D 上的调和函数;

(4) 如果 f 是单位圆盘 x2 + y2 < 1 上的调和函数, 则 f
( x

x2 + y2
,

y

x2 + y2

)
是圆

盘外区域 x2 + y2 > 1 上的调和函数.

10. 对任意正整数 n, 定义算子 (x · )n 如下：

(x · )f(x) = x · f(x) =
m∑

i=1

xi
∂f(x)
∂xi

,

(x · )nf(x) = x · [(x · )n−1f(x)] =
m∑

i=1

xi
∂

∂xi
[(x · )n−1f(x)],当n > 2.

证明：如果 f(x) 是 µ 次齐次函数, 且在 Rm\{0} 上有连续的 n 阶偏导数, 则它

在 Rm\{0} 上满足以下方程

(x · )nf(x) = µ(µ− 1) · · · (µ− n + 1)f(x).

11. 下列以时间 t 和一维空间变元 x 为自变元的偏微分方程叫做弦振动方程

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(a 为正常数).
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(1) 证明：在自变元的变换 t =
s− y

a
, x = s + y 之下, 弦振动方程变换为

∂2u

∂s∂y
= 0;

(2) 求弦振动方程的通解.

12. 设 ϕ 和 ψ 都是二阶可微函数. 验证以下等式：

(1)
∂2u

∂x2
− 2

∂2u

∂x∂y
+

∂2u

∂y2
= 0, 其中 u = xϕ(x + y) + yψ(x + y);

(2) x2 ∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂2u

∂y2
= 0, 其中 u = xϕ

(y

x

)
+ ψ

(y

x

)
;

(3) x2 ∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂2u

∂y2
= µ(µ− 1)u, 其中 u = xµϕ

(y

x

)
+ x1−µψ

(y

x

)
;

(4) x2 ∂2u

∂x2
− y2 ∂2u

∂y2
+ x

∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0, 其中 u = ϕ(xy) + ψ

(x

y

)
;

(5)
∂u

∂x

∂2u

∂x∂y
=

∂u

∂y

∂2u

∂x2
, 其中 u = ϕ

(
x + ψ(y)

)
.

13. 设 ϕ 和 ψ 都是二阶可微函数. 证明：由方程

y = xϕ(z) + ψ(z).

确定的隐函数 z = z(x, y) 满足以下偏微分方程
(∂z

∂y

)2 ∂2z

∂x2
− 2

∂z

∂x

∂z

∂y

∂2z

∂x∂y
+

(∂z

∂x

)2 ∂2z

∂y2
= 0.

14. 对于给定的 m 元多项式

P (ξ) =
∑

|α|6n

aαξα, ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξm) ∈ Rm

(其中 aα为任意常数,和号
∑

|α|6n

表示关于所有长度不超过 n的m重指标 α ∈ Zm
+

求和), 定义偏微分算子P (∂) 如下：

P (∂)f(x) =
∑

|α|6n

aα∂ αf(x),

这里假定 f 是在某个区域 D ⊆ Rm 上有 n 阶连续偏导数的函数. 多项式 P (ξ)

叫做偏微分算子 P (∂) 的符征, 其阶数 n 叫做偏微分算子 P (∂) 的阶. 证明莱布

尼茨公式的下述推广：对任意 n 阶偏微分算子 P (∂) 和任意有 n 阶连续偏导数

的函数 f 和 g 有

P (∂)[f(x)g(x)] =
∑

|β|6n

1
β!

∂ βf(x)P (β)(∂)g(x),
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其中 P (β)(∂) 表示以 P (ξ) 的 β 阶偏导数 P (β)(ξ) = ∂ βP (ξ) 为符征的偏微分算

子.

15. 证明定理 15.4.6.

15.5 微分学的几何应用

本节介绍多元函数微分学在几何学中的一些应用. 这些应用给出了偏导数与全

微分的几何意义.

设二元函数 f(x, y)在区域 D ⊆ R2 上有定义并在此区域上可微, (x0, y0)是 D 中

一点. 根据一元函数导数的几何意义知, fx(x0, y0) 是曲面 z = f(x, y)(如图 15-5-1) 与

平面 y = y0 的交线 {
z = f(x, y),

y = y0,

在点 (x0, y0, z0)(其中 z0 = f(x0, y0))的切线 Tx 关于 Ox轴的斜率.因此切线 Tx 的方

程为 {
z = z0 + fx(x0, y0)(x− x0),

y = y0.

同理, fy(x0, y0) 是曲面 z = f(x, y) 与平面 x = x0 的交线
{

z = f(x, y),

x = x0,

在点 (x0, y0, z0) 的切线 Ty 关于 Oy 轴的

斜率. 因此, 切线 Ty 的方程为

{
z = z0 + fy(x0, y0)(y − y0),

x = x0.

切线 Tx和 Ty都通过点 (x0, y0, z0)且互不

重合, 因而确定了一张通过点 (x0, y0, z0)

的平面 π, 其方程为

z = z0+fx(x0, y0)(x−x0)+fy(x0, y0)(y−y0).

(15.5.1)

图 15-5-1 曲面的切平面

我们来证明：曲面 z = f(x, y) 上任意通过点 (x0, y0, z0) 的光滑曲线 C 都和这个

平面 π 在点 (x0, y0, z0) 相切, 即 C 在点 (x0, y0, z0) 的切线位于平面 π 上. 为此设 C

的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t), a < t < b,
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且 (x(t0), y(t0), z(t0)) = (x0, y0, z0),其中 a < t0 < b. 由于 C 在曲面 z = f(x, y)上,所

以其参数方程满足方程 z = f(x, y), 即有

z(t) = f
(
x(t), y(t)

)
, a < t < b.

对此式两端求导, 得

z′(t) = fx

(
x(t), y(t)

)
x′(t) + fy

(
x(t), y(t)

)
y′(t), a < t < b.

令 t = t0, 得

z′(t0) = fx(x0, y0)x′(t0) + fy(x0, y0)y′(t0). (15.5.2)

而我们从一元函数的微积分理论已经知道,曲线 C在点 (x0, y0, z0)的切线参数方程为

x = x0 + x′(t0)s, y = y0 + y′(t0)s, z = z0 + z′(t0)s, −∞ < s < +∞.

应用等式 (15.5.2) 容易验证, 把这个参数方程代入式 (15.5.1) 两端后得到的是一个恒

等式, 说明曲线 C 在点 (x0, y0, z0) 的切线的确在平面 π 上.

由于以上原因, 我们把由式 (15.5.1) 给出的平面 π 叫做曲面 z = f(x, y) 在点

(x0, y0, z0) 的切平面. 换句话说, 曲面 z = f(x, y) 在点 (x0, y0, z0) 的切平面 π 的方程

由式 (15.5.1) 给出.

曲面在其上一点的切平面的法线方向叫做曲面在该点的法向量. 既然曲面 z =

f(x, y) 在点 (x0, y0, z0) 的切平面的方程为式 (15.5.1), 所以它在该点的单位法向量便

是

n = ± (fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1)√
f2

x(x0, y0) + f2
y (x0, y0) + 1

. (15.5.3)

显然, 取正号则 n 指向下方, 即与 Oz 轴负向夹角成锐角的方向; 取负号则 n 指向上

方, 即与 Oz 轴正向夹角成锐角的方向.

切平面的一个重要性质是在通过点 P0(x0, y0, z0) 的所有平面中, 切平面 π 与曲

面 z = f(x, y) 的接触最密切. 这里 “接触最密切” 的意思是令 P 是曲面 z = f(x, y)

上点 P0 附近的任意一点, 令 π′ 是通过点 P0 的任意一张平面, 并令 d(P,π′) 为 P 到

π′ 的距离,则当 P → P0 时,对于不是切平面的平面 π′ 而言, d(P,π′)是和 d(P, P0)同

阶的无穷小量;而对于切平面 π, d(P,π)则是比 d(P, P0)高阶的无穷小量. 证明如下：

设平面 π′ 的方程为

z = z0 + A(x− x0) + B(y − y0).

其中 A, B 是两个完全由 π′ 确定的常数, 当且仅当 π′ = π 时有 A = fx(x0, y0),

B = fy(x0, y0). 由 π′ 的这个方程可知它的单位法向量为

n′ = ± (A,B,−1)√
A2 + B2 + 1

.
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因此, 对曲面 z = f(x, y) 上点 P0 附近的任意一点 P (x, y, f(x, y)), 它到 π′ 的距离为

d(P,π′) = |−−→P0P · n′| = |A(x− x0) + B(y − y0)− (f(x, y)− z0)|√
A2 + B2 + 1

.

由于 f(x, y) 是可微函数, 所以当 (x, y) → (x0, y0) 时,

f(x, y) = z0 + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0) + o(
√

(x− x0)2 + (y − y0)2).

因此当 (x, y) → (x0, y0) 时,

d(P,π′)=
|[A−fx(x0, y0)](x−x0)+[B−fy(x0, y0)](y−y0)|√

A2 + B2 + 1
+o(

√
(x−x0)2+(y−y0)2).

此外, 易知 d(P, P0) 与
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 是同阶无穷小量, 所以由上式可知, 当

(A,B) 6= (fx(x0, y0), fy(x0, y0)) 即 π′ 6= π 时, d(P,π′) 与 d(P, P0) 是同阶无穷小量, 而

当 (A,B) = (fx(x0, y0), fy(x0, y0)) 即 π′ = π 时, d(P,π′) 是 d(P, P0) 的高阶无穷小量.

这就证明了前面所述的结论.

前面考虑了当空间曲面是由方程 z = f(x, y) 给出时, 如何求曲面上任意一点的

切平面和法向量的问题. 现在再来考虑当空间曲面 S 是由方程

F (x, y, z) = 0

给出时,如何求曲面上任意一点的切平面和法向量的问题.这里假定 F (x, y, z)是可微

函数, 且对满足 F (x, y, z) = 0 的任意一点 (x, y, z) 都有 ∇F (x, y, z) 6= 0.

对于曲面 S上的任意一点P0(x0, y0, z0),由于∇F (x0, y0, z0) 6=0,所以Fx(x0, y0, z0),

Fy(x0, y0, z0) 和 Fz(x0, y0, z0) 三个数中至少有一个非零. 不妨设 Fz(x0, y0, z0) 6= 0, 则

由隐函数定理知, 存在点 (x0, y0) 附近的可微函数 f(x, y), 使在点 P0 附近, 曲面 S 可

以表示成 z = f(x, y) 的形式, 且

fx(x, y) = −Fx(x, y, z)
Fz(x, y, z)

, fy(x, y) = −Fy(x, y, z)
Fz(x, y, z)

.

因此应用式 (15.5.1) 可知曲面 S 在点 P0 的切平面方程为

Fx(x0, y0, z0)(x− x0) + Fy(x0, y0, z0)(y − y0) + Fz(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.

进而 S 在点 P0 的单位法向量为

n = ± (Fx(x0, y0, z0), Fy(x0, y0, z0), Fz(x0, y0, z0))√
F 2

x (x0, y0, z0) + F 2
y (x0, y0, z0) + F 2

z (x0, y0, z0)
.

这个表达式当然也可应用式 (15.5.3) 导出.
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如果曲面 S 由参数方程

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D

给出, 其中 D 是 R2 中的一个区域, 我们来求 S 在其上任意一点 P0(x0, y0, z0) 的切

平面方程和法向量的表达式. 设

x0 = x(u0, v0), y0 = y(u0, v0), z0 = z(u0, v0),

其中 (u0, v0) ∈ D. 令

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k, (u, v) ∈ D.

则曲面 S 的向量方程便是 r = r(u, v). 我们假设

ru(u0, v0)× ru(u0, v0) 6= 0.

显然, r = r(u, v0) 和 r = r(u0, v) 是曲面 S 上通过点 P0 的两条曲线, 这两条曲线在

点 P0 的切向量分别为

ru(u0, v0) = xu(u0, v0)i + yu(u0, v0)j + zu(u0, v0)k,

rv(u0, v0) = xv(u0, v0)i + yv(u0, v0)j + zv(u0, v0)k.

由于 ru(u0, v0)× ru(u0, v0) 6= 0, 所以这两个切向量不平行. 因此曲面 S 在点 P0 的切

平面的向量方程为

r = r(u0, v0) + sru(u0, v0) + trv(u0, v0), −∞ < s, t < +∞,

而单位法向量则为

n = ± ru(u0, v0)× ru(u0, v0)
|ru(u0, v0)× ru(u0, v0)| .

习 题 15.5

1. 求下列曲面在其上任意点 (x0, y0, z0) 的切平面方程和单位法向量：

(1) 椭圆抛物面 z = ax2 + by2 (a, b > 0);

(2) 双曲抛物面 z = ax2 − by2 (a, b > 0);

(3) 椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (a, b, c > 0);

(4) 单叶双曲面
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1 (a, b, c > 0);
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(5) 椭圆柱面
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a, b > 0).

2. 设 f 和 g 都是区间 (a, b) 上的可微函数, 且 f(t) > 0, ∀t ∈ (a, b), 则 Oxz 平面上

的曲线 x = f(t), z = g(t) (a < t < b) 绕 Oz 轴旋转所得旋转曲面的参数方程为

x = f(t) cos θ, y = f(t) sin θ, z = g(t),

其中, a < t < b, 0 6 θ 6 2π. 如果 t0 ∈ (a, b) 使得函数 f 取到极值, 则称该旋转

曲面上的圆周

x = f(t0) cos θ, y = f(t0) sin θ, z = g(t0), 0 6 θ 6 2π

为它的腰圆. 证明旋转曲面在其腰圆上任意点的切平面都平行于其旋转轴.

3. 设 f 是可微的 2π 周期函数, 则称由参数方程

x = r cos θ, y = r sin θ, z = rf(θ),

(其中, 0 < r < +∞, 0 6 θ 6 2π) 为以原点作为顶点的锥面. 证明锥面的任意切

平面都通过其顶点, 且与锥面相切于至少一条直线.

4. 证明曲面 xyz = a3 (a > 0) 的切平面与坐标面形成体积一定的四面体.

5. 证明曲面
√

x +
√

y +
√

z =
√

a (a > 0) 的切平面在坐标轴上截下的线段长度之

和为常数.

6. 两个相交曲面在其交点的夹角定义为它们在交点处的切平面的夹角,或等价地定

义为它们在交点处的法向量的夹角. 求圆柱面 x2 + y2 = a2 (a > 0) 和双曲抛物

面 z = bxy (b > 0) 在交点的夹角.

7. 两个相交曲面在其某个交点的夹角如果为直角, 则称它们在该交点处正交.

(1) 证明以下三族球面两两互相正交 (a, b, c 为参数)

x2 + y2 + z2 = 2ax, x2 + y2 + z2 = 2by, x2 + y2 + z2 = 2cz;

(2) 证明以下三族曲面也两两互相正交 (a, b, c 为参数且 a, b > 0)：

x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 − b2z2 = 0, y = cx.

8. 函数 f 在曲面 S 上某点 P0 沿 S 在该点的任意切方向的方向导数叫做 f 在 P0

沿曲面 S 的切向导数. 设 F (x, y, z) 是定义在区域 Ω ⊆ R3 上的可微函数, 且对

任意 (x, y, z) ∈ Ω 都有 F (x, y, z) 6= 0. 证明：对定义在 Ω 上的可微函数 f , f

沿 F 的任意等值面

F (x, y, z) = c
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(c 为 F (Ω) 中的任意实数) 的切向导数都等于零的充要条件是：存在定义在 Ω

上的函数 λ 使成立

f(x, y, z) = λ(x, y, z) F (x, y, z), ∀(x, y, z) ∈ Ω .

9. 求下列曲线在其上任意点 (x0, y0, z0) 的切线方程：

(1) x2 + y2 = 1, x2 + z2 = 1;

(2) z = x2 + y2, y2 + z2 = 1;

(3)
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1 (a, b, c > 0);

(4) x2 + y2 + z2 = 4, z =
1
2
(x2 − y2).
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本章我们先把第 15章关于多元数量函数的偏导数和全微分等概念推广到多元向

量函数, 然后应用这些概念研究多元向量函数的性质, 把隐函数定理由单个方程的情

形推广到方程组的情形,并应用这个定理证明关于欧氏空间上可微映射的其他几个重

要定理, 包括反函数定理、满射定理、单射定理等. 这些内容是多元函数分析学的一

个重要部分.

为了建立多元向量函数的全微分或全导数的概念,必须用到欧氏空间上的线性变

换和矩阵等概念. 而在应用全微分或全导数研究多元向量函数的性质时, 必须对线性

变换和矩阵的代数与分析性质有比较好的了解,特别是需要用到线性变换和矩阵的范

数以及可逆线性变换和可逆矩阵的摄动定理. 所以本章 16.1 节我们对线性变换与矩

阵的代数与分析学基本知识做一些简单的介绍. 16.2 节介绍多元向量函数的偏导数

和全微分等概念. 16.3 节是本章的最重要部分, 介绍隐函数定理和反函数定理等几个

前面提到的重要定理.

16.1 线性变换与矩阵分析初步

矩阵和线性变换是线性代数课程的两个重要的研究对象.相信读者已经学习过线

性代数课程, 因而已经比较好地掌握了矩阵和线性变换的代数性质. 本节我们先对矩

阵和线性变换的代数性质做些简单的回顾,然后讨论矩阵和线性变换的分析理论的最

基础知识, 即介绍矩阵和线性变换的范数、矩阵和线性变换序列的极限以及矩阵函数

和线性变换函数的极限与连续性等概念,并证明关于可逆矩阵和可逆线性变换的一个

重要定理：摄动定理.

16.1.1 线性变换与矩阵的代数理论

从欧氏空间 Rm 到欧氏空间 Rn 的一个映射 A如果满足以下条件,则称 A为从
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Rm 到 Rn 的线性变换

A(x± y) = A(x)±A(y), A(ax) = aA(x), ∀x, y ∈ Rm, ∀a ∈ R.

从 Rm 到 Rn 的全体线性变换组成的集合用符号 L(Rm,Rn) 表示.

设 A,B ∈ L(Rm,Rn), 则它们的和A + B 与差 A−B 分别定义为从 Rm 到 Rn

的以下映射

(A + B)(x) = A(x) + B(x), (A−B)(x) = A(x)−B(x), ∀x ∈ Rm,

易知 A±B ∈ L(Rm,Rn).

设 A ∈ L(Rm,Rn), a ∈ R, 则 a 与 A 的数积 aA 定义为从 Rm 到 Rn 的映射

(aA)(x) = aA(x), ∀x ∈ Rm.

易知 aA ∈ L(Rm,Rn).

设 A ∈ L(Rm,Rn), B ∈ L(Rn,Rp). 则 B 与 A 的乘积 BA 定义为复合映射

B ◦A, 即 BA 是从 Rm 到 Rp 的以下映射

(BA)(x) = B(A(x)), ∀x ∈ Rm.

易知 BA ∈ L(Rm,Rp).

显然,如果m 6= p,那么对A ∈ L(Rm,Rn)和B ∈ L(Rn,Rp),乘积BA有意义而

乘积 AB 没有意义. 但是如果 m = p, 即若 A ∈ L(Rm,Rn) 而 B ∈ L(Rn,Rm), 则乘

积 BA和 AB 都有意义. Rm 上的恒等映射 Im 显然是 Rm 到自身的线性变换,称为

恒等变换, 它在线性变换的乘积运算中起着单位元的作用, 即对任意 A ∈ L(Rm,Rn)

和 B ∈ L(Rn,Rm) 都有

AIm = A, ImB = B.

对线性变换 A ∈ L(Rm,Rn), 如果存在 B ∈ L(Rn,Rm) 使成立

BA = Im,

则称 A 是左可逆的或有左逆, 并把线性变换 B 叫做 A 的左逆. 类似地, 如果存在

C ∈ L(Rn,Rm) 使成立

AC = In,

则称A是右可逆的或有右逆,并把线性变换 C 叫做A的右逆. 如果A ∈ L(Rm,Rm),

且存在 B ∈ L(Rm,Rm) 使成立

BA = AB = Im,
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则称 A 为可逆的线性变换, 并把 B 叫做 A 的逆, 记作 B = A−1.

从线性代数可知

(1) 线性变换 A 左可逆当且仅当 A 是单射; A 右可逆当且仅当 A 是满射.

(2) 对 A ∈ L(Rm,Rn), 如果 A 左可逆则必有 m 6 n, 而且当 m < n 时有无穷多

个左逆; 而如果 A 右可逆则必有 m > n, 而且当 m > n 时有无穷多个右逆.

(3) 线性变换 A ∈ L(Rm,Rm) 是可逆的当且仅当 A 是双射, 即是 Rm 到自身的

一一对应, 而且这时 A 的逆线性变换 A−1 就是它的逆映射, 因而是唯一的. 换言之,

如果一个线性变换 A ∈ L(Rm,Rm)是映 Rm 到自身的一一对应,则其逆映射 A−1 也

是线性变换.

(4) 对于线性变换 A ∈ L(Rm,Rm) (注意这里 m = n), 有

A可逆⇐⇒ A左可逆⇐⇒ A右可逆.

并且只有这时 A 的左逆与右逆都是唯一的, 二者皆为 A−1.

性质 (4)是线性变换区别于一般映射的一个重要特性,因为对于一个映集合 S 到

自身的一般映射, 单射和满射是两个互相独立的概念, 即单射不必是满射, 因而不必

是双射, 同样满射不必是单射, 因而也不必是双射. 但对于 Rm 到自身的一个线性变

换, 如果它是单射则也一定是满射因而是双射, 同样如果它是满射则也一定是单射因

而也一定是双射. 线性变换的这个特性是由它本质上的有限性所决定的, 因为 Rm 上

的线性变换由它在 Rm 的基底上的作用完全确定, 而 Rm 的基底是一个有限集合.

对每个 1 6 i 6 m, 用 ei 表示 Rm 中第 i 个坐标为 1、其余坐标为 0 的向量. 又

对每个 1 6 j 6 n, 用 wj 表示 Rn 中第 j 个坐标为 1、其余坐标为 0 的向量. 对任意

线性变换 A ∈ L(Rm,Rn), 设

A(ej) = (a1j , a2j , · · · , anj) =
n∑

i=1

aijwi, j = 1, 2, · · · ,m.

则对任意 x = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm, 因为 x =
m∑

j=1

xjej , 所以由 A 的线性性可知

A(x) =
m∑

j=1

xjA(ej) =
n∑

i=1

( m∑

j=1

aijxj

)
wi. (16.1.1)

因此, 线性变换 A 由矩阵

A =
(
aij

)
n×m

=




a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

...

an1 an2 · · · anm




(16.1.2)
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唯一确定. 这个矩阵叫做线性变换 A 的表示矩阵. 我们把 m 维向量等同于 m× 1 矩

阵

(x1, x2, · · · , xm) =




x1

x2

...

xm




,

则式 (16.1.1) 可以写成

A(x) = Ax, ∀x ∈ Rm. (16.1.3)

因此, 每个线性变换 A ∈ L(Rm,Rn) 都可唯一地表示成式 (16.1.3) 的形式. 反之, 显

然对每个 n×m矩阵 A,由式 (16.1.3)定义的从 Rm 到 Rn 的映射 A是线性变换,它

的表示矩阵恰好是 A. 因此, 线性变换与其表示矩阵之间的对应关系是一一对应.

如果线性变换 A, B 和 C 的表示矩阵分别为 A, B 和 C, 则有

A±B = C ⇐⇒ A±B = C,

aA = C ⇐⇒ aA = C,

AB = C ⇐⇒ AB = C,

A−1 = C ⇐⇒ A−1 = C.

因此, 线性变换与其表示矩阵之间的对应关系是代数同构的关系.

线性空间中一组向量的秩定义为该组向量中线性无关向量的最大个数. 关于矩

阵的一个基本定理是对于任意一个矩阵 A, 它的行向量组的秩与列向量组的秩相等,

这个相等的数叫做矩阵 A 的秩, 记作 rank(A), 或简单地记作 r(A). 对于线性变换

A ∈ L(Rm,Rn), 其秩定义为向量组 A(e1), A(e2), · · · , A(em) 的秩, 记作 rank(A),

或简单地记作 r(A). 显然如果 A 的表示矩阵为 A, 则

r(A) = r(A),

因为 A(e1), A(e2), · · · , A(em) 是矩阵 A 的列向量组. 线性变换是否为满射或单射,

可以通过计算它的秩来判断, 因为有以下命题.

(5) 线性变换 A ∈ L(Rm,Rn) 是满射的充要条件是 r(A) = n; A 是单射的充要

条件是 r(A) = m.

对于 n×m 阶矩阵 A, 如果 r(A) = n, 则称 A 为行满秩矩阵; 而如果 r(A) = m,

则称 A 为列满秩矩阵. 因此, 线性变换 A 是满射的充要条件是其表示矩阵 A 是行满

秩矩阵; A 是单射的充要条件是 A 是列满秩矩阵. 对于方阵, 即 m×m 阶矩阵 A, 如

果 r(A) = m, 则称 A 为满秩矩阵, 相应的线性变换 A 叫满秩线性变换. 由上述命题

(5)知线性变换 A ∈ L(Rm,Rm)是可逆线性变换的充要条件是它是满秩线性变换,即
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可逆线性变换与满秩线性变换是相同的概念. 相应地, 可逆矩阵与满秩矩阵是相同的

概念.

方阵 A 的行列式我们用符号 |A| 和 detA 表示. 熟知方阵 A 是可逆矩阵的充要

条件是其行列式不等于零, 即

A 是可逆矩阵 ⇐⇒ |A| = det A 6= 0.

因此, 对于映 Rm 到自身的线性变换 A, 也可应用其表示矩阵的行列式来判断它是

否为可逆线性变换. A 是可逆线性变换的充要条件是它的表示矩阵 A 的行列式不

等于零.

16.1.2 线性变换与矩阵的范数

下面讨论线性变换和矩阵分析的性质, 首先给出

定义 16.1.1 对于线性变换 A ∈ L(Rm,Rn), 称函数 x 7→ |A(x)| 在单位球面
|x| = 1 上的最大值为 A 的范数, 记作 ‖A‖, 即

‖A‖ = max
|x|=1

|A(x)|.

由于 |A(x)| 显然是 Rm 上的连续函数, 而单位球面 |x| = 1 是 Rm 中的有界闭

集, 所以根据连续函数的最大最小值定理知, 函数 |A(x)| 在单位球面 |x| = 1 上必有

最大值. 因此定义 16.1.1 是合理的.

定理 16.1.1 线性变换的范数具有以下性质

(1) 非负性和非退化性：‖A‖ > 0, 而且 ‖A‖ = 0 当且仅当 A = 0;

(2) 正齐次性：‖aA‖ = |a|‖A‖, a 为任意实数;

(3) 三角不等式：‖A + B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖;
(4) 与向量范数相容：|A(x)| 6 ‖A‖|x|;
(5) 与乘法相容：‖BA‖ 6 ‖B‖‖A‖.
证明 这些结论的证明都是很简单的, 我们只以性质 (4) 和性质 (5) 为例给

出证明.

首先证明性质 (4). 设 A ∈ L(Rm,Rn). 对任意 x ∈ Rm, 如果 x = 0, 则显然有

|A(x)| 6 ‖A‖|x|, 因为不等式两边都等于零. 现设 x 6= 0, 则
x

|x| 是单位向量, 因此有

∣∣∣A
( x

|x|
)∣∣∣ 6 max

|y|=1
|A(y)| = ‖A‖,

而
∣∣∣A

( x

|x|
)∣∣∣ =

∣∣∣ 1
|x|A(x)

∣∣∣ =
|A(x)|
|x| , 所以 |A(x)| 6 ‖A‖|x|.
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再证明性质 (5). 设 A ∈ L(Rm,Rn), B ∈ L(Rn,Rp). 则由性质 (4) 知对任意

x ∈ Rm 有

|BA(x)| 6 ‖B‖|A(x)| 6 ‖B‖‖A‖|x|.

因此,

‖BA‖ = max
|x|=1

|BA(x)| 6 max
|x|=1

‖B‖‖A‖|x| = ‖B‖‖A‖.

证毕.

定理 16.1.2 设线性变换 A ∈ L(Rm,Rn) 的表示矩阵为 A =
(
aij

)
n×m

. 令 µ1

为矩阵 ATA 的最大特征值, 其中上标符号 “T” 表示矩阵的转置, 则有

‖A‖ =
√

µ1, (16.1.4)

而且成立以下不等式

max
16i6n
16j6m

|aij | 6 ‖A‖ 6
( n∑

i=1

m∑

j=1

|aij |2
) 1

2
. (16.1.5)

证明 把每个 m 维向量 x 都看成 m× 1 阶矩阵, 则知 |x|2 = xTx. 设矩阵 ATA

的全部特征值为

µ1 > µ2 > · · · > µm > 0

(重特征值按重数计算), 并设 η1, η2, · · · , ηm 为相应的特征向量, 它们互相正交并且

都是单位向量, 因而构成 Rm 的一个规范正交基底. ηi 是矩阵 ATA 的对应于特征值

µi 的特征向量意味着成立等式

ATAηj = µjηj , j = 1, 2, · · · ,m.

首先对任意 x ∈ Rm, 设 x = t1η1 + t2η2 + · · ·+ tmηm, 则

|A(x)|2 =(Ax)T ·Ax = xTAT ·Ax = xT(ATA)x

=
( m∑

i=1

tiηi

)T( m∑

j=1

tjA
TAηj

)

=
( m∑

j=1

tiη
T
i

)( m∑

j=1

tjµjηj

)

=
m∑

i,j=1

titjµjη
T
i ηj =

m∑

i=1

t2i µi

6µ1

m∑

i=1

t2i = µ1|x|2.
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最后两个等号成立是因为 η1, η2, · · · , ηm 是 Rm 的规范正交基底, 从而

ηT
i ηj = δij =

{
1, 当i = j,

0, 当i 6= j
且 |x|2 =

m∑

i=1

t2i .

因此

‖A‖ = max
|x|=1

|A(x)| 6 √
µ1.

又由于当 x = η1 时, 按上面的计算有 |A(η1)|2 = µ1, 即 |A(η1)| =
√

µ1, 而 η1 是单位

向量, 说明函数 |A(x)| 在单位球面上取到了 √
µ1, 因此式 (16.1.4) 成立.

其次, 由于 A(ej) = (a1j , a2j , · · · , anj) 而 ej 是单位向量, j = 1, 2, · · · ,m, 所以

‖A‖ = max
|x|=1

|A(x)| > |A(ej)| =
√√√√

n∑

i=1

a2
ij > |aij |, i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m.

这就证明了式 (16.1.5) 中的第一个不等式. 最后, 对任意 x ∈ Rm, 设 x = (x1, x2, · · · ,

xm) =
m∑

j=1

xjej , 则

A(x) =
m∑

j=1

xjA(ej) =
m∑

j=1

xj

( n∑

i=1

aijwi

)
=

n∑

i=1

( m∑

j=1

xjaij

)
wi.

所以应用柯西不等式得

|A(x)| =
√√√√

n∑

i=1

( m∑

j=1

xjaij

)2

6

√√√√
n∑

i=1

( m∑

j=1

x2
j

)( m∑

j=1

a2
ij

)
= |x|

√√√√
n∑

i=1

m∑

j=1

a2
ij .

据此可得式 (16.1.5) 中的第二个不等式. 证毕.

既然线性变换有范数, 矩阵也相应地有范数. 对 n×m 阶矩阵 A, 其范数 ‖A‖ 按
下式定义

‖A‖ = max
|x|=1

|Ax|, (16.1.6)

其中 |x| = 1 表示 Rm 中的单位球面. 可见矩阵 A 的范数等于它所对应的线性变换

A 的范数：‖A‖ = ‖A‖. 由定理 16.1.2 知, 这个范数可按下式计算.

‖A‖ =
√

µ1, (16.1.7)

其中 µ1 为矩阵 ATA 的最大特征值, 而且当 A = (aij)n×m 时还成立下列不等式

max
16i6n
16j6m

|aij | 6 ‖A‖ 6
( n∑

i=1

m∑

j=1

|aij |2
) 1

2
. (16.1.8)
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根据定理 16.1.1, 矩阵的范数具有以下性质.

(1) 非负性和非退化性：‖A‖ > 0, 而且 ‖A‖ = 0 当且仅当 A = 0;

(2) 正齐次性：‖aA‖ = |a|‖A‖, a 为任意实数;

(3) 三角不等式：‖A + B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖;
(4) 与乘法相容：‖AB‖ 6 ‖A‖‖B‖;
(5) 与向量范数 | · | 相容：对任意 x ∈ Rm 都成立 |Ax| 6 ‖A‖|x|.
一般地, 一个定义在全体矩阵的集合上的函数 ‖ · ‖ 如果满足以上条件 (1)∼ 条件

(4), 就称这个函数为矩阵的范数. 如果还满足条件 (5), 则称它是与向量范数 | · | 相容
的矩阵范数. 由于按式 (16.1.6) 定义的矩阵范数不好计算, 应用中经常使用以下几个

矩阵范数

‖A‖1 = max
16j6m

n∑

i=1

|aij |, ‖A‖∞ = max
16i6n

m∑

j=1

|aij |, ‖A‖F =
( n∑

i=1

m∑

j=1

|aij |2
) 1

2
,

其中 A = (aij)n×m 是一个任意矩阵. 不难验证它们都满足条件 (1)∼ 条件 (4), 因而

为矩阵范数, 但其中只有 ‖ · ‖F 与向量范数 | · | 相容. 关于矩阵范数的一个基本结论

是任意两个矩阵范数 ‖ · ‖ 和 ‖ · ‖′ 都是互相等价的, 即存在常数 C1, C2 > 0 使对任意

矩阵 A 都成立

C1‖A‖ 6 ‖A‖′ 6 C2‖A‖.
对线性变换和矩阵引进了范数之后,便可对由线性变换和矩阵构成的序列考虑极

限, 并对取值为线性变换或矩阵的函数讨论极限和连续性. 我们仅以矩阵为例给出这

些概念的定义. 对于线性变换的相应定义留给读者.

定义 16.1.2 设 Ak (k = 1, 2, · · · ) 是一列 n×m 阶矩阵.

(1)如果存在一个 n×m阶矩阵 B 使 lim
k→∞

‖Ak −B‖ = 0成立,则称矩阵列 {Ak}
收敛 于 B, 或 {Ak} 以 B 为极限, 记作

lim
k→∞

Ak = B 或 Ak → B(当 n →∞);

(2)如果存在一个 n×m阶矩阵 B 使 lim
k→∞

k∑

j=1

Aj = B 成立,即 lim
k→∞

‖
k∑

j=1

Aj−B‖

= 0, 则称矩阵级数
∞∑

k=1

Ak收敛于 B, 记作
∞∑

k=1

Ak = B.

定义 16.1.3 设 D 是 Rm 中的一个非空点集, A(x) 是定义在 D 上而取值为

k × l 阶矩阵的一个矩阵函数. 又设 x0 是 Rm 中的这样一个点, 存在 δ0 > 0 使

B(x0, δ0)\{x0} ⊆ D. 如果存在一个 k × l 阶矩阵 B 使 lim
x→x0

‖A(x) − B‖ = 0 成立, 则

称矩阵函数 A(x) 当 x → x0 时收敛于 B 或以 B 为极限, 记作

lim
x→x0

A(x) = B 或 A(x) → B (当 x → x0).
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如果 x0 ∈ D 且 lim
x→x0

A(x) = A(x0), 即 lim
x→x0

‖A(x) − A(x0)‖ = 0, 则称 A(x) 在点

x0连续.

由于任意两个矩阵范数都互相等价, 所以上述定义中的矩阵范数 ‖ · ‖ 可以取为
任意一个矩阵范数. 不过, 下面为了明确我们将始终采用由式 (16.1.6) 定义的矩阵范

数. 对于这个范数而言单位矩阵的范数等于 1 (对范数 ‖ · ‖F ,显然 ‖Im‖F =
√

m > 1).

根据不等式 (16.1.8), 我们可得定理 16.1.3.

定理 16.1.3 (1) 设 An = (a(n)
ij )k×l, n = 1, 2, · · · , B = (bij)k×l, 则 lim

n→∞
An = B

的充要条件是

lim
n→∞

a
(n)
ij = bij , i = 1, 2, · · · , k, j = 1, 2, · · · , l.

(2) 设 A(x) = (aij(x))k×l, n = 1, 2, · · · , B = (bij)k×l, 则 lim
x→x0

A(x) = B 的充要条

件是

lim
x→x0

aij(x) = bij , i = 1, 2, · · · , k, j = 1, 2, · · · , l.

特别地, A(x)在点 x0连续的充要条件是每个函数 aij(x) (i = 1, 2, · · · , k, j = 1, 2, · · · , l)

都在点 x0 连续.

16.1.3 可逆矩阵的摄动定理

下面介绍有关可逆矩阵的几个重要定理. 以下我们把 m阶单位矩阵简写为 I,并

对任意 m 阶方阵 A, 规定 A0 = I.

定理 16.1.4 设 A 是一个 m 阶方阵, 其范数 ‖A‖ < 1, 则有下列结论：

(1) lim
k→∞

Ak = O, 这里 O 表示零矩阵;

(2) 矩阵 I −A 可逆, 矩阵级数
∞∑

k=0

Ak 收敛, 而且

(I −A)−1 =
∞∑

k=0

Ak; (16.1.9)

(3) 成立不等式

‖(I −A)−1‖ 6 1
1− ‖A‖ . (16.1.10)

证明 (1) 由于

‖Ak‖ = ‖Ak−1A‖ 6 ‖Ak−1‖‖A‖ 6 · · · 6 ‖A‖k, k = 1, 2, · · · ,

而由 ‖A‖ < 1 知 lim
k→∞

‖A‖k = 0, 所以 lim
k→∞

Ak = O.

(2) 为了证明 I − A 是可逆矩阵, 只须证明零不是它的特征值. 而这只须证明 1

不是 A 的特征值. (反证法) 假设 1 是 A 的特征值, 则存在单位向量 x ∈ Rm 使成立
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Ax = x. 此式蕴涵着对任意正整数 k 都有 Akx = x, 进而

1 = |x| = |Akx| 6 ‖Ak‖|x| = ‖Ak‖ → 0, 当 k →∞.

这是个矛盾. 因此 I −A 是可逆矩阵.

对任意正整数 k, 简单的计算表明

(I + A + A2 + · · ·+ Ak)(I −A) = I −Ak+1,

因此

I + A + A2 + · · ·+ Ak = (I −A)−1 −Ak+1(I −A)−1. (16.1.11)

而由 lim
k→∞

Ak = O 易知 lim
k→∞

Ak+1(I − A)−1 = O, 所以由式 (16.1.11) 知矩阵级数
∞∑

k=0

Ak 收敛, 且式 (16.1.9) 成立.

(3) 由等式 (I −A)−1 =
∞∑

k=0

Ak, 有

‖(I −A)−1‖ =
∥∥∥
∞∑

k=0

Ak
∥∥∥ 6

∞∑

k=0

‖Ak‖ 6
∞∑

k=0

‖A‖k =
1

1− ‖A‖ .

这就证明了式 (16.1.10). 证毕.

定理 16.1.5(摄动定理) 设 A 是 m 阶可逆矩阵, 则存在 ε > 0, 事实上可取

ε =
1

‖A−1‖ , 使对任意满足条件 ‖B‖ < ε 的 m 阶方阵 B, A + B 也是可逆矩阵.

证明 事实上, 当 ‖B‖ <
1

‖A−1‖ 时, 有

‖A−1B‖ 6 ‖A−1‖‖B‖ < 1,

所以根据定理 16.1.3 知这时 I + A−1B 是可逆矩阵, 进而 A + B = A(I + A−1B) 也是

可逆矩阵. 因此, 只要取 ε =
1

‖A−1‖ , 就得到了本定理的结论. 证毕.

推论 16.1.1 设 A 是 Rm 上的可逆线性变换, 则存在 ε > 0, 事实上可取 ε =
1

‖A−1‖ , 使对 Rm 上任意满足条件 ‖B‖<ε 的线性变换 B, A+B也是可逆线性变换.

一个带有范数的线性系统 (带有范数的线性空间), 对其中的某个量 a 加一个范

数很小的另一量 b, 得到的量 a + b 叫做 a 的小摄动或小扰动. 因此定理 16.1.4 与推

论 16.1.1 告诉我们, 可逆矩阵的小摄动仍然是可逆矩阵, 可逆线性变换的小摄动仍然

是可逆线性变换.
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推论 16.1.2 设矩阵函数 A(x)取值于 m阶方阵且在点 x0 连续.如果 A(x0)是

可逆矩阵, 则存在 δ > 0, 使对任意 x ∈ B(x0, δ), A(x) 也是可逆矩阵.

证明 根据定理 16.1.4, 由 A(x0) 是可逆矩阵知存在 ε > 0, 使对任意 m 阶方阵

B, 只要 ‖B‖ < ε, 那么 A(x0) + B 便也是可逆矩阵. 对此 ε > 0, 由 A(x) 在点 x0 连

续知存在 δ > 0, 使对任意 x ∈ B(x0, δ) 都有 ‖A(x)−A(x0)‖ < ε, 因此当 x ∈ B(x0, δ)

时, A(x) = A(x0) + [A(x)−A(x0)] 是可逆矩阵. 证毕.

推论 16.1.3 设 A(x) 是取值于 L(Rm,Rm) 的函数, 在点 x0 连续. 又设 A(x0)

是可逆线性变换, 则存在 δ > 0, 使对任意 x ∈ B(x0, δ), A(x) 也是可逆线性变换.

习 题 16.1

1. 求下列矩阵列的极限或矩阵级数的和：

(1) lim
n→∞




cos
θ

n
sin

θ

n

− sin
θ

n
cos

θ

n


; (2) lim

n→∞
1
n

(
1 a

0 1

)
n

;

(3) lim
n→∞




λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ




n

(|λ| < 1); (4) lim
n→∞




1
2

1 1

0
1
3

1

0 0
1
5




n

;

(5)
∞∑

n=1

1
n

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
n

; (6)
∞∑

n=0

1
n!




1 a 0

0 1 a

0 0 1




n

.

2. 求下列矩阵按式 (16.1.6) 定义的范数：

(1)

(
a b

−b a

)
; (2)

(
a b

b a

)
;

(3)




1 −1 −1

1 1 −1√
2 0

√
2


; (4)




1 1
√

2

1 −1 0

1 1 −√2


.

3. 设 m 阶方阵 A 的范数 ‖A‖ < 1. 证明：对任意自然数 n 都成立

‖(I −A)−1 − (I + A + A2 + · · ·+ An)‖ 6 ‖A‖n+1

1− ‖A‖ .

4. 设 A 是方阵, 试应用矩阵的若尔当标准型理论证明： lim
n→∞

An = O 的充要条件是

A 的所有特征值的模都小于 1.

5. 证明：方阵 A 的所有特征值的模都不大于它的任意一种矩阵范数 ‖A‖.
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6. 证明对任意方阵 A, 矩阵级数
∞∑

n=0

1
n!

An 都收敛, 其和叫做 A 的指数, 记作 eA 或

exp(A), 即

eA = exp(A) = I + A +
1
2!

A2 + · · ·+ 1
n!

An + · · · .

再证明以下结论：

(1) 对任意方阵 A 成立 ‖eA‖ 6 e‖A‖;

(2) 对任意两个可交换的方阵 A 和 B (AB = BA), 成立 eAeB = eBeA = eA+B ;

(3) 对任意方阵 A, eA 都是可逆矩阵, 且 (eA)−1 = e−A;

(4) 对任意方阵 A, 矩阵值函数 F (t) = etA (t ∈ R) 都可导, 且 F ′(t) = AetA, 这

里矩阵值函数 F (t) 的导数 F ′(t) 定义如下

F ′(t) = lim
∆t→0

1
∆t

[F (t + ∆t)− F (t)].

7. 试应用矩阵的若尔当标准型理论证明：对任意方阵 A 都成立

det(eA) = etr(A),

这里 tr(A) 为方阵 A 的迹, 定义为 A 的全部对角线元素的和, 或等价地定义为

A的全部特征值的和 (两种定义的等价性可应用矩阵的特征多项式和多项式根与

系数关系的韦达定理证明).

8. 证明：对任意方阵 A 都成立

eA = lim
n→∞

(
I +

1
n

A
)n

.

16.2 多元向量函数的偏导数与全微分

多元向量函数的偏导数与全微分, 原则上可通过其分量函数的偏导数与全微分

得到.

设 F (x)(其中 x = (x1, x2, · · · , xm)) 是定义在 Rm 中的开集 D 上的一个 n 维向

量函数, 即 F 是从 D ⊆ Rm 到 Rn 的映射, 而 x0 = (x01, x02, · · · , x0m) 是 D 中一点.

如果 F (x) 的每个分量函数 Fj(x) (j = 1, 2, · · · , n) 都在点 x0 关于变元 xi 有偏导数,

这里 1 6 i 6 m, 则称 F (x) 在点 x0 关于变元 xi 有偏导数, 并且定义 F (x) 在点 x0

关于变元 xi 的偏导数为

F xi
(x0) =

∂F

∂xi
(x0) =

(∂F1

∂xi
(x0),

∂F2

∂xi
(x0), · · · ,

∂Fn

∂xi
(x0)

)
.

也可应用向量函数的极限直接定义偏导数 F xi
(x0) =

∂F

∂xi
(x0) 如下

F xi
(x0) =

∂F

∂xi
(x0) = lim

∆xi→0

∂F (x0 + ∆xiei)− F (x0)
∆xi

,
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其中 ei 表示 Rm 中第 i 个分量为 1、其余分量为零的单位向量. 易见以上两个定义

是互相等价的.

类似地, 如果 F (x) 的每个分量函数 Fj(x) (j = 1, 2, · · · , n) 都在点 x0 可微, 则称

F (x) 在点 x0 可微, 并且定义 F (x) 在点 x0 的微分为

dF (x0) = (dF1(x0),dF2(x0), · · · ,dFn(x0)). (16.2.1)

注意由于对每个 1 6 j 6 n, dFj(x0) 是 Rm 上的线性函数, 所以 dF (x0) 是从 Rm 到

Rn 的线性变换.

向量函数的微分也可不通过分量函数而直接定义如下.

定义 16.2.1 设 F (x) 是在点 x0 ∈ Rm 及其附近有定义的 m 元 n 维向量函数.

如果存在线性变换 A : Rm → Rn 使成立

F (x) = F (x0) + A(x− x0) + o(|x− x0|), 当 x → x0, (16.2.2)

即

lim
x→x0

F (x)− F (x0)−A(x− x0)
|x− x0| = 0,

则称 F (x) 在点 x0可微, 并称线性变换 A 为 F (x) 在点 x0 的微分, 记作 dF (x0), 即

dF (x0) = A.

以上两种定义是等价的. 我们把这个结论写成

定理 16.2.1 n 维向量函数 F (x)(按定义 16.2.1) 在点 x0 可微的充要条件是它

的每个分量函数 Fj(x) (j = 1, 2, · · · , n) 都在点 x0 可微, 而且这时式 (16.2.1) 成立.

证明 先设 F (x) 按定义 16.2.1 在点 x0 可微, 则存在线性变换 A : Rm → Rn

使式 (16.2.2) 成立. 令 Aj 为 A 的第 j 个分量, j = 1, 2, · · · , n, 即

A(x) = (A1(x), A2(x), · · · , An(x)), ∀x ∈ Rm. (16.2.3)

则从式 (16.2.2) 可知

Fj(x) = Fj(x0) + Aj(x− x0) + o(|x− x0|), 当 x → x0 (16.2.4)

这说明每个 Fj(x) 都在点 x0 可微, 而且 dFj(x0) = Aj , j = 1, 2, · · · , n.

反过来假设 F (x) 的每个分量函数 Fj(x) 都在点 x0 可微, j = 1, 2, · · · , n. 记

Aj = dFj(x0), j = 1, 2, · · · , n, 再按式 (16.2.3)定义线性变换 A : Rm → Rn, 则由每个

Fj(x) 都在点 x0 可微而且 dFj(x0) = Aj 知式 (16.2.4) 成立, 进而式 (16.2.2) 也成立,

说明 F (x) 按定义 16.2.1 在点 x0 可微, 而且

dF (x0) = A = (A1, A2, · · · , An) = (dF1(x0),dF2(x0), · · · ,dFn(x0)).
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证毕.

向量函数 F 在点 x0 的微分 dF (x0) 也叫做 F 在点 x0 的导映射, 记作 DF (x0).

所以 DF (x0) = dF (x0), 即导映射和全微分是相同的概念, 区别仅在于在全微分的表

达式中,自变量都采用与函数的自变量 x1, x2, · · · , xm相关联的符号 dx1,dx2, · · · ,dxm

来表示, 而在导映射的的表达式中则无此约定. 因此, 以后当我们写 dF (x0) 时, 便约

定其自变量采用带有 d 的符号 dx1,dx2, · · · ,dxm 等表示, 而当写 DF (x0) 时, 则对自

变量的表示符号没有限定.

由于向量函数在点 x0 可微等价于它的每个分量函数都在点 x0 可微, 所以根据

数量函数的微分学知, 向量函数 F 如果在点 x0 可微则它必在点 x0 连续, 而且在点

x0 关于每个自变元都有偏导数. 由于

dFi(x0) =
∂Fi

∂x1
(x0)dx1 +

∂Fi

∂x2
(x0)dx2 + · · ·+ ∂Fi

∂xm
(x0)dxm

=
(

∂Fi

∂x1
(x0)

∂Fi

∂x2
(x0) · · · ∂Fi

∂xm
(x0)

)



dx1

dx2

...

dxm




, i = 1, 2, · · · , n

所以

dF (x0) =




∂F1

∂x1
(x0)

∂F1

∂x2
(x0) · · · ∂F1

∂xm
(x0)

∂F2

∂x1
(x0)

∂F2

∂x2
(x0) · · · ∂F2

∂xm
(x0)

...
...

...

∂Fn

∂x1
(x0)

∂Fn

∂x2
(x0) · · · ∂Fn

∂xm
(x0)







dx1

dx2

...

dxm




. (16.2.5)

式 (16.2.5)右端的 n×m阶矩阵叫做向量函数 F (x)在点 x0 的雅可比矩阵或导矩阵,

仍然用导映射的符号 DF (x0) 表示, 也经常记作
D(F1, F2, · · · , Fn)
D(x1, x2, · · · , xm)

∣∣∣
x=x0

, 即

DF (x0) =
D(F1, F2, · · · , Fn)
D(x1, x2, · · · , xm)

∣∣∣∣∣
x=x0

=




∂F1

∂x1
(x0)

∂F2

∂x1
(x0) · · · ∂Fn

∂x1
(x0)

∂F1

∂x2
(x0)

∂F2

∂x2
(x0) · · · ∂Fn

∂x2
(x0)

...
...

...
∂F1

∂xm
(x0)

∂F2

∂xm
(x0) · · · ∂Fn

∂xm
(x0)




.
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式 (16.2.5) 说明, F (x) 在点 x0 的微分 dF (x0) 或导映射 DF (x0) 作为从 Rm 到 Rn

的线性变换, 其表示矩阵正是它在该点的雅可比矩阵 DF (x0). 因此, 微分式 (16.2.2)

也可写成

F (x) = F (x0) + DF (x0)(x− x0) + o(|x− x0|), 当 x → x0. (16.2.6)

例 1 设 A 是从 Rm 到 Rn 的线性变换, 而 F (x) = A(x). 对任意 x0 ∈ Rm, 求

DF (x0).

解 因为

F (x)− F (x0) = A(x)−A(x0) = A(x− x0),

所以 DF (x0) = A.

例 2 设 F (x, y) = (ex cos y, ex sin y). 求 DF (x, y).

解

DF (x, y) =




∂(ex cos y)
∂x

∂(ex cos y)
∂y

∂(ex sin y)
∂x

∂(ex sin y)
∂y


 =

(
ex cos y −ex sin y

ex sin y ex cos y

)
.

由于向量函数的偏导数和全微分都可通过其分量函数得到,所以关于数量函数的

偏导数和全微分的各个命题或者可以直接平行地推广到向量函数,或者只须做适当的

修改即可适用于向量函数. 例如,如果 m元向量函数 F (x)在点 x0 可微,则对任意单

位向量 l ∈ Rm, F (x) 在点 x0 沿 l 方向的方向导数

∂F

∂ l
(x0) = lim

t→0

F (x0 + tl)− F (x0)
t

存在, 而且
∂F

∂ l
(x0) = DF (x0)(l) = DF (x0) · l.

注意第一个等号后的 DF (x0) 表示导映射 (线性变换), 第二个等号后的 DF (x0) 表示

导矩阵 (矩阵). 再比如, 如果 F (x) 在点 x0 及其附近有关于各个变元的偏导数, 而且

所有偏导数都在点 x0 连续, 则 F (x) 在点 x0 可微, 等等. 这些命题的证明以及其他

类似命题的陈述与证明都留给读者, 我们不再在这里逐个地讨论了. 下面仅讨论两个

定理, 一个是关于复合函数导映射的链锁规则, 另一个是微分中值不等式.

定理 16.2.2(链锁规则) 设 F 是在点 x0 ∈ Rm 及其附近有定义的 m元 n维向

量函数, G 是在点 y0 = F (x0) ∈ Rn 及其附近有定义的 n 元 p 维向量函数. 假设 F

在点 x0 可微, G 在点 y0 可微, 则复合函数 G ◦ F 在点 x0 可微, 且

D(G ◦ F )(x0) = DG(y0)DF (x0). (16.2.7)
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证明 由 F 在点 x0 可微知

F (x) = F (x0) + DF (x0)(x− x0) + o(|x− x0|), 当 x → x0, (16.2.8)

又由 G 在点 y0 可微知

G(y) = G(y0) + DG(y0)(y − y0) + o(|y − y0|), 当 y → y0. (16.2.9)

因为 y0 = F (x0),所以由式 (16.2.8)易见当 x → x0时有 F (x) → y0. 因此把式 (16.2.8)

代入式 (16.2.9) 得

G(F (x)) =G(y0) + DG(y0)(F (x)− y0) + o(|F (x)− y0|)
=G(F (x0)) + DG(y0)

(
DF (x0)(x− x0)

)
+ o(|x− x0|), 当 x → x0.

按定义, 这表明复合函数 G ◦ F 在点 x0 可微, 且式 (16.2.7) 成立. 证毕.

由上述定理可知, 如果 F 是在一个开集 D ⊆ Rm 上定义并且可微的 n 维向量函

数, 其值域包含于 Rn 中的开集 E：F (D) ⊆ E, 而 G 是在 E 上定义并且可微的 p 维

向量函数, 则复合函数 G ◦ F 在 D 上可微, 且成立

D(G(F (x))) = DG(F (x))DF (x), ∀x ∈ D.

如果设 F = (F1, F2, · · · , Fn), G = (G1, G2, · · · , Gp), G ◦ F = (H1,H2, · · · ,Hp), 并用

(x1, x2, · · · , xm) 表示 Rm 中的变元, 用 (y1, y2, · · · , yn) 表示 Rn 中的变元, 则上式也

可写成下述形式

∂(H1,H2, · · · ,Hp)
∂(x1, x2, · · · , xm)

=
∂(G1, G2, · · · , Gp)
∂(y1, y2, · · · , yn)

∂(F1, F2, · · · , Fn)
∂(x1, x2, · · · , xm)

.

定理 16.2.3(微分中值不等式) 设 D 是 Rm 中的凸区域, F 是在 D 上定义并

且可微的 m 元 n 维向量函数, 则对任意两点 x, y ∈ D, 存在 x 与 y 的连线上的点 ξ

使成立

|F (x)− F (y)| 6 ‖DF (ξ)‖|x− y|.
证明 令

f(z) = [F (x)− F (y)] · F (z), ∀z ∈ D.

其中 “·” 表示 Rn 中向量的内积或点积, 则易见 f 是凸区域 D 上的可微的数量函数,

且

∇f(z) = [F (x)− F (y)] ·DF (z), ∀z ∈ D.

因此应用多元数量函数的微分中值定理, 即知存在 x 与 y 的连线上的点 ξ 使成立

f(x)− f(y) = ∇f(ξ) · (x− y).

104



第 16 章 多元向量函数的微分学

此即,

|F (x)− F (y)|2 = [F (x)− F (y)] ·DF (ξ) · (x− y).

而此式右端不超过 |F (x)− F (y)|‖DF (ξ)‖|x− y|, 所以所需证明的不等式成立. 证毕.

需要注意的是对于维数 n > 2 的向量函数, 我们只能得到上述微分中值不等式,

而不能像数量函数那样得到等式形式的微分中值定理. 反例如下：考虑定义在 R2 上

的下列二维向量函数

F (x, y) = (ex cos y, ex sin y), ∀(x, y) ∈ R2.

显然 F 在整个 R2 上可微, 且

DF (x, y) =

(
ex cos y −ex sin y

ex sin y ex cos y

)
, ∀(x, y) ∈ R2.

对两点 P = (0, 0) 和 Q = (0, 2π), 易见

F (P )− F (Q) = (0, 0),

即 F (P ) − F (Q) 是零向量. 但因为对任意 (x, y) ∈ R2, DF (x, y) 都是可逆矩阵, 而
−−→
QP 又是非零向量, 所以不存在 R2 中的任何点 M 使成立

F (P )− F (Q) = DF (M)(P −Q).

对于多元向量函数, 也可像多元数量函数那样引进高阶偏导数和高阶微分等概

念, 并应用这些概念研究多元向量函数的性质. 这些工作我们留给读者.

习 题 16.2

1. 求下列映射 F : D ⊆ R2 → R2 在各点的导映射 DF , 并求其秩 rankDF：

(1) F (x, y) = (x2 − y2, 2xy); (2) F (x, y) = (x3 − 3xy2, 3x2y − y3);

(3) F (x, y) =
(
xy,

y

x

)
; (4) F (x, y) =

( x√
x2 + y2

,− y√
x2 + y2

)
;

(5) F (x, y) =
(√

x2 + y2, arctan
y

x

)
; (6) F (r, θ) = (r cos θ, r sin θ).

2. 求下列映射 F : D ⊆ R2 → R3 在各点的导映射 DF , 并求其秩 rankDF：

(1) F (u, v)=(u + v, u2+v2, u3 + v3); (2) F (u, v)=(au cos v, bu sin v, cv);

(3)F (u, v)=(eu+v, eu−v, uv);

(4)F (u, v)=
(
u cos

v

u
, u sin

v

u
, u2+v2

)
;

(5)F (u, v)=(eu + u sin v, eu−u cos v, uv);

(6)F (θ, ϕ)=(a cos θ cos ϕ, b sin θ cos ϕ, c sinϕ).
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3. 求下列映射 F : D ⊆ R3 → R3 在各点的导映射 DF , 并求其秩 rankDF：

(1) F (x, y, z) = (xy, yz, zx); (2) F (x, y, z) =
(y

x
,
z

x
, y − z

)
;

(3) F (x, y, z) = (y + z − x, z + x− y, x + y − z);

(4) F (x, y, z) =
( x√

x2 + y2 + z2
,

y√
x2 + y2 + z2

,
z√

x2 + y2 + z2

)
;

(5) F (r, θ, z) = (ar cos θ, br sin θ, z);

(6) F (r, θ, ϕ) = (ar cos θ cos ϕ, br sin θ cos ϕ, cr sinϕ).
4. 设 u = u(x, y, z), v = v(x, y, z), x = x(s, t), y = y(s, t), z = z(s, t), 它们都有连续

的一阶偏导数. 证明：

D(u, v)
D(s, t)

=
D(u, v)
D(x, y)

D(x, y)
D(s, t)

+
D(u, v)
D(y, z)

D(y, z)
D(s, t)

+
D(u, v)
D(z, x)

D(z, x)
D(s, t)

.

5. 设 D 是 Rm 中的开集, F : D → Rm 是可微映射, 且 detDF (x) 6= 0, ∀x ∈ D. 又

设 y0 ∈ Rm\F (D). 令 f(x) = |y0 − F (x)|2, ∀x ∈ D. 证明 f 是 D 上的可微函数,

且 ∇f(x) 6= 0, ∀x ∈ D.

6. 设 D 是 Rm 中的开集, F 是 D 上的 m 维向量函数.

(1) 设 x0 ∈ D 是 F 的一个零点, 即 F (x0) = 0, 并设 F 在 x0 ∈ D 点可微, 且

detDF (x0) 6= 0; 证明 x0 是 F 的孤立零点, 即存在 δ > 0 使在 B(x0, δ) 上 x0

是 F 的唯一零点;

(2) 设 F 在 D 上可微, 且 detDF (x) 6= 0, ∀x ∈ D, 证明对 D 的任意有界闭子集

D0 和任意 y ∈ F (D0), 在 D0 中 F 取值为 y 的点只有有限个多个.

16.3 隐函数定理和反函数定理

本节把数量函数的隐函数定理推广到向量函数,然后应用这个定理导出一系列重

要的定理.

16.3.1 压缩映射原理

对于一个映集合 E 到自身的映射 F : E → E, 假如 E 中的点 x̄ 满足 F (x̄) = x̄,

则称 x̄ 为映射 F 的不动点. 如果 E 是欧氏空间 Rm 中的点集, 且存在数 0 < r < 1

使成立

d(F (x), F (y)) 6 rd(x, y), ∀x, y ∈ E,

则称 F 为 E 上的压缩映射. 显然当 F 是 E ⊆ Rm 上的压缩映射时, 它作为 E 上的

m 维向量函数是连续函数.

定理 16.3.1(压缩映射原理) 设 E 是 Rm 中的闭集, F : E → E 是压缩映射,

则 F 在 E 中有唯一的不动点.
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证明 先证明存在性. 为此任取一点 x0 ∈ E, 然后构造点列 {xn} 如下

xn = F (xn−1), n = 1, 2, · · · .

我们来证明这个点列收敛. 由 F 的压缩性我们有

|xn − xn−1| = |F (xn−1)− F (xn−2)| 6 r|xn−1 − xn−2|
6 r2|xn−2 − xn−3| 6 · · · 6 rn−1|x1 − x0|, n = 1, 2, · · · .

因此对任意正整数 n 和 p 都有

|xn+p − xn| = |(xn+p − xn+p−1) + (xn+p−1 − xn+p−2) + · · ·+ (xn+1 − xn)|
6 |xn+p − xn+p−1|+ |xn+p−1 − xn+p−2|+ · · ·+ |xn+1 − xn|
6 rn+p−1|x1 − x0|+ rn+p−2|x1 − x0|+ · · ·+ rn|x1 − x0|
=

rn − rn+p

1− r
|x1 − x0| 6 rn

1− r
|x1 − x0|.

因为 lim
n→∞

rn

1− r
|x1 − x0| = 0, 所以对任意给定的 ε > 0, 存在相应的正整数 N , 使当

n > N 时, 对任意正整数 p 都有

|xn+p − xn| 6 rn

1− r
|x1 − x0| < ε.

因此由柯西收敛准则知{xn} 有极限. 令 x̄ = lim
n→∞

xn, 则因为 xn ∈ E (n = 1, 2, · · · ) 而
E 是闭集, 所以 x̄ ∈ E. 在等式 xn = F (xn−1) 两端令 n →∞ 取极限, 应用 F 的连续

性, 即知 x̄ = F (x̄), 这就证明了不动点的存在性.

再证明不动点的唯一性. 设 x̄′ ∈ E 是 F 的任意一个不动点, 而 x̄ 如上所述, 则

由 F 的压缩性得

|x̄′ − x̄| = |F (x̄′)− F (x̄)| 6 r|x̄′ − x̄|.
因为 r < 1, 这个不等式蕴涵着 |x̄′ − x̄| = 0, 即 x̄′ = x̄. 这就证明了不动点的唯一性.

证毕.

注意上述证明告诉我们, 如果 F 是映闭集 E 到自身的压缩映射, 则以 E 中任意

点 x0 为初始点构造的迭代点列 xn = F (xn−1) (n = 1, 2, · · · ) 都收敛于 F 在 E 中的

唯一不动点.

16.3.2 隐函数定理

现在我们把数量函数的隐函数定理推广到向量函数的情形.

设 Ω 是 Rm+n 中的开集, Φ 是定义在 Ω 上的 n 维向量函数. 考察方程

Φ(x, y) = 0, (16.3.1)
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其中, x = (x1, x2, · · · , xm)是 m维变元, y = (y1, y2, · · · , yn)是 n维变元. 注意这是一

个有 n个方程的方程组. 我们的问题是在什么条件下,从这个方程组可以把 y 作为未

知元解出为 x 的函数? 下面的定理给出了当已知 Φ(x, y) 的一个零点 (x0, y0) 时, 在

该点附近能够把 y 解出为 x 的函数的一类充分条件.

定理 16.3.2(隐函数定理) 设 Ω 是 Rm+n 中的开集, Φ 是定义在 Ω 上的一个

n 维向量函数, (x0, y0) 是 Ω 中一点, 其中, x0 ∈ Rm, y0 ∈ Rn. 用 (x, y) 表示 Rm+n

中的变元, 其中 x ∈ Rm, y ∈ Rn. 假设

(1) Φ 在 Ω 上连续;

(2) Φ(x, y) 关于 y 可微, 且导映射 DyΦ(x, y) 作为 (x, y) 的函数在点 (x0, y0)

连续;

(3) Φ(x0, y0) = 0;

(4) DyΦ(x0, y0) : Rn → Rn 是可逆线性变换,

则存在 r > 0 和 a > 0, 这里 r 和 a 足够小使得 B(x0, r)× B(y0, a) ⊆ Ω , 以及定义在

B(x0, r) 上、取值于 B(y0, a) 的连续的 n 维向量函数 F , 使成立

F (x0) = y0, Φ(x,F (x)) = 0, ∀x ∈ B(x0, r),

而且对每个 x ∈ B(x0, r), y = F (x)都是关于 y 的方程 Φ(x, y) = 0在 B(y0, a)中的唯

一解. 进一步, 如果 Φ(x, y) 关于变元 x 也可微, 则 F 是可微函数, 且

DF (x) = −[DyΦ(x,F (x))]−1DxΦ(x,F (x)), ∀x ∈ B(x0, r). (16.3.2)

在给出定理 16.3.2 的证明之前, 我们先对这个定理的意义做一些说明. 由于

Φ(x, y) 关于变元 y 可微, 所以有

Φ(x, y) = Φ(x, y0) + DyΦ(x, y0)(y − y0) + o(|y − y0|), 当 y → y0.

因此, 如果略去关于 y − y0 的高阶无穷小量, 可知方程 Φ(x, y) = 0 在点 y = y0 附近

可以近似地写成

Φ(x, y0) + DyΦ(x, y0)(y − y0) = 0.

这是一个关于 y 的线性方程, 叫做方程 Φ(x, y) = 0 的线性化方程. 由 DyΦ(x0, y0) 可

逆和 DyΦ(x, y) 在点 (x0, y0) 的连续性知当 x 在点 x0 附近变化时, DyΦ(x, y0) 也可

逆, 从而上述线性方程就有唯一的解. 定理 16.3.2 保证了, 由线性化方程的唯一可解

性可以局部地推出非线性方程的可解性.

证明 显然方程 Φ(x, y) = 0 等价于下列方程

y = y − [DyΦ(x0, y0)]−1Φ(x, y).
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令 Ψ(x, y) = y − [DyΦ(x0, y0)]−1Φ(x, y), 则为了证明上述方程对点 x0 附近的 x 有解,

只须证明对点 x0 附近的 x, 映射 y 7→ Ψ(x, y) 有不动点. 下面应用压缩映射原理证明

这个结论.

令 M = ‖[DyΦ(x0, y0)]−1‖. 由于 DyΦ(x, y)在点 (x0, y0)连续,所以存在 δ > 0和

a > 0 使 B(x0, δ)×B(y0, a) ⊆ Ω 且当 x ∈ B(x0, δ) 且 y ∈ B(y0, a) 时, 有

‖DyΦ(x, y)−DyΦ(x0, y0)‖ <
1

2M
. (16.3.3)

因此

‖DyΨ(x, y)‖ = ‖I − [DyΦ(x0, y0)]−1DyΦ(x, y)‖
= ‖[DyΦ(x0, y0)]−1[DyΦ(x0, y0)−DyΦ(x, y)]‖
6 ‖[DyΦ(x0, y0)]−1‖‖DyΦ(x0, y0)−DyΦ(x, y)‖
6 M · 1

2M
=

1
2
. (16.3.4)

又由函数 x 7→ Φ(x, y0) 的连续性知存在 0 < r 6 δ, 使当 x ∈ B(x0, r) 时, 有

|Φ(x, y0)| = |Φ(x, y0)− Φ(x0, y0)| < a

2M
. (16.3.5)

下面证明当 x ∈ B(x0, r) 时, 映射 y 7→ Ψ(x, y) 是映闭球 B(y0, a) 到自身的压缩映射.

首先证明这个映射把闭球 B(y0, a) 映入自身. 事实上, 应用微分中值不等式和式

(16.3.4), 式 (16.3.5) 可知当 y ∈ B(y0, a) 时, 有

|Ψ(x, y)− y0| 6 |Ψ(x, y)−Ψ(x, y0)|+ |Ψ(x, y0)− y0|
6 ‖DyΨ(x, ξ)‖|y − y0|+ |[DyΦ(x0, y0)]−1Φ(x, y0)|
6 1

2
· a + M · a

2M
= a,

即 Ψ(x, y) ∈ B(y0, a). 因此映射 y 7→ Ψ(x, y) 把闭球 B(y0, a) 映入自身.

其次证明这个映射是压缩映射. 事实上, 对任意 y1, y2 ∈ B(y0, a), 应用微分中值

不等式和式 (16.3.4), 我们有

|Ψ(x, y1)−Ψ(x, y2)| 6 ‖DyΨ(x, η)‖|y1 − y2| 6 1
2
|y1 − y2|,

可见映射 y 7→ Ψ(x, y) 是压缩映射.

这样根据压缩映射原理知对每个 x ∈ B(x0, r), 映射 y 7→ Ψ(x, y) 都在闭球

B(y0, a) 上有唯一的不动点. 记此不动点为 F (x), 则就证明了隐函数 y = F (x) 的

存在唯一性.

再来证明隐函数 y = F (x) 的连续性. 设 x1, x2 ∈ B(x0, r), 令 y1 = F (x1),

y2 = F (x2), 则有 y1 = Ψ(x1, y1), y2 = Ψ(x2, y2). 因此
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|y1 − y2| = |Ψ(x1, y1)−Ψ(x2, y2)|
6 |Ψ(x1, y1)−Ψ(x1, y2)|+ |Ψ(x1, y2)−Ψ(x2, y2)|
6 ‖DyΨ(x1, ζ)‖|y1 − y2|+ |[DyΦ(x0, y0)]−1[Φ(x1, y2)− Φ(x2, y2)]|
6 1

2
|y1 − y2|+ M |Φ(x1, y2)− Φ(x2, y2)|,

进而

|y1 − y2| 6 2M |Φ(x1, y2)− Φ(x2, y2)|,

即

|F (x1)− F (x2)| 6 2M |Φ(x1, y2)− Φ(x2, y2)|,

据此应用函数 Φ(x, y) 的连续性, 即知函数 F (x) 也连续.

最后证明如果 Φ(x, y) 关于变元 x 可微, 则 F 是可微函数, 且求导公式 (16.3.2)

成立. 为此设 x̄ 是 B(x0, r) 中任意一点, 并令 ȳ = F (x̄), 则对任意 x ∈ B(x0, r), 由于

Φ(x,F (x)) = 0, Φ(x̄, ȳ) = Φ(x̄,F (x̄)) = 0,

所以根据 Φ(x, y) 关于变元 x 和 y 都可微以及 lim
x→x̄

F (x) = F (x̄) = ȳ, 我们得到

0 =Φ(x,F (x))− Φ(x̄, ȳ)

= [Φ(x,F (x))− Φ(x̄,F (x))] + [Φ(x̄,F (x))− Φ(x̄, ȳ)]

= [DxΦ(x̄,F (x))(x− x̄) + o(|x− x̄|)]
+[DyΦ(x̄, ȳ)(F (x)− ȳ) + o(|F (x)− ȳ|)], 当 x → x̄.

由式 (16.3.3) 和摄动定理可知当 (x, y) ∈ B(x0, r) × B(y0, a) 时, DyΦ(x, y) 是可逆线

性变换, 特别地, DyΦ(x̄, ȳ) 是可逆线性变换. 因此, 由上式得

[F (x)− F (x̄)] + o(|F (x)− F (x̄)|) = −[DyΦ(x̄, ȳ)]−1[DxΦ(x̄,F (x))(x− x̄) + o(|x− x̄|)],
当x → x̄.

再应用摄动定理, 即知

F (x)− F (x̄) =−[I + o(1)]−1[DyΦ(x̄, ȳ)]−1[DxΦ(x̄,F (x))(x− x̄) + o(|x− x̄|)]
=−[DyΦ(x̄, ȳ)]−1DxΦ(x̄, ȳ)(x− x̄) + o(|x− x̄|), 当x → x̄.

因此 F (x) 在点 x̄ 可微, 且

DF (x̄) = −[DyΦ(x̄, ȳ)]−1DxΦ(x̄, ȳ),

即式 (16.3.2) 成立. 证毕.
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16.3.3 反函数定理

隐函数定理的第一个应用是下述反函数定理.

定理 16.3.3(反函数定理) 设 D是Rm中的开集, F 是 D上的可微的m维向量

函数. 又设 x0 是 D中一点, F 的导映射 DF (x)在点 x0 连续,且 DF (x0) : Rm → Rm

是可逆线性变换. 令 y0 = F (x0), 则存在充分小的 a > 0 和 b > 0 以及定义在 B(y0, b)

上的可微的 m 维向量函数 G, 使得 F (B(x0, a)) ⊆ B(y0, b), G(B(y0, b)) ⊆ D, 且

G(F (x)) = x, ∀x ∈ B(x0, a), (16.3.6)

F (G(y)) = y, ∀y ∈ B(y0, b), (16.3.7)

DG(y) = [(DF )(G(y))]−1, ∀y ∈ B(y0, b), (16.3.8)

即 F 在点 x0 附近有反函数, 且反函数 G 的导映射是 F 的导映射之逆.

证明 令 Ω = D ×Rm, 并定义映射 Φ : Ω → Rm 如下

Φ(x, y) = F (x)− y, ∀(x, y) ∈ Ω ,

则由 F 满足的条件易知 Φ 在 Ω 上可微因而也连续,特别地关于 x和 y 都可微,而且

DxΦ(x, y) = DF (x), DyΦ(x, y) = −I, ∀(x, y) ∈ Ω .

由于 Φ(x0, y0)=0, DxΦ(x0, y0)=DF (x0) : Rm→Rm 是可逆线性变换,且 DxΦ(x, y)=

DF (x) 在点 (x0, y0) 连续, 所以根据隐函数定理知存在充分小的 b > 0 和定义在

B(y0, b) 上的可微的 m 维向量函数 G, 使得 G(B(y0, b)) ⊆ D, 且

G(y0) = x0, Φ(G(y), y) = 0, ∀y ∈ B(y0, b),

即

F (G(y)) = y, ∀y ∈ B(y0, b),

而且

DG(y) = −[DxΦ(G(y), y)]−1DyΦ(G(y), y) = [(DF )(G(y))]−1, ∀y ∈ B(y0, b),

即式 (16.3.7) 和式 (16.3.8) 都成立. 因此只须再证明式 (16.3.6). 为此再考虑定义在

Ω̃ = Rm ×B(y0, b) 上的如下 m 维向量函数 Ψ

Ψ(x, y) = x−G(y), ∀(x, y) ∈ Ω̃ .

显然 Ψ在 Ω̃ 上可微因而也连续并关于 x和 y都可微, Ψ(x0, y0)=0,并且 DyΨ(x0, y0)=

−DG(y0)=−[DF (x0)]−1 是 Rm 上的可逆线性变换.又由式 (16.3.8)易知 DyΨ(x, y)=
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−DG(y) 在点 (x0, y0) 连续. 因此再次应用隐函数定理知存在充分小的 a > 0 和定义

在 B(x0, a) 上的可微的 m 维向量函数 F̃ , 使得 F̃ (B(x0, a)) ⊆ B(y0, b), 且

F̃ (x0) = y0, Ψ(x, F̃ (x)) = 0, ∀x ∈ B(x0, a),

即

G(F̃ (x)) = x, ∀x ∈ B(x0, a). (16.3.9)

由此式和式 (16.3.7) 可知

F̃ (x) = F (G(F̃ (x))) = F (x), ∀x ∈ B(x0, a).

说明 F̃ 是 F 在 B(x0, a) 上的限制. 因此由式 (16.3.9) 得式 (16.3.6). 证毕.

16.3.4 满射定理和单射定理

应用隐函数定理我们还可得到下面两个定理.

定理 16.3.4(满射定理) 设 D 是 Rm 中的开集, F 是 D 上的可微的 n 维向量

函数. 又设 x0 是 D 中一点, F 的导映射 DF (x)在点 x0 连续,且 DF (x0) : Rm → Rn

是满射线性变换, 即 r(DF (x0)) = n. 则 F 在点 x0 附近映满 y0 = F (x0) 的一个邻域

并在点 x0 附近有可微的右逆映射, 即存在充分小的 b > 0 和定义在 B(y0, b) 上的可

微的 m 维向量函数 G, 使得 G(B(y0, b)) ⊆ D, 且

F (G(y)) = y, ∀y ∈ B(y0, b).

证明 由于 DF (x0) : Rm→Rn 是满射, 所以必有 m>n, 而且必存在x1, x2, · · · ,

xm中的n个变元,不妨设为 x1, x2,· · · ,xn,使得导矩阵DF (x0)=
D(F1, F2,· · ·, Fn)
D(x1, x2, · · · , xm)

∣∣∣
x=x0

的子矩阵
D(F1, F2, · · · , Fn)
D(x1, x2, · · · , xn)

∣∣∣
x=x0

是可逆矩阵. 令 x̃ = (x1, x2, · · · , xn), x̃0 = (x01,

x02, · · · , x0n),其中 x0i 是 x0 的第 i个分量, i = 1, 2, · · · , n. 又令 D̃ = B(x̃0, δ),其中 δ

是充分小的正数使得 B(x0, δ) ⊆ D. 再定义 F̃ : D̃ → Rn 为 F 在 D̃上的限制,即对函

数 F (x1, x2, · · · , xm)只让前 n个变元 x1, x2, · · · , xn在 D̃中变化,而把后m−n个变元

都固定在 x0 的对应分量所得到的函数. 因为 DF̃ (x̃0) =
D(F1, F2, · · · , Fn)
D(x1, x2, · · · , xn)

∣∣∣
x=x0

是可

逆矩阵,所以对 F̃ 可应用反函数定理,便得到 y0 = F (x0) = F̃ (x̃0)的一个邻域 B(y0, b)

和定义在此邻域上的可微的 n 维向量函数 G̃ : B(y0, b) → Rn, 使 G̃(B(y0, b)) ⊆ D̃ 且

成立

F̃ (G̃(y)) = y, ∀y ∈ B(y0, b).

现在定义 m 维向量函数 G : B(y0, b) → Rm 如下

112



第 16 章 多元向量函数的微分学

G(y) = (G̃(y), x′′0), ∀y ∈ B(y0, b),

这里 x′′0 是由 x0 的后 m− n 个分量构成的 m− n 维向量, 则显然 G 在 B(y0, b) 上可

微, 且
F (G(y)) = F (G̃(y), x′′0) = F̃ (G̃(y)) = y, ∀y ∈ B(y0, b).

这正是所须证明的结论. 证毕.

推论 16.3.1(开映射定理) 设 D 是 Rm 中的开集, F 是定义在 D 上具有连续

偏导数的 n 维向量函数, 且 r(DF (x)) = n, ∀x ∈ D. 则对 D 的任意开子集 O, F (O)

都是 Rn 中的开集.

证明 对任意 y0 ∈ F (O), 令 x0 ∈ O 使得 F (x0) = y0. 把开集 O 作为满射定理

中的开集 D 应用该定理, 便由 r(DF (x0)) = n 可知存在 b > 0 和定义在 B(y0, b) 上

的可微的 m 维向量函数 G, 使得 G(B(y0, b)) ⊆ O, 且

F (G(y)) = y, ∀y ∈ B(y0, b).

这表明 B(y0, b) ⊆ F (O). 因此 F (O) 是 Rn 中的开集. 证毕.

把任意开集都映射成开集的映射叫做开映射. 因此上述开映射定理可以重新叙述

为：定义在开集 D ⊆ Rm 上具有连续偏导数的映射 F : D → Rn, 如果在每点 x ∈ D

的导矩阵 DF (x) 都是行满秩矩阵, 或等价地导映射 DF (x) 都是满射, 则 F 是开

映射.

定理 16.3.5(单射定理) 设 D 是 Rm 中的开集, F 是 D 上的可微的 n 维向量

函数. 又设 x0 是 D 中一点, F 的导映射 DF (x)在点 x0 连续,且 DF (x0) : Rm → Rn

是单射线性变换,即 r(DF (x0)) = m,则 F 在点 x0 附近是单射并在点 x0 附近有可微

的左逆映射, 即存在充分小的 a > 0 和 b > 0 以及定义在 B(y0, b) (其中 y0 = F (x0))

上的可微的 m 维向量函数 G, 使得 F (B(x0, a)) ⊆ B(y0, b), 且

G(F (x)) = x, ∀x ∈ B(x0, a).

证明 由于 DF (x0) : Rm → Rn 是单射, 所以必有 m 6 n, 而且必存在函数

F = (F1, F2, · · · , Fn) 的 m 个分量, 不妨设为 F1, F2, · · · , Fm, 使得导矩阵 DF (x0) =

D(F1, F2, · · · , Fn)
D(x1, x2, · · · , xm)

∣∣∣
x=x0

的子矩阵
D(F1, F2, · · · , Fm)
D(x1, x2, · · · , xm)

∣∣∣
x=x0

是可逆矩阵. 定义映射 F̃ :

D → Rm 如下
F̃ (x) = (F1(x), F2(x), · · · , Fm(x)), ∀x ∈ D,

则因为 F̃ 在点 x0 的导矩阵 DF̃ (x0) =
D(F1, F2, · · · , Fm)
D(x1, x2, · · · , xm)

∣∣∣
x=x0

是可逆矩阵, 所以应用

反函数定理知存在充分小的 a > 0和 b > 0以及定义在 B(ỹ0, b) (其中 ỹ0 = F̃ (x0))上

的可微的 m 维向量函数 G̃, 使得 F̃ (B(x0, a)) ⊆ B(ỹ0, b), 且

G̃(F̃ (x)) = x, ∀x ∈ B(x0, a).
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现在定义 m 维向量函数 G : B(y0, b) → Rm 如下

G(y) = G̃(y1, y2, · · · , ym), ∀y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ B(y0, b).

则显然 G 可微, 且

G(F (x)) = G̃(F1(x), F2(x), · · · , Fm(x)) = G̃(F̃ (x)) = x, ∀x ∈ B(x0, a).

证毕.

对于可微的向量函数 F : D ⊆ Rm → Rn, 设 x0 ∈ D, 称仿射线性函数

x 7→ F (x0) + DF (x0)(x− x0), ∀x ∈ Rm

为 F 在点 x0 的线性化函数. 定理 16.3.4、推论 16.3.5、定理 16.3.5 表明, 可微向量函

数的局部性质能够很好地由其线性化函数反映. 因此, 人们经常通过研究可微函数的

线性化函数来研究函数本身的局部性质. 这种方法叫做线性化方法.

必须注意的是定理 16.3.5 只是保证了当 DF (x0) 是单射时, F 在点 x0 的一个小

邻域里是单射. 因此, 如果对区域 D 中的每一点 x0, DF (x0) 都是单射, 则 F 在区域

D 中的每一点附近都局部地是单射. 但是据此我们不能推出 F 在整个区域 D 上是

单射. 例如, 对于定义在平面区域 D = {(x, y) : 0 < x2 + y2 < 1} 上的二维向量函数

F (x, y) = (x2 − y2, 2xy), ∀(x, y) ∈ D,

我们有

DF (x, y) =

(
2x −2y

2y 2x

)
, ∀(x, y) ∈ D.

由于当 (x, y) ∈ D 时 detDF (x, y) = 4(x2 + y2) > 0, 所以 DF (x, y) 在 D 中每点都可

逆因而是单射, 因此 F 在区域 D 中的每一点附近都局部地是单射. 但是显然有

F (−x,−y) = F (x, y), ∀(x, y) ∈ D,

所以 F 在整个区域 D 上不是单射.

习 题 16.3

1. 证明：由以下方程组在给定点 (x0, y0, u0, v0)的某个小邻域里确定了唯一的一组

隐函数 u=f(x, y), v=g(x, y), 并求 f和 g的一阶和二阶偏导数在点 (x0, y0)的值

(1)





exu cos(yv) = u,

exu sin(yv) =
2
π

v,
(x0, y0, u0, v0) =

(
1, 1, 0,

π

4

)
;
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(2)





xeu+v + 2uv = 1,

yeu−v − u

1 + v
= 2x,

(x0, y0, u0, v0) = (1, 2, 0, 0).

2. 给定 R5 上的两个函数 F 和 G 如下

F (x, y, z, u, v) = xv + yu3 + z + u4,

G(x, y, z, u, v) = xyz + u + v3 + v + 1.

(1) 证明在点 (x, y, z, u, v) = (1, 1, 0,−1, 0) 的某个小邻域中能由方程组
{

F (x, y, z, u, v) = 0

G(x, y, z, u, v) = 0

唯一地解出 u 和 v 作为 (x, y, z) 的函数 u = f(x, y, z), v = g(x, y, z), 且使得

f(1, 1, 0) = −1, g(1, 1, 0) = 0;

(2) 求 ∇f(1, 1, 0), ∇g(1, 1, 0), Hf(1, 1, 0), Hg(1, 1, 0).

3. 证明：从方程组




3x + y − z + x2 − y2 + 2yz2 − u5 = 0

x− y + 2z + u + x2 + y2 − 3yz2 + 2u3 = 0

2x + 2y − 3z + 2u− 2y2 + 5yz2 = 0

能够在原点 (0, 0, 0, 0) 的一个小邻域里把 y, z, u 解出为 x 的函数, x, z, u 解出为

y 的函数, x, y, u 解出为 z 的函数, 但不能把 x, y, z 解出为 u 的函数.

4. 映射 F : R2 → R2 定义如下

F (x, y) = (ex cos y, ex sin y), ∀(x, y) ∈ R2.

证明：(1) 对任意 (x, y) ∈ R2 都有 detDF (x, y) 6= 0, 因此 F 限制在 R2 中每个

点的一个小邻域上都是单射;

(2) F 的值域是 R2\{0}, 且对任意 (u, v) ∈ R2\{0} 方程组
{

ex cos y = u

ex sin y = v

都有无穷多个解, 即 F 在整个 R2 上不是单射.

5. 设 f(x, y) 是在二维区域 D 上定义并有二阶连续偏导数的函数, (x0, y0) 是 D 中

一点, 在该点成立

fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− f2
xy(x0, y0) 6= 0.

定义映射 F : D → R2 如下：F (x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)), ∀(x, y) ∈ D. 证明：
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(1) 在 (x0, y0) 的某个小邻域上 F 有逆映射, 且逆映射 F−1 有连续的偏导数;

(2) 设逆映射 F−1(u, v) 的两个分量函数为 ϕ(u, v), ψ(u, v). 则成立以下等式

ϕv(u, v) = ψu(u, v);

(3) 如果 f(x, y) 是 D 上的调和函数, 即有 ∆f(x, y) = fxx(x, y) + fyy(x, y) = 0,

∀(x, y) ∈ D, 则还成立以下等式

ϕu(u, v) = −ψv(u, v),

因此 ϕ 和 ψ 是共轭调和函数.

6. 设 D 是 Rm 中的凸开集, F : D → Rm 是可微映射, 且对任意 x ∈ D, DF (x) 都

是正定矩阵. 证明：F 是单射.

7. 设 D 是 Rm 中的开集, F : D → Rm 是可微映射, 且 F 的偏导数都在 D 上连

续. 又设 detDF (x) 6= 0, ∀x ∈ D. 证明：对 D 的任意有界闭子集 E, 都存在相应

的正整数 p, 使对任意 y ∈ F (E), 方程 F (x) = y 在 E 中的解的个数都不超过 p.

8. 设 z = z(x, y) 是由以下隐函数方程组确定的隐函数：

x = u + v, y = u2 + v2, z = u3 + v3.

(1) 求该方程组满足隐函数定理条件的 (u, v) 的区域;

(2) 求隐函数 z = z(x, y) 的显式表达式及其定义域;

(3) 用隐函数求导法和显函数求导法两种方法分别求偏导数
∂z

∂x
和

∂z

∂x
在点 (0, 2)

的值, 以比较哪种方法计算更快捷.

9. (1) 设 x=u + ln v, y=v − lnu, z=2u + v, 求
∂z

∂x
和

∂z

∂y
在点 (u, v)=(1, 1) 的值;

(2) 设 x = u + v2, y = u2 − v3, z = 2uv, 求
∂2z

∂x∂y
在点 (u, v) = (2, 1) 的值;

(3) 设 x = cos ϕ cos ψ, y = cos ϕ sinψ, z = sin ϕ, 求
∂2z

∂x2
,

∂2z

∂y2
和

∂2z

∂x∂y
;

(4) 设 x = ar cos θ, y = br sin θ, z = r (a, b 为正常数), 求
∂2z

∂x2
,

∂2z

∂y2
和

∂2z

∂x∂y
.

10. 求以下映射 (u, v) 7→ (x, y) 的逆映射的偏导数
∂u

∂x
,

∂u

∂y
,

∂v

∂x
,

∂v

∂y
：

(1) x = u cos
v

u
,y = u sin

v

u
;

(2) x = eu + u sin v, y = eu − u cos v;

(3) x = eu + u sin v, y = eu − u cos v;

(4) x = eu2−v2
[u cos(2uv)− v sin(2uv)], y = eu2−v2

[v cos(2uv) + u sin(2uv)].
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11. (1) 设 z = z(x, y) 是由隐函数方程组 x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v) 确定的

隐函数, 求其一阶和二阶偏导数的表达式;

(2) 设 u = u(x, y)是由隐函数方程组 u = f(x, y, z), g(x, y, z) = 0确定的隐函数,

求其一阶和二阶偏导数的表达式;

(3) 设 u = u(x, y)是由隐函数方程组 u = f(x, y, z, t), g(x, y, z, t) = 0, h(x, y, z, t) =

0 确定的隐函数, 求其一阶和二阶偏导数的表达式;

(4) 设 u = u(x) 是由隐函数方程组 u = f(x, y, z), g(x, y, z) = 0, h(x, y, z) = 0 确

定的隐函数, 求 u′(x) 和 u′′(x) 的表达式.

12. 证明由以下给定的隐函数方程组确定的隐函数 z = z(x, y) 满足指定的偏微分

方程：

(1) 隐函数方程组为

{
x cos θ + y sin θ + ln z =f(θ),

−x sin θ + y cos θ =f ′(θ),
偏微分方程为

(∂z

∂x

)2

+
(∂z

∂y

)2

=z2;

(2) 隐函数方程组为





z = xη +
y

η
+ f(η),

0 = x− y

η2
+ f ′(η),

偏微分方程为
∂z

∂x

∂z

∂y
= 1;

(3) 隐函数方程组为

{
z=xη+yϕ(η)+ψ(η),

0=x+yϕ′(η)+ψ′(η),
偏微分方程为

∂2z

∂x2

∂2z

∂y2
=

( ∂2z

∂x∂y

)2

.
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与一元函数的极值问题可以应用微分理论来解决一样,多元函数的极值也可以运

用微分理论来解决.

17.1 简单极值问题

定义 17.1.1 设 f(x)(其中 x = (x1, x2, · · · , xm))是定义在开集 Ω ⊆ Rm 上的 m

元函数, x0 = (x01, x02, · · · , x0m) 是 Ω 中的一个点. 如果存在 x0 的邻域 B(x0, δ) ⊆ Ω

使成立

f(x) 6 f(x0), ∀x ∈ B(x0, δ),

则称 x0 为函数 f 的极大值点, 相应的函数值 f(x0) 称为 f 的极大值. 如果上式中的

等号只在 x = x0 时才成立, 则称 x0 为 f 的严格极大值点.

类似地可定义函数 f 的极小值点和它的极小值、严格极小值点等概念,只需把上

述定义中的不等号改变方向即可. 极大值和极小值通称为极值; 极大值点和极小值点

通称为极值点.

从定义易见,如果 x0 = (x01, x02, · · · , x0m)是函数 f(x1, x2, · · · , xm)的极值点,则

对每个 1 6 i 6 m, x0i 是一元函数

xi 7→ f(x01, · · · , x0i−1, xi, x0i+1, · · · , x0m)

的极值点. 因此, 如果函数 f 在点 x0 可微, 则根据一元函数取极值的必要条件 (费马

定理) 可知 fxi(x0) = 0, i = 1, 2, · · · ,m, 从而 f 在点 x0 的梯度 ∇f(x0) 是零向量. 我

们把这个结论写成以下定理.

定理 17.1.1(极值的必要条件) 设 m 元函数 f(x) (其中 x = (x1, x2, · · · , xm))

在点 x0 = (x01, x02, · · · , x0m) 可微, 并且 x0 是函数 f 的极值点, 则

∇f(x0) = (fx1(x0), fx2(x0), · · · , fxm
(x0)) = (0, 0, · · · , 0).
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与一元函数类似, 使得梯度是零向量的点叫做函数的稳定点. 上述定理说明函数

的极值点必是它的稳定点. 但是, 反过来的结论是不成立的, 即稳定点未必是极值点.

例如, 点 (0, 0) 是二元函数 f(x, y) = x2 − y2 的稳定点

fx(x, y) = 2x, fy(x, y) = 2y ⇒ fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0.

但从解析几何我们知道, 点 (0, 0, 0) 是双曲抛物面 z = x2 − y2 的鞍点, 因此 (0, 0) 不

是函数 f(x, y) = x2 − y2 的极值点 (图 17-1-1).

4
3
2
1
0
∂1
∂2
∂3
∂4

z

O

x

y

∂2
∂1

∂1
∂2

∆
.

5

x

y
1

0

(a) (b)

图 17-1-1 双曲抛物面 z = x2 − y2 的图像

为了保证稳定点是极值点, 函数 f 还应当满足什么条件? 在一元函数的情形, 如

果 x0 是一元函数 f(x) 的稳定点, 且 f(x) 在 x0 处有二阶导数, 则当 f ′′(x0) > 0 时,

x0 是 f(x)的极小值点; 而当 f ′′(x0) < 0时, x0 是 f(x)的极大值点. 下面我们把这个

结论推广到多元函数的情形. 回忆对于二阶可微的 m 元函数 f(x1, x2, · · · , xm), 它在

点 x0 的黑塞矩阵 Hf(x0) 为以下 m×m 矩阵

Hf(x0) =




fx1x1(x0) fx1x2(x0) · · · fx1xm(x0)

fx2x1(x0) fx2x2(x0) · · · fx2xm
(x0)

...
...

...

fxmx1(x0) fxmx2(x0) · · · fxmxm
(x0)




.

这个矩阵是对称矩阵.

定理 17.1.2(极值的充分条件 1) 设 m 元函数 f(x1, x2, · · · , xm) 在点 x0 =

(x01, x02, · · · , x0m)的一个邻域中有连续的二阶偏导数,且 x0是 f 的稳定点,即∇f(x0)

= 0. 则有下列结论:

(1) 如果黑塞矩阵 Hf(x0) 是正定矩阵, 则 x0 是 f 的严格极小值点;

(2) 如果黑塞矩阵 Hf(x0) 是负定矩阵, 则 x0 是 f 的严格极大值点.
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证明 仅证明结论 (1), 因为结论 (2) 的证明完全类似. 应用带有佩亚诺型余项

的泰勒公式我们有

f(x) = f(x0) +
m∑

i=1

fxi(x0)(xi − x0
i ) +

m∑

i,j=1

fxixj (x0)(xi − x0
i )(xj − x0

j ) + R(x)

= f(x0) +
m∑

i,j=1

fxixj
(x0)(xi − x0

i )(xj − x0
j ) + R(x), (17.1.1)

其中 R(x) = o(|x − x0|2) (当 x → x0). 由于 Hf(x0) = (fxixj
(x0))m×m 是正定矩阵,

所以二次函数

F (ξ) =
m∑

i,j=1

fxixj
(x0)ξiξj , ∀ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξm) ∈ Rm

对非零的 ξ ∈ Rm 都取正值, 特别地, 在单位球面 |ξ|2 = 1 上恒取正值. 因为单位球

面 |ξ|2 = 1 是有界闭集, 而 F (ξ) 显然是连续函数, 所以它在单位球面 |ξ|2 = 1 上取到

最小值. 设在点 ξ0 取到最小值 (|ξ0|2 = 1), 并记 a = F (ξ0), 则 a > 0, 且对单位球面

|ξ|2 = 1 上的每个 ξ 都有 F (ξ) > a. 因为 F (ξ) 是二次齐次函数, 所以对 Rm 中任意

非零的 ξ 都有

F (ξ) = F
( ξ

|ξ|
)
|ξ|2 > a|ξ|2.

这个不等式显然对 ξ = 0 也成立. 因此, 令 ξ = x− x0, 就得到

m∑

i,j=1

fxixj (x0)(xi − x0
i )(xj − x0

j ) > a|x− x0|2. (17.1.2)

由于 R(x) = o(|x− x0|2) (当 x → x0), 所以存在 δ > 0, 使当 |x− x0| < δ 时, 就有

|R(x)| 6 a

2
|x− x0|2. (17.1.3)

把不等式 (17.1.2) 和不等式 (17.1.3) 代入式 (17.1.1), 即知当 0 < |x− x0| < δ 时成立

f(x) > f(x0) + a|x− x0|2 − a

2
|x− x0|2 = f(x0) +

a

2
|x− x0|2 > f(x0).

因此 x0 是函数 f(x) 的严格极小值点. 证毕.

定理 17.1.2 的证明采用了带有佩亚诺型余项的泰勒公式. 如果改用带有拉格朗

日型余项的泰勒公式, 则可得到

定理 17.1.3(极值的充分条件 2) 设 m 元函数 f(x1, x2, · · · , xm) 在点 x0 =

(x01, x02, · · · , x0m)的一个邻域中有连续的二阶偏导数,且 x0是 f 的稳定点,即∇f(x0)

= 0. 则有下列结论:
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(1) 如果存在 x0 的邻域 B(x0, δ), 使对该邻域中的每个点 x, 黑塞矩阵 Hf(x) 都

是正定或半正定矩阵, 则 x0 是 f 的极小值点;

(2) 如果存在 x0 的邻域 B(x0, δ), 使对该邻域中的每个点 x, 黑塞矩阵 Hf(x) 都

是负定或半负定矩阵, 则 x0 是 f 的极大值点.

证明 同样我们仅证明结论 (1). 根据带有拉格朗日型余项的泰勒公式, 对邻域

B(x0, δ) 中的每个点 x, 都存在相应的位于 x0 和 x 连线上的点 ξ 使成立

f(x) = f(x0) +
m∑

i=1

fxi
(x0)(xi − x0

i ) +
m∑

i,j=1

fxixj
(ξ)(xi − x0

i )(xj − x0
j ).

由于 fxi
(x0) = 0 (i = 1, 2, · · · ,m), 且矩阵 (fxixj

(ξ))m×m 是正定或半正定矩阵, 所以

得到

f(x) = f(x0) +
m∑

i,j=1

fxixj
(ξ)(xi − x0

i )(xj − x0
j ) > f(x0).

因此 x0 是 f 的极小值点. 证毕.

求函数的极值, 特别是求函数在一个指定集合上的最大值或最小值, 在实际问题

中有广泛的应用, 也在许多理论问题中经常出现. 这种问题一般都可通过灵活地应用

前面推导的几个定理并结合考虑实际问题的一些具体条件来解决. 下面考虑三种特

殊情况.

(1) 设函数 f(x) 定义在一个有界闭区域 D ⊆ Rm 上并在 D 上连续, 则根据连续

函数的最大最小值定理可知, f(x) 在 D 上有最大值和最小值. 假设这个函数在 D 的

内部可微, 则为了求 f(x) 在 D 上的最大值点和最小值点, 只需求出 f(x) 在 D 的内

部的全部稳定点, 再比较 f(x)在这些稳定点处的值以及它在 D 的边界 ∂D 上的值的

大小, 那么其中最大者就是 f(x) 在 D 上的最大值, 最小者则是 f(x) 在 D 上的最小

值. 这是因为, 最大值和最小者或者在 D 的边界 ∂D 上取到, 或者在 D 的内部取到;

而如果在内部取到, 那么这样的点必是极值点因而也是稳定点. 因此 f(x) 在 D 上的

最大值点和最小值点必然在 D 内的稳定点和 D 的边界点之中.

(2) 设函数 f(x) 定义在一个开集 D ⊆ Rm 上并在 D 上可微, 且当 x 趋于 D 的

边界以及 (在 D 为无界区域的情况下) 当 |x| 趋于无穷时, f(x) 都趋于正无穷大, 这

时 f(x) 必在 D 中达到最小值. 由于函数在开集中的最小值点也是它的极小值点, 所

以 f(x) 在 D 中的最小值点必是它的稳定点. 因此, 只要求出 f(x) 在 D 中的全部稳

定点,再比较 f(x)在这些点处的值的大小,那么其中最小者便是 f(x)在 D 中的最小

值. 这个命题成立的理由同前.

(3) 设函数 f(x) 定义在一个凸的开区域 D ⊆ Rm 上并在 D 上有连续的二阶偏

导数, 并设 f(x) 在 D 中每个点 x 的黑塞矩阵 Hf(x) 都是正定或半正定矩阵 (这样

的函数叫做凸函数), 并且 f(x) 在 D 中有一个稳定点 x0, 则该点 x0 必是 f(x) 在 D
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中的最小值. 这个命题可采用定理 17.1.3 的证明方法, 即应用带拉格朗日型余项的泰

勒公式来证明.

例 1 设在地面上有 n 个观测点 A1, A2, · · · , An 同时观测人造地球卫星 B 的

飞行情况. 由于观测条件的限制, 各个观测点所得到的观测数据往往不是卫星运行的

真实数据, 而只是真实数据的一些误差很小的近似值. 这样同一颗卫星从不同的观测

点所获得的观测数据便不一定相同. 设这 n 个观测点观测到的卫星 B 的空间坐标分

别为 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), · · · , (xn, yn, zn). 于是产生了下列问题：该以哪一组数作

为卫星 B 的坐标值?

实践中一般采用最小二乘法来解决这个问题, 即取目标函数

f(x, y, z) =
n∑

i=1

[(x− xi)2 + (y − yi)2 + (z − zi)2],

它表示点 (x, y, z)与 n个点 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), · · · , (xn, yn, zn)的距离的平方和,把

这个函数的最小值点作为卫星 B的空间坐标.这意味着取与 n个观测数据 (x1, y1, z1),

(x2, y2, z2), · · · , (xn, yn, zn) 误差的平方和最小的一组数作为卫星的坐标值.

我们来求这个最小值点. 求偏导数并令它们等于零, 有

∂f

∂x
(x, y, z) = 2

n∑

i=1

(x− xi) = 0 ⇒ x =
1
n

n∑

i=1

xi,

∂f

∂y
(x, y, z) = 2

n∑

i=1

(y − yi) = 0 ⇒ y =
1
n

n∑

i=1

yi,

∂f

∂x
(x, y, z) = 2

n∑

i=1

(z − zi) = 0 ⇒ z =
1
n

n∑

i=1

zi.

因此函数 f 在整个 R3 上有唯一的稳定点

(x0, y0, z0) =
( 1

n

n∑

i=1

xi,
1
n

n∑

i=1

yi,
1
n

n∑

i=1

zi

)
.

由于当 |(x, y, z)| → +∞ 时, f(x, y, z) → +∞, 所以可以断定 (x0, y0, z0) 是 f 的最小

值点. 这一结论也可证明如下: 函数 f 的二阶偏导数为

∂2f

∂x2
(x, y, z) =

∂2f

∂y2
(x, y, z) =

∂2f

∂z2
(x, y, z) = 2n,

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) =

∂2f

∂x∂z
(x, y, z) =

∂2f

∂y∂z
(x, y, z) = 0.

因此 f 在各点处的黑塞矩阵 Hf(x, y, z) 都相同且都等于 2nI, 其中 I 为三阶单位矩

阵. 这表明 f 是 R3 上的凸函数, 所以应用带拉格朗日型余项的泰勒公式便知它的唯

一的稳定点 (x0, y0, z0) 是它的最小值点.
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习 题 17.1

1. 求以下二元函数的极值:

(1) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy; (2) f(x, y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2;

(3) f(x, y) = xy ln(x2 + y2); (4) f(x, y) = xy +
50
x

+
20
y

(x > 0, y > 0);

(5) f(x, y) = xy
√

1− 2x2 − y2; (6) f(x, y) = (5x + 7y − 25)e−(x2+xy+y2);

(7) f(x, y) = cos x + cos y + cos(x− y)
(
|x| 6 π

2
, |y| 6 π

2

)
;

(8) f(x, y) = tanx + tan y − tan(x + y)
(
|x| < π

2
, |y| < π

2

)
.

2. 求以下多元函数的极值:

(1) f(x, y, z) =
1
x

+
x2

y
+

y2

z
+ z2 (x > 0, y > 0, z > 0);

(2) f(x, y, z)=sinx+sin y+sin z−sin(x+y+z) (06x6π, 06y6π, 0 6 z6π);

(3) f(x1, x2, · · · , xm)=x1x
2
2 · · ·xm

m(1−x1−2x2−· · ·−mxm) (xi >0, i=1, 2, · · · ,m);

(4) f(x1, x2, · · · , xm)=x1+
x2

x1
+

x3

x2
+· · ·+ xm

xm−1
+

2
xm

(xi >0, i=1, 2, · · · ,m).

3. 证明函数 f(x, y) = (x − y2)(2x − y2) 沿通过原点的每条直线都在原点达到极小

值, 但它本身并不在原点达到极小值.

4. 对函数

f(x, y) =





x2 + y2 − 2x2y − 4x6y2

(x4 + y2)2
, 当 (x, y) 6= (0, 0),

0, 当 (x, y) = (0, 0).

证明: (1) f(x, y) 在全平面上有连续的偏导数, 且 (0, 0) 是其稳定点;

(2) 沿过点 (0, 0) 的每条直线, (0, 0) 都是 f(x, y) 的严格极小值点;

(3) (0, 0) 不是 f(x, y) 的极小值点.

5. 设 m + 1 元函数 F (x, y) (其中 x ∈ Rm, y ∈ R) 在 (x0, y0) 的某个邻域上有二

阶连续偏导数, 并且 F (x0, y0) = 0, Fy(x0, y0) 6= 0. 讨论由方程 F (x, y) = 0 在点

(x0, y0) 附近确定的隐函数 y = f(x) 在点 x0 取到极值的必要条件和充分条件.

6. 求由下列隐函数方程确定的隐函数 z = z(x, y) 的极值:

(1) 2x2 + y2 + 3z2 + 2x + 3y − 9z + 1 = 0;
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(2) (x− y)4 + (y + z)4 + (x + y − z)4 = 1;

(3) z4 + 4xyz − x4 − y4 + 2x3y + 3xy2 = 1;

(4) (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 − z2);

(5) (
√

x2 + z2 − b)2 + y2 = a2 (0 < a < b);

(6) (
√

x2 + y2 − b)2 + z2 = a2 (0 < a < b).

7. 求下列函数在指定范围的最大值和最小值:

(1) f(x, y) = 2x2 − y2, x2 + y2 6 1;

(2) f(x, y) = x2 + y2 − xy, |x|+ |y| 6 1;

(3) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2,
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
6 1 (a, b, c > 0);

(4) f(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
, x2 + y2 + z2 6 1 (a, b, c > 0);

(5) f(x, y, z) = (ax + by + cz)e−(x2+y2+z2), x2 + y2 + z2 > R (a, b, c 不全为零,

R > 0);

(6) f(x1, x2, · · · , xm) =
x1x2 · · ·xm

(a+x1)(x1+x2) · · · (xm+b)
, x1, x2, · · · , xm ∈ [a, b] (0 <

a < b).

8. 证明不等式:

(1) xy 6 x(lnx− 1) + ey, 当 x > 1, y > 0;

(2) eyxy(1− x) 6 1, 当 x ∈ (0, 1), y > 0;

(3) xy2z3(a− x− 2y − 3z) 6
(a

7

)7

, 当 x, y, z > 0, 且 x + 2y + 3z 6 a;

(4) sinx sin y sin(x + y) 6 3
√

3
8

, 当 x, y ∈ [0,π].

9. 已知容积为 V 的开顶长方浴盆, 当其长、宽、高成怎样的比例时, 具有最小的表

面积?

10. 在半径为 R 的半球内嵌入一长方体, 使得所嵌入的长方体有最大的体积.

11. 以直圆柱为筒身、球冠为顶和底作一浮筒, 在体积 V 一定且球冠的拱高与半径

之比 µ (0 < µ < 1)也已确定的条件下, 应当怎样设计尺寸,才能使浮筒的表面积

最小?

12. 把长度为 L 的铁丝分为三段, 用此三段分别作成圆、正方形和等边三角形, 问如

何分才能使这三个图形的面积总和: (1) 达到最小; (2) 达到最大.

13. 在平面上给定一个边长分别为 a, b, c的三角形,以此三角形为底面作一高为 h的

锥体. 问当锥体的顶点在何位置时, 其侧面积最小?

14. 已知平面上有 n个质点 P1(x1, y1), P2(x2, y2), · · · , Pn(xn, yn),它们的质量分别为

m1, m2, · · · , mn. 问当点 P (x, y) 在什么位置时, 该质点系对于点 P 的转动惯量

最小?
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15. 设 (aij)m×m 是正定矩阵, Ω 是 Rm 中的开集, f 是定义在 Ω 上的函数, x0 ∈ Ω

是 f 的一个极小值点, f 在点 x0 二阶可微. 证明:

m∑

i,j=1

aijfxixj
(x0) > 0.

16. 定义在凸区域 D ⊆ Rm 上的函数 f 如果满足条件

f
(
tx + (1− t)y

)
6 tf(x) + (1− t)f(y), ∀x, y ∈ D, ∀t ∈ (0, 1),

则称 f 为 D 上的凸函数. 如果当 x 6= y 时上述不等式中的严格不等号成立, 则

称 f 为 D 上的严格凸函数. 证明: 如果 f 在 D 上二阶可微, 则 f 为 D 上的凸

函数的充要条件是它在 D 中每点的黑塞矩阵都是正定或半正定矩阵. 而如果它

在 D 中每点的黑塞矩阵都是正定矩阵; 则 f 在 D 上是严格凸的.

17.2 条件极值问题

17.2.1 求稳定点的拉格朗日乘数法

前面考虑的极值问题, 是一种没有约束条件的极值问题, 即求定义在 Rm 的一个

开集 D 上的函数 f 在这个开集中局部地取到最大值或最小值的点, 这里对自变元

x = (x1, x2, · · · , xm) 的各个分量没有做任何限制, 它们都是各自独立地变化的. 实

际问题中还有另一类极值问题, 它对自变元的变化具有一定的约束条件, 即自变量的

各个分量不是相互独立地变化的, 而是要满足一些方程. 这类极值问题叫做条件极值

问题.

例如, 求单位球内接长方体中体积最大的长方体. 建立空间直角坐标系, 使长方

体的各个表面都平行于坐标面. 设位于第一象限中的那个顶点的坐标为 (x, y, z), 则

长方体的体积 V = 8xyz, 而 x, y, z 满足约束条件 x2 + y2 + z2 = 1. 因此所要解决的

数学问题便是求目标函数

V = 8xyz

在第一象限 x > 0, y > 0, z > 0 中满足约束条件

x2 + y2 + z2 = 1

的最大值点. 在这个问题中, 体积函数 V = 8xyz 的定义范围是 R3 中的开集 x >

0, y > 0, z > 0. 但我们要求的不是这个函数在整个这个开集上的最大值点 (显然这样

的点不存在), 而是它在这个开集中满足约束条件 x2 + y2 + z2 = 1 的那些点中取到最

大值的点.
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条件极值问题的一般形式为给定 Rm 中的一个开集 D 和定义在这个开集上的

n + 1 个函数 f , g1, g2, · · · , gn, 其中 n < m, 求函数 y = f(x1, x2, · · · , xm) 在约束条件




g1(x1, x2, · · · , xm) = 0

g2(x1, x2, · · · , xm) = 0

· · · · · ·
gn(x1, x2, · · · , xm) = 0

(17.2.1)

下的极值.以极小值为例,称点 x0 =(x01, x02, · · · , x0m) ∈ D是函数 y=f(x1, x2, · · · , xm)

在约束条件 (17.2.1)下的极小值点,是指 x0 = (x01, x02, · · · , x0m)满足方程组 (17.2.1),

且存在 x0 的邻域 B(x0, δ) ⊆ D, 使得对此邻域中所有满足方程组 (17.2.1) 的点

x = (x1, x2, · · · , xm) 都成立

f(x) > f(x0).

理论上, 条件极值问题可以化为简单极值问题来求解. 具体地说就是从方程组

(17.2.1)解出 n个变元,如变元 xm−n+1, xm−n+2, · · · , xm,作为其他 m−n个变元 x1,

x2, · · · , xm−n 的函数, 设为




xm−n+1 = ϕ1(x1, x2, · · · , xm−n),

xm−n+2 = ϕ2(x1, x2, · · · , xm−n),

· · · · · ·
xm = ϕn(x1, x2, · · · , xm−n).

把这组函数代入函数 y = f(x1, x2, · · · , xm) 得到一个只含 m − n 个变元 x1, x2, · · · ,
xm−n 的函数 y = h(x1, x2, · · · , xm−n), 其中

h(x1, x2, · · · , xm−n)= f(x1, x2, · · · , xm−n, ϕ1(x1, x2, · · · , xm−n), · · · ,

ϕn(x1, x2, · · · , xm−n)),

求这个函数的无约束条件的极值, 就得到了原来的含有约束条件的极值问题的解.

例如,求单位球内接长方体中体积最大的长方体的问题,从约束条件 x2+y2+z2 =1

解出变元 z 作为变元 x 和 y 的函数 z =
√

1− x2 − y2, 代入目标函数 V = 8xyz, 则

问题化为求函数

V = 8xy
√

1− x2 − y2

在区域 x > 0, y > 0, x2 + y2 < 1 中的无条件极值.

但是, 以上这种把条件极值问题转化为无条件极值问题的方法, 在实际应用中往

往不是一个好的方法. 这是因为, 一方面从方程组 (17.2.1) 解出 n 个变元作为其他

m − n 个变元的函数往往非常困难甚至经常不可能实现, 另一方面, 即使侥幸这样解

出来了, 也可能把这些解出来的函数代入函数 y = f(x1, x2, · · · , xm) 的表达式中后得
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到的函数 y = h(x1, x2, · · · , xm−n) 具有很复杂的表达式, 以至于它的偏导数不好计算

或偏导数的表达式非常复杂. 下面介绍由拉格朗日发现的解决这个问题的一个巧妙

方法——拉格朗日乘数法,采用这种方法可以无须从方程组 (17.2.1)求解它所确定的

隐函数, 而直接获得条件极值问题的解.

为使记号简单, 以 m = 4, n = 2 这种比较简单的情况为例来讨论, 其方法可以

推广到一般的 m 和 n (m > n) 的情形. 因此, 我们设给定了定义在 R4 的一个开

集 D 上的三个可微函数 f(x, y, u, v), F (x, y, u, v) 和 G(x, y, u, v), 来考虑如何求函数

f(x, y, u, v) 在约束条件 {
F (x, y, u, v) = 0

G(x, y, u, v) = 0
(17.2.2)

下的极值点, 其中 (x, y, u, v) ∈ D. 为了能用微分学进行研究, 我们假设函数 f , F 和

G 都在 D 上可微.

设 P0(x0, y0, u0, v0) ∈ D 是函数 f(x, y, u, v)在约束条件 (17.2.2)下的一个极小值

点, 则

F (x0, y0, u0, v0) = G(x0, y0, u0, v0) = 0,

且存在 P0 的一个邻域 B ⊆ D, 使对 B 中所有满足约束条件 (17.2.2) 的点 (x, y, u, v)

都成立

f(x, y, u, v) > f(x0, y0, u0, v0). (17.2.3)

设向量函数 (x, y, u, v) 7→ (F (x, y, u, v), G(x, y, u, v)) 的雅可比矩阵
(

Fx Fy Fu Fv

Gx Gy Gu Gv

)

在点 P0 处的秩是 2, 则这个矩阵的所有二阶子矩阵中, 至少有一个行列式在点 P0 非

零. 不妨设
∂(F, G)
∂(u, v)

∣∣∣
P0

6= 0, 则由隐函数定理知, 存在 (x0, y0) 的一个邻域 Ω ⊆ R2

和定义在 Ω 上的两个可微函数 u = u(x, y) 和 v = v(x, y), 使得 u(x0, y0) = u0,

v(x0, y0) = v0, 当 (x, y) ∈ Ω 时 (x, y, u(x, y), v(x, y)) ∈ D, 且对任意 (x, y) ∈ Ω ,

u = u(x, y) 和 v = v(x, y) 满足方程组 (17.2.2). 令

g(x, y) = f(x, y, u(x, y), v(x, y)), (x, y) ∈ Ω ,

则由式 (17.2.3) 可得

g(x, y) > g(x0, y0), ∀(x, y) ∈ Ω1.

其中 Ω1是 (x0, y0)的一个更小的邻域,对所有点 (x, y) ∈ Ω1都有 (x, y, u(x, y), v(x, y)) ∈
B. 这意味着 (x0, y0) 是函数 g(x, y) 的一个极小值点. 于是根据多元函数极值的必要

127



数学分析教程 (下册)

条件 (定理 17.1.1), 得

gx(x0, y0) = gy(x0, y0) = 0. (17.2.4)

由链锁法则有

{
gx(x0, y0) = fx(P0) + fu(P0)ux(x0, y0) + fv(P0)vx(x0, y0),

gy(x0, y0) = fy(P0) + fu(P0)uy(x0, y0) + fv(P0)vy(x0, y0).

代入式 (17.2.4) 便得到
(

fx(P0)

fy(P0)

)
= −

(
ux(x0, y0) vx(x0, y0)

uy(x0, y0) vy(x0, y0)

)(
fu(P0)

fv(P0)

)
. (17.2.5)

我们来计算矩阵

(
ux vx

uy vy

)
. 根据 u = u(x, y) 和 v = v(x, y) 的定义可知, 对任意

(x, y) ∈ Ω 都成立 {
F (x, y, u(x, y), v(x, y)) = 0,

G(x, y, u(x, y), v(x, y)) = 0,

对这两个等式关于 x 和 y 求偏导数, 得
{

Fx + Fuux + Fvvx = 0,

Gx + Guux + Gvvx = 0
和

{
Fy + Fuuy + Fvvy = 0,

Gy + Guuy + Gvvy = 0.

写成矩阵形式是

(
Fx Gx

Fy Gy

)
+

(
ux vx

uy vy

)(
Fu Gu

Fv Gv

)
= 0.

这样就得到

(
ux(x0, y0) vx(x0, y0)

uy(x0, y0) vy(x0, y0)

)
= −

(
Fx(P0) Gx(P0)

Fy(P0) Gy(P0)

)(
Fu(P0) Gu(P0)

Fv(P0) Gv(P0)

)−1

.

把这个等式代入式 (17.2.5), 并令

(
λ

µ

)
=

(
Fu(P0) Gu(P0)

Fv(P0) Gv(P0)

)−1 (
fu(P0)

fv(P0)

)
, (17.2.6)

就得到 (
fx(P0)

fy(P0)

)
=

(
Fx(P0) Gx(P0)

Fy(P0) Gy(P0)

)(
λ

µ

)
. (17.2.7)
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式 (17.2.6) 和式 (17.2.7) 可以合写成




fx(P0)

fy(P0)

fu(P0)

fv(P0)




=




Fx(P0) Gx(P0)

Fy(P0) Gy(P0)

Fu(P0) Gu(P0)

Fv(P0) Gv(P0)




(
λ

µ

)
,

而这个等式也可改写成

∇f(P0) = λ∇F (P0) + µ∇G(P0). (17.2.8)

这说明函数 f 在点 P0 的梯度可以表示成函数 F 和 G 在点 P0 的梯度的线性组合.

这样我们就证明了下述命题：设函数 f(x, y, u, v), F (x, y, u, v)和 G(x, y, u, v)在点

P0 = (x0, y0, u0, v0) ∈ R4 的一个邻域上可微, 且向量函数 (x, y, u, v) 7→ (F (x, y, u, v),

G(x, y, u, v))在点 P0 的雅可比矩阵的秩是 2. 又设 P0 是函数 f(x, y, u, v)在约束条件

(17.2.2) 下的一个极值点, 则存在实数 λ 和 µ 使式 (17.2.8) 成立.

采用完全类似的方法, 便可对一般的 m 和 n (m > n) 的情形得到一个类似的命

题. 我们把它写成下述定理.

定理 17.2.1(条件极值的必要条件) 设函数 f(x), g1(x), g2(x), · · · , gn(x) (其中

x = (x1, x2, · · · , xm) 且 n < m) 都在点 x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

m) 的一个邻域上可微, 且

向量函数 x 7→ (g1(x), g2(x), · · · , gn(x)) 在点 x0 的雅可比矩阵的秩是 n. 又设 x0 是函

数 f(x) 在约束条件

g1(x) = 0, g2(x) = 0, · · · , gn(x) = 0

下的极值点, 则存在 n 个实数 λ1, λ2, · · · , λn 使成立

∇f(x0) = λ1∇g1(x0) + λ2∇g2(x0) + · · ·+ λn∇gn(x0).

定理 17.2.1 是下述求条件极值的拉格朗日乘数法的理论根据.

拉格朗日乘数法 根据定理 17.2.1, 为了求 m 元函数 f(x) 在 n 个约束条件

g1(x) = 0, g2(x) = 0, · · · , gn(x) = 0 (n < m) 下的极值点, 我们引进 n 个参数 λ1,

λ2, · · · , λn, 构造辅助函数

Φ(x) = f(x)− λ1g1(x)− λ2g2(x)− · · · − λngn(x).

定理 17.2.1 表明, 如果点 x0 是函数 f(x) 在约束条件 g1(x) = 0, g2(x) = 0, · · · ,
gn(x) = 0 下的极值点, 那么必存在一组实数 λ1, λ2, · · · , λn 使 x0 是上述函数 Φ(x)

的稳定点, 即有

∇Φ(x0) = 0. (17.2.9)
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而由 x0 满足的约束条件我们还有

g1(x0) = 0, g2(x0) = 0, · · · , gn(x0) = 0. (17.2.10)

把式 (17.2.9)和式 (17.2.10)联立起来,就得到了一个含有 m+n个未知数 x0
1, x0

2, · · · ,
x0

m, λ1, λ2, · · · , λn 和m+n个方程的方程组. 求解这个方程组, 则以 (x0
1, x

0
2, · · · , x0

m)

为坐标的点就是可能的条件极值点.

需要说明的是, 拉格朗日乘数法只是提供了一个方法, 运用这个方法可以不用从

约束条件求解隐函数而直接确定条件极值点. 但是因为定理 17.2.1 只是给出一个点

是条件极值点的必要条件, 而不是充要条件, 所以这样求出的点只是可能的条件极值

点. 为了完整地解决条件极值问题, 还必须在此基础上, 进一步根据具体的问题作具

体的分析, 以确定所得到的可能的解是否真正地为条件极值问题的解.

例 1 求内接于椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (17.2.11)

且所有表面都平行于坐标面的长方体中, 体积最大的长方体. 其中 a, b, c 是正常数.

解 我们需要求函数 f(x, y, z) = 8xyz (x > 0, y > 0, z > 0)在约束条件 (17.2.11)

下的最大值, 即求这个函数限制在椭球面 (17.2.11) 位于第一象限的曲面块上变化时

的最大值.

对待定的参数 λ, 引进辅助函数

g(x, y, z) = 8xyz − λ
(x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1

)
, x > 0, y > 0, z > 0.

求偏导数得

gx(x, y, z) = 8yz − 2λx

a2
, gy(x, y, z) = 8xz − 2λy

b2
, gz(x, y, z) = 8xy − 2λz

c2
.

因此令 



8yz − 2λx

a2
= 0,

8xz − 2λy

b2
= 0,

8xy − 2λz

c2
= 0,

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

下面求解这个方程组. 从前三个方程得到

8xyz =
2λx2

a2
=

2λy2

b2
=

2λz2

c2
.
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容易看出 λ 6= 0, 因此
x2

a2
=

y2

b2
=

z2

c2
, 把这些关系式代入第四个方程得

x2

a2
=

y2

b2
=

z2

c2
=

1
3
.

这样就得到了一个可能的极值点 (x, y, z) =
( a√

3
,

b√
3
,

c√
3

)
. 由于函数 f(x, y, z) =

8xyz 在椭球面 (17.2.11)位于第一象限的曲面块的边缘上 (这时三个坐标 x, y, z 中至

少有一个为零) 的值恒为零, 而在这个曲面块的内部都取正值, 所以它必在这个曲面

块上有最大值. 因此, 点 (x, y, z) =
( a√

3
,

b√
3
,

c√
3

)
必是所求的最大值点, 相应的函数

值为

f
( a√

3
,

b√
3
,

c√
3

)
=

8abc

3
√

3
.

特别地, 当 a = b = c 时, 就得到了我们熟知的结论: 在内接于球面的所有长方体中,

立方体的体积最大.

例 2 设 a1, a2, · · · , am 和 b 都是正数, 而 p > 1. 求函数 f(x1, x2, · · · , xm) =

xp
1+xp

2+· · ·+xp
m (x1 > 0, x2 > 0, · · · , xm > 0)在约束条件 a1x1+a2x2+· · ·+amxm = b

下的极值.

解 对待定的参数 λ, 引进辅助函数

g(x1, x2, · · · , xm) = xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
m − λ(a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm − b),

其中, x1 > 0, x2 > 0, · · · , xm > 0. 求偏导数得

gxi
(x1, x2, · · · , xm) = pxp−1

i − λai, i = 1, 2, · · · ,m.

令这些偏导数全为零, 得 xi =
(λai

p

) 1
p−1

, i = 1, 2, · · · ,m, 再代入约束条件 a1x1 +

a2x2 + · · ·+ amxm = b 求得

λ = pbp−1
( m∑

i=1

a
p

p−1
i

)−(p−1)

.

因此得到可能的极值点

x∗i = a
1

p−1
i b

( m∑

i=1

a
p

p−1
i

)−1

, i = 1, 2, · · · ,m.

函数 f(x1, x2, · · · , xm) = xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
m 在该点的值为

f(x∗1, x
∗
2, · · · , x∗m) = bp

( m∑

i=1

a
p

p−1
i

)−(p−1)

.
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为了确定这个值是最大值还是最小值, 或根本不是极值, 我们需要比较函数 f 在点

(x∗1, x
∗
2, · · · , x∗m) 的值与它在曲面 a1x1 + a2x2 + · · · + amxm = b 位于第一象限的曲

面块边缘处的值的大小, 而这就需要确定函数 f(x1, x2, · · · , xm) = xp
1 + xp

2 + · · · +
xp

m 在这些边缘上取值的范围. 由于在这些边缘上, 至少有一个坐标为零, 以 xm = 0

的情形为例, 便化为求同一类型但只有 m − 1 个自变元的函数 (仍以相同的符号表

示)f(x1, x2, · · · , xm−1) = xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
m−1 (x1 > 0, x2 > 0, · · · , xm−1 > 0) 在约束

条件 a1x1 + a2x2 + · · ·+ am−1xm−1 = b 下的条件极值问题. 因此, 这个问题便可采用

数学归纳法来解决,具体如下: 首先,当 m = 2时,函数是 f(x1, x2) = xp
1 +xp

2 (x1 > 0,

x2 > 0), 而约束条件为 a1x1 + a2x2 = b. 这时边缘为两个点
(

0,
b

a2

)
和

(
b

a1
, 0

)
. 函

数 f 在这两个点处的值分别为

f

(
0,

b

a2

)
=

(
b

a2

)p

, f

(
b

a1
, 0

)
=

(
b

a1

)p

.

而

f(x∗1, x
∗
2) =

bp

(
a

p
p−1
1 + a

p
p−1
2

)p−1 .

由于 (
a

p
p−1
1 + a

p
p−1
2

)p−1

> ap
1, ap

2,

所以

f(x∗1, x
∗
2) < f

(
0,

b

a2

)
, f

( b

a1
, 0

)
.

这说明在 m = 2 的情形, (x∗1, x
∗
2) 是函数 f(x1, x2) = xp

1 + xp
2 (x1 > 0, x2 > 0) 在约束

条件 a1x1 + a2x2 = b 下的最小值点, 从而得到

xp
1 + xp

2 > bp

(
a

p
p−1
1 + a

p
p−1
2

)p−1

(当 x1 > 0, x2 > 0, a1x1 + a2x2 = b). 应用这个不等式来分析 m = 3 时函数

f(x1, x2, x3) = xp
1 + xp

2 + xp
3 在曲面块 a1x1 + a2x2 + a3x3 = b (x1 > 0, x2 > 0,

x3 > 0) 的边缘的取值范围, 再与 f(x∗1, x
∗
2, x

∗
3) 比较, 知 (x∗1, x

∗
2, x

∗
3) 是最小值点, 即有

xp
1 + xp

2 + xp
3 > bp

(
a

p
p−1
1 + a

p
p−1
2 + a

p
p−1
3

)p−1

(当 x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, a1x1 + a2x2 + a3x3 = b). 依次类推, 应用归纳法, 便可推知

在一般的 m 情形, (x∗1, x
∗
2, · · · , x∗m) 是所讨论问题的最小值点.
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这样就证明了当 a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm = b 且 x1, x2, · · · , xm 都非负时, 有

xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
m > bp

(
a

p
p−1
1 + a

p
p−1
2 + · · ·+ a

p
p−1
m

)−(p−1)

.

记 q =
p

p− 1
, 则从此例我们得到下述很有用的不等式.

赫尔德不等式 设 p > 1, q > 1且
1
p

+
1
q

= 1,则对任意的非负实数 a1, a2, · · · , am

和 x1, x2, · · · , xm 都成立

m∑

i=1

aixi 6
( m∑

i=1

xp
i

) 1
p
( m∑

i=1

aq
i

) 1
q

.

17.2.2 拉格朗日乘数法的几何解释

下面给出拉格朗日乘数法的几何解释. 先考虑 m = 3, n = 1 的情况, 即求函数

f(x, y, z) 在条件

g(x, y, z) = 0 (17.2.12)

下的极值点. 这里假定 f 和 g 都是可微函数, 且在使式 (17.2.12) 成立的每个点处都

有 ∇g(x, y, z) 6= (0, 0, 0). 用 S 表示曲面 (17.2.12), 则求函数 f 在条件 (17.2.12) 下的

极值, 从几何的观点看就是求该函数在曲面 S 上的极值.

设 P0(x0, y0, z0) 是 S 上一点, 则 S 在该点的单位法向量为

n(P0) =
∇g(P0)
|∇g(P0)| =

(gx, gy, gz)√
g2

x + g2
y + g2

z

∣∣∣∣∣∣
P0

.

任意垂直于 n(P0) 的非零向量都是 S 在点 P0 的切向量.

对于在点 P0 及其附近有定义的可微函数 f , 称 f 在点 P0 沿曲面 S 在点 P0 的

任意单位切向量 v 的方向导数
∂f

∂v
(P0) 为 f 在点 P0 沿曲面 S 的切向导数. 类似于

简单极值问题的费马定理, 我们有

定理 17.2.2(函数在曲面上达到极值的必要条件) 设 f 是在曲面 S 的一个邻域

中有定义并且可微的函数, P0 是 f 在曲面 S 上的一个极值点. 则 f 在点 P0 沿曲面

S 在该点的任意切方向的切向导数都等于零.

证明 设 v = (cos α, cos β, cos γ) 是曲面 S 在点 P0 的一个单位切向量, 则存在

S 上通过点 P0 的光滑曲线 C 使其在点 P0 的切向量为 v. 设 C 的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t), a < t < b,

并设 (x(t0), y(t0), z(t0)) = (x0, y0, z0) = P0, 其中 a < t0 < b. 由 C 在点 P0 的切向量

为 v 可知 (x′(t0), y′(t0), z′(t0)) = (cos α, cos β, cos γ). 定义函数 ψ 如下

ψ(t) = f(x(t), y(t), z(t)), a < t < b,
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由 P0 是 f 在 S 上的极值点可知, t0 是 ψ 的极值点, 因此 ψ′(t0) = 0. 而

ψ′(t0)= fx(x(t0), y(t0), z(t0))x′(t0)+fy(x(t0), y(t0), z(t0))y′(t0)

+fz(x(t0), y(t0), z(t0))z′(t0)

= fx(x0, y0, z0) cos α + fy(x0, y0, z0) cos β + fz(x0, y0, z0) cos γ =
∂f

∂v
(P0),

所以得到
∂f

∂v
(P0) = 0. 证毕.

由于
∂f

∂v
(P0) = ∇f(P0) · v, 所以上述定理表明如果 P0 是函数 f 在曲面 S 上的

极值点, 则对 S 在点 P0 的任意切向量 v 都有

∇f(P0) · v = 0, 即 ∇f(P0)⊥v.

因此 ∇f(P0) 垂直于 S 在点 P0 的切平面, 从而 ∇f(P0)//n(P0), 这等价于 ∇f(P0)//

∇g(P0). 所以存在实数 λ 使得

∇f(P0) = λ∇g(P0).

这就得到了 m = 3, n = 1 情形下的拉格朗日乘数法.

再考虑 m = 3, n = 2 的情况, 即求函数 f(x, y, z) 在条件




g1(x, y, z) = 0

g2(x, y, z) = 0
(17.2.13)

下的极值点. 这里假定 f , g1, g2 都是可微函数,且在使式 (17.2.13)成立的每个点处都

有 ∇g1(x, y, z) × ∇g2(x, y, z) 6= (0, 0, 0). 我们知道, 在几何上式 (17.2.13) 表示一条曲

线,即曲面 S1 : g1(x, y, z) = 0 和 S2 : g2(x, y, z) = 0 的交线.用 C 表示这条曲线,则求

函数 f 在条件 (17.2.13)下的极值,从几何的观点看便是求该函数在曲线 C 上的极值.

因此, 如果 P0(x0, y0, z0) 是 f 在条件 (17.2.13) 下的极值点, 则类似于定理 17.2.2 可

以证明 f 在点 P0 沿 C 的切向 v 的方向导数
∂f

∂v
(P0) 应当等于零, 这意味着 ∇f(P0)

垂直于 v. 令 n1(P0) 和 n2(P0) 分别为曲面 S1 和 S2 在点 P0 的单位法向量, 即

n1(P0) =
∇g1(P0)
|∇g1(P0)| , n2(P0) =

∇g2(P0)
|∇g2(P0)| ,

则 v = n1(P0)× n2(P0). 因此由 ∇f(P0) 垂直于 v 可知混合积

(∇f(P0),n1(P0),n2(P0)) = ∇f(P0) · [n1(P0)× n2(P0)] = 0,

进而

(∇f(P0),∇g1(P0),∇g2(P0)) = |∇g1(P0)||∇g2(P0)|(∇f(P0),n1(P0),n2(P0)) = 0.
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这说明三个向量 ∇f(P0),∇g1(P0),∇g2(P0) 共面, 因而线性相关, 所以存在实数 λ 和

µ 使成立

∇f(P0) = λ∇g1(P0) + µ∇g2(P0).

这就得到了 m = 3, n = 2 情形下的拉格朗日乘数法.

对 m = 2, n = 1 的情况可类似地讨论.

对于 m > 4 和 1 6 n < m 的情况, 可以类似地在想象的几何空间 Rm 中给出拉

格朗日乘数法的几何解释. 先介绍几个术语. 对于给定的 m 元函数 g, 如果由方程

g(x1, x2, · · · , xm) = 0

确定的Rm中的点集 S中的每个点都满足∇g(x1, x2, · · · , xm) 6= 0,则称 S为Rm中的

超曲面或m−1维流形. Rm 中的非零向量 ∇g(x0) (其中 x0 = (x01, x02, · · · , x0m) ∈ S)

叫做 S 在点 x0 的法向量, 超平面

∇g(x0) · (x− x0) = 0

叫做 S在点 x0的切平面. 又对于给定的 n个m元函数 g1, g2, · · · , gn,其中 1 6 n < m,

如果由方程组 



g1(x1, x2, · · · , xm) = 0

g2(x1, x2, · · · , xm) = 0

· · · · · ·
gn(x1, x2, · · · , xm) = 0

确定的 Rm 中的点集 M 中的每个点都满足

rank
( D(g1, g2, · · · , gn)

D(x1, x2, · · · , xm)

)
= n,

则称 M 为 Rm 中的 m− n 维超曲面或m− n 维流形. 上面这个条件表明对 M 上的

任意一点 x0, 向量 ∇g1(x0), ∇g2(x0), · · · , ∇gn(x0)都线性无关,因而它们张成 Rm 的

一个 n 维线性子空间. 这个线性子空间叫做 M 在点 x0 的法空间, 记作 Nx0(M). 法

空间的正交补子空间叫做 M 在点 x0 的切空间, 记作 Tx0(M). 法空间 Nx0(M) 中的

每个非零向量都叫做 M 在点 x0 的法向量;切空间 Tx0(M)中的每个非零向量都叫做

M 在点 x0 的切向量.

现在设 M 是 Rm 中的一个 m− n维流形, 而 f 是在点 x0 ∈ M 及其附近有定义

并且可微的函数. 则对 M 在点 x0 的任意单位切向量 v, 称 f 在点 x0 沿 v 方向的方

向导数
∂f

∂v
(x0) 为 f 在点 x0 沿流形 M 的切向导数. 与 m = 3, n = 1 的情形类似地

可以证明以下流形上的费马定理.
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定理 17.2.3(函数在流形上达到极值的必要条件) 设 f 是在流形 M 的一个邻

域中有定义且可微的函数, x0 是 f 在流形 M 上的一个极值点, 则 f 在点 x0 沿流形

M 在该点的任意切方向的切向导数都等于零.

因此, 当 f 在点 x0 达到它在流形 M 上的极值时, 对 M 在点 x0 的任意单位切

向量 v, 都有

∇f(x0) · v =
∂f

∂v
(x0) = 0,

这表明 ∇f(x0) 垂直于 M 在点 x0 的所有切向量, 从而 ∇f(x0) 属于 M 在点 x0 的法

空间 Nx0(M). 因此 ∇f(x0) 能够表示成 ∇g1(x0), ∇g2(x0), · · · , ∇gn(x0) 的线性组合,

即存在一组实数 λ1, λ2, · · · , λn 使成立

∇f(x0) = λ1∇g1(x0) + λ2∇g2(x0) + · · ·+ λn∇gn(x0).

这就得到了一般情形下的拉格朗日乘数法.

习 题 17.2

1. 求下列二元函数在所指定条件下的条件极值:

(1) f(x, y) = xy, 若 x + y = 1;

(2) f(x, y) = ax + by, 若 x2 + y2 = 1;

(3) f(x, y) = x2 + y2, 若 ax + by = 1;

(4) f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2, 若 x2 + y2 = 1;

(5) f(x, y) = cos2 x + cos2 y, 若 x− y =
π

4
;

(6) f(x, y) =
1
2
(xn + yn), 若 ax + by = c (a, b, c > 0).

2. 求下列多元函数在所指定条件下的条件极值:

(1) f(x, y, z) = ax + by + cz, 若 x2 + y2 + z2 = 1;

(2) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, 若
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (a, b, c > 0);

(3) f(x, y, z) = xαyβzγ , 若 x + y + z = a (α, β, γ, a > 0);

(4) f(x, y, z) = xy2z3, 若 x + 2y + 3z = a (x, y, z > 0, a > 0);

(5) f(x, y, z) = sin x sin y sin z, 若 x + y + z =
π

2
(x, y, z > 0);

(6) f(x, y, z) = xyz, 若 x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z = 0;

(7) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, 若
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, x cos α + y cos β + z cos γ = 0

(a, b, c > 0, cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1);

(8) f(x, y, z, ξ, η, ζ) = (x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2,若 x2+y2+z2 = R2, ax+by+cz =

0,
ξ

cos α
=

η

cos β
=

ζ

cos γ
(R > 0, a2+b2+c2 = 1, cos2 α+cos2 β+cos2 γ = 1).
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3. 设 ai 和 bi (i = 1, 2, · · · ,m) 都是正常数, x = (x1, x2, · · · , xm). 求下列多元函数

在所指定条件下的条件极值:

(1) f(x) = |x|, 若
m∑

i=1

xi

ai
= 1;

(2) f(x) =
m∑

i=1

aixi, 若 |x| = 1;

(3) f(x) =
m∑

i=1

ai

xi
, 若

m∑

i=1

bixi = 1 (xi > 0, i = 1, 2, · · · ,m);

(4) f(x) = |x|, 若
m∑

i=1

ai

xi
= 1 (xi > 0, i = 1, 2, · · · ,m).

4. 求直线 x + 2y − 10 = 0 和椭圆
x2

9
+

y2

4
= 1 之间的最短距离.

5. 横截面为半圆形的半圆柱形浴盆, 已知表面积为 S, 当其长和横截面半径成怎样

的比例时, 具有最大的容积?

6. (1) 圆内接三角形中, 怎样的三角形具有最大的面积?

(2) 圆外切三角形中, 怎样的三角形具有最小的周长?

7. (1) 求表面积一定而体积最大的长方体;

(2) 求体积一定而表面积最小的长方体.

8. (1) 已知矩形的周长等于 2p, 把它绕其一边旋转一周得一圆柱体. 为使该圆柱体

的体积最大, 矩形的边长应当各为多少;

(2) 已知三角形的周长等于 2p, 把它绕其一边旋转一周得一旋转体. 为使该旋转

体的体积最大, 三角形的三个边长应当各为多少?

9. 给定单位球面 x2 + y2 + z2 = 1 之外的 m 个点 Pi(xi, yi, zi), i = 1, 2, · · · ,m, 在单

位球面上求出一点, 使该点到这 m 个点的距离的平方和最小.

10. 设 xi > 0, i = 1, 2, · · · ,m, p > 1. 应用求函数 f(x) = x1x2 · · ·xm在条件
m∑

i=1

xi = a

下的极值的方法证明平均值不等式

m√x1x2 · · ·xm 6 x1 + x2 + · · ·+ xm

m
.

11. 设 p > 1, xi > 0, i = 1, 2, · · · ,m. 应用求函数 f(x) =
m∑

i=1

xp
i 在条件

m∑

i=1

xi = a 下

的极值的方法证明以下不等式:

(x1 + x2 + · · ·+ xm

m

)p

6 xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
m

m
.
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12. 设 αi > 1, xi > 0, i = 1, 2, · · · ,m. 证明不等式:
(x1

α1

)α1
(x2

α2

)α2 · · ·
(xm

αm

)αm

6
( x1 + x2 + · · ·+ xm

α1 + α2 + · · ·+ αm

)α1+α2+···+αm

.

13. 设 p > 1, q > 1, 且
1
p

+
1
q

= 1. 应用求函数 f(x, y) =
m∑

i=1

xiyi 在
m∑

i=1

xp
i = a 和

m∑

i=1

yq
i = b 的条件下的极值的方法证明赫尔德不等式:

m∑

i=1

xiyi 6
( m∑

i=1

xp
i

) 1
p
( m∑

i=1

yq
i

) 1
q

,

其中, xi > 0, yi > 0, i = 1, 2, · · · ,m.

14. 设 A = (aij)m×m 是 m 阶矩阵. 应用求函数 f(a) = |det A|2 在
m∑

j=1

a2
ij = bi

(i = 1, 2, · · · ,m) 的条件下的极值的方法证明阿达马不等式:

|detA|2 6
m∏

i=1

( m∑

j=1

a2
ij

)
.

15. 设 f(x, y) 和 g(x, y) (其中, x ∈ Rm, y ∈ R) 都在开集 Ω ⊆ Rm × R 上二阶可

微, (x0, y0) 是 Ω 中一点, 在该点有 g(x0, y0) = 0, gy(x0, y0) 6= 0. 令 F (x, y) =

f(x, y)−λg(x, y). 假设对某个实数 λ成立∇F (x0, y0) = 0,且黑塞矩阵HF (x0, y0)

是正定矩阵. 证明: (x0, y0)是函数 f(x, y)在约束条件 g(x, y) = 0下的极小值点.

16. 设 A = (aij)m×m 是对称矩阵. 求二次型 f(x) =
m∑

i,j=1

aijxixj 在单位球面 |x| = 1

上的稳定点 (即所有切向导数等于零的点) 以及相应的函数值.
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本章学习含参变量的积分. 所谓含参变量的积分,是指这样的定积分或广义积分,

其中的被积函数以及积分的上下限含有一个或多个参变量. 自然, 这种积分的值也含

有这些参变量, 因而积分所得到的是这些参变量的函数. 我们要研究的是, 这样得到

的函数的连续性、可微性和可积性, 以及如何计算其极限、导数和积分.

含参变量的积分实际上已经在前面多次遇到了, 如 8.1 节给出的泰勒公式中的积

分型余项公式和函数的高阶原函数公式, 实际上都是一些含参变量的积分. 这种积分

也经常在其他场合出现, 比如以后学习常微分方程和偏微分方程课程时, 除了用初等

函数、隐函数以及用函数项级数表示的函数来求这种方程的解之外, 也常用含参变量

的积分表示的函数来求它们的解. 第 19 章将学习多元函数的黎曼积分即重积分. 计

算重积分的一个基本方法是把它表示成累次积分, 而累次积分, 其实就是对含参变量

的积分关于参变量再积分. 因此, 本章的内容除了它本身的重要意义之外, 也是出于

为第 19 章的讨论做准备而设置的.

18.1 含参变量的定积分

设 I 是一个任意类型的区间 (闭区间、开区间或半开半闭的区间; 有限或无限均

可), c 和 d 是两个实数且 c < d. 又设 f(x, y) 是定义在区域 I × [c, d] 上的一个二元函

数, 使得对每个给定的 x ∈ I, f(x, y) 作为变元 y 的函数在区间 [c, d] 上可积. 则积分

值

∫ d

c

f(x, y)dy 是一个与 x 有关的实数, 记作 g(x):

g(x) =
∫ d

c

f(x, y)dy, ∀x ∈ I. (18.1.1)

称式 (18.1.1)右端的积分为含参变量 x的积分. 式 (18.1.1)定义了区间 I 上的一个函

数 g. 我们需要知道这个函数在什么条件下是连续的、可微的和可积的以及如何计算

其极限、导数和积分. 这方面最基本的一个结果是以下定理
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定理 18.1.1(极限和积分交换次序) 设函数 f(x, y) 在 I × [c, d] 上连续, 则对任

意 x0 ∈ I 成立

lim
x→x0
x∈I

∫ d

c

f(x, y)dy =
∫ d

c

f(x0, y)dy =
∫ d

c

lim
x→x0
x∈I

f(x, y)dy, (18.1.2)

即函数 g(x) =
∫ d

c

f(x, y)dy 在区间 I 上连续.

证明 先考虑 I = [a, b](有限闭区间) 的情况. 只需证明对任意给定的 ε > 0, 存

在相应的 δ > 0, 使对任意 x ∈ [a, b], 只要它满足条件 |x− x0| < δ, 就有

∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy −
∫ d

c

f(x0, y)dy
∣∣∣ < ε.

由于 f(x, y) 在 [a, b] × [c, d] 上连续, 而 [a, b] × [c, d] 是有界闭集, 所以 f(x, y) 在

[a, b] × [c, d] 上一致连续. 因此对任意给定的 ε > 0, 必存在相应的 δ > 0, 使对任意

x, x′ ∈ [a, b] 和 y, y′ ∈ [c, d], 只要它们满足条件 |x− x′| < δ 且 |y − y′| < δ, 就有

|f(x, y)− f(x′, y′)| < ε

2(d− c)
.

据此易见, 只要 x ∈ [a, b] 满足条件 |x− x0| < δ, 则对任意 y ∈ [c, d] 都成立

|f(x, y)− f(x0, y)| < ε

2(d− c)
,

从而

∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy −
∫ d

c

f(x0, y)dy
∣∣∣ 6

∫ d

c

|f(x, y)− f(x0, y)|dy 6 ε

2(d− c)
· (d− c) < ε.

这就证明了所需要的结论.

再来考虑 I 是任意类型的区间的情况. 只需证明对任意 x0 ∈ I 都成立

lim
x→x0
x∈I

g(x) = g(x0).

如果 x0 是区间 I 的内点, 则存在 δ > 0 使得 [x0 − δ, x0 + δ] ⊆ I. 这时由 f(x, y)

在 I × [c, d] 上连续可知, 它也在 [x0 − δ, x0 + δ] × [c, d] 上连续, 因此应用已经证明

的结论知上式成立. 如果 x0 是区间 I 的端点, 不妨设是左端点, 则存在 δ > 0 使得

[x0, x0 + δ] ⊆ I, 且 x0 左端没有区间 I 中的点. 因此, 在 [x0, x0 + δ]× [c, d] 上应用已

经证明的结论,即知上式也成立. 对于 x0 是区间 I 的右端点的情况,类似的分析知上

式仍然是成立的. 总之, 对区间 I 中任意的点 x0, 上式都成立. 证毕.

定理 18.1.1 表明, 在被积函数作为积分变元和参变元联合形成的多变元函数是

连续函数的条件下,可以把关于参变元的极限运算与关于积分变元的积分运算交换次
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序, 即把求极限的运算放到积分号下进行. 因此这个定理通常也叫做 “积分号下求极

限” 定理.

从几何上看, 定理 18.1.1 的结论是显然的.

为简单起见, 不妨设 f(x, y) > 0, ∀(x, y) ∈
[a, b] × [c, d]. 对每个 x0 ∈ [a, b], 积分 g(x0) =
∫ d

c

f(x0, y)dy 在几何上表示的是平面 x = x0

上位于该平面与曲面 z = f(x, y) 的交线的下

方, 且在 y = c 和 y = d 之间以及 Oxy 平面上

方的曲边梯形的面积. 当曲面 z = f(x, y) 连续

时, 这个面积显然随 x0 在 [a, b] 中连续变化而

连续变化 (图 18-1-1).

定理 18.1.1可直接推广到含多个参变量的

积分的情形. 相应定理的陈述及其证明留给

读者.

z

O

a

x 0

b
D

x

c d

y

z = f (x 0,y)

图 18-1-1 定理 18.1.1 的几何意义

定理 18.1.2(导数和积分交换次序) 设 I 是任意一个区间, f(x, y) 是定义在

I × [c, d] 上的函数, 且满足以下两个条件:

(1) 对每个 x ∈ I, f(x, y) 作为变元 y 的函数在 [c, d] 上可积;

(2) f(x, y) 关于变元 x 有偏导数, 且偏导函数 fx(x, y) 在 I × [c, d] 上连续.

则成立

d
dx

∫ d

c

f(x, y)dy =
∫ d

c

∂

∂x
f(x, y)dy =

∫ d

c

fx(x, y)dy, ∀x ∈ I, (18.1.3)

即函数 g(x) =
∫ d

c

f(x, y)dy 在区间 I 上可导, 且 g′(x) =
∫ d

c

fx(x, y)dy. 这里当 x 是

区间 I 的端点时, 导数指的是单侧导数.

证明 仅以 x0 是区间 I 的内点的情况证明; x0 是区间 I 的端点的情况证明类

似. 注意条件 (1) 保证了函数 g(x) 在 I 上处处有定义. 所以只需证明对任意 x0 ∈ I

都成立

lim
x→x0

g(x)− g(x0)
x− x0

=
∫ d

c

fx(x0, y)dy. (18.1.4)

为证明式 (18.1.4), 首先注意成立下列不等式:

∣∣∣g(x)− g(x0)
x− x0

−
∫ d

c

fx(x0, y)dy
∣∣∣ 6

∫ d

c

∣∣∣f(x, y)− f(x0, y)
x− x0

− fx(x0, y)
∣∣∣dy.

根据拉格朗日中值定理, 对任意 x, x0 ∈ I, 存在位于 x 和 x0 之间的 ξ, 使得

f(x, y)− f(x0, y)
x− x0

= fx(ξ, y),
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因此 ∣∣∣f(x, y)− f(x0, y)
x− x0

− fx(x0, y)
∣∣∣ = |fx(ξ, y)− fx(x0, y)|.

取 σ > 0 充分小使得 [x0 − σ, x0 + σ] ⊆ I. 由于 fx(x, y) 在 I × [c, d] 上连续, 所以它在

[x0 − σ, x0 + σ]× [c, d] 上一致连续. 据此推知对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0,

使对任意 x′, x′′ ∈ [x0 − σ, x0 + σ], 只要 |x′ − x′′| < δ, 便对任意 y ∈ [c, d] 都成立

|fx(x′, y)− fx(x′′, y)| < ε

2(d− c)
.

由于当 |x − x0| < δ 时也有 |ξ − x0| < δ, 所以由上面的不等式知, 只要 |x − x0| <

min{δ, σ}, 便对任意 y ∈ [c, d] 都成立
∣∣∣f(x, y)− f(x0, y)

x− x0
− fx(x0, y)

∣∣∣ = |fx(ξ, y)− fx(x0, y)| < ε

2(d− c)
,

进而 ∣∣∣g(x)− g(x0)
x− x0

−
∫ d

c

fx(x0, y)dy
∣∣∣ 6 ε

2(d− c)
· (d− c) < ε.

这就证明了式 (18.1.4). 证毕.

定理 18.1.2 表明, 在被积函数作为积分变元和参变元联合形成的多变元函数关

于参变元有连续的偏导数的条件下,可以把关于参变元的求导运算与关于积分变元的

积分运算交换次序, 即把求导数的运算放到积分号下进行. 因此这个定理通常也叫做

“积分号下求导数” 定理.

公式 (18.1.3) 叫做莱布尼茨公式, 这个公式所保证的把求导运算和积分运算交换

次序的运算法则叫做莱布尼茨法则.

定理 18.1.3(积分交换次序) 设 f(x, y)在矩形区域 [a, b]× [c, d]上连续.则成立
∫ b

a

( ∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫ d

c

( ∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy. (18.1.5)

证明 考虑函数

g(x, t) =
∫ t

c

f(x, y)dy, x ∈ [a, b], t ∈ [c, d].

首先,根据定理 18.1.1可知,对每个给定的 t ∈ [c, d], g(x, t)作为变元 x的函数在 [a, b]

上是连续的, 自然也是可积的 (实际上, g(x, t) 是区域 [a, b] × [c, d] 上的连续函数, 见

下面一个引理). 其次, 根据定理 7.3.4 可知, g(x, t) 关于变元 t 有偏导数, 且

gt(x, t) = f(x, t), x ∈ [a, b], t ∈ [c, d].

由于这个函数在 [a, b]× [c, d] 上连续, 所以应用定理 18.1.2 就得到

d
dt

∫ b

a

g(x, t)dx =
∫ b

a

gt(x, t)dx =
∫ b

a

f(x, t)dx, ∀t ∈ [c, d].
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这说明, 函数 t 7→
∫ b

a

g(x, t)dx 是函数 t 7→
∫ b

a

f(x, t)dx 的原函数. 因此根据牛顿–莱

布尼茨公式有
∫ d

c

( ∫ b

a

f(x, t)dx
)
dt =

∫ b

a

g(x, d)dx−
∫ b

a

g(x, c)dx =
∫ b

a

( ∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx.

证毕.

下面讨论形如

F (x) =
∫ β(x)

α(x)

f(x, y)dy (18.1.6)

的含参量的积分, 其中, f(x, y) 是定义在 I × [c, d] 上的函数, α 和 β 是定义在区间 I

上的函数, 且

c 6 α(x) 6 d, c 6 β(x) 6 d, ∀x ∈ I.

假定对每个 x ∈ I, f(x, y) 作为 y 的函数在区间 [c, d] 上黎曼可积, 从而上面的积分有

意义, 进而定义了区间 I 上的一个函数 g. 下面考虑这个函数的连续性和可微性. 先

证明一个引理.

引理 18.1.1 设 f(x, y) 在 [a, b]× [c, d] 上连续. 令

g(x, t) =
∫ t

c

f(x, y)dy, x ∈ [a, b], t ∈ [c, d].

则有下列结论:

(1) g(x, t) 在 [a, b]× [c, d] 上连续;

(2) 如果 f(x, y) 关于变元 x 有偏导数, 且偏导函数 fx(x, y) 在 [a, b] × [c, d] 上连

续, 则 g(x, t) 在 [a, b]× [c, d] 上关于各变元都有连续的偏导数, 且

gt(x, t) = f(x, t), gx(x, t) =
∫ t

c

fx(x, y)dy.

证明 (1) 对任意 (x0, t0), (x, t) ∈ [a, b]× [c, d], 有

|g(x, t)− g(x0, t0)|=
∣∣∣
∫ t

c

f(x, y)dy −
∫ t0

c

f(x0, y)dy
∣∣∣

6
∫ t0

c

|f(x, y)− f(x0, y)|dy +
∣∣∣
∫ t

t0

|f(x, y)|dy
∣∣∣ ≡ A + B.

最后这个恒等号的意思是用它前面的量来对应地定义它后面的各个量, 即 A 表示恒

等号前面两个被加项中的第一项, B 表示第二项. 由于 f(x, y) 在 [a, b]× [c, d] 上连续

蕴涵着它在 [a, b]× [c, d] 上一致连续, 所以对任意给定的 ε > 0, 必存在相应的 δ1 > 0,

使当 |x− x0| < δ1 时, 对任意 y ∈ [c, d] 都成立

|f(x, y)− f(x0, y)| < ε

2(d− c)
.
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因此当 |x− x0| < δ, 时,

A =
∫ t0

c

|f(x, y)− f(x0, y)|dy 6 ε

2(d− c)
· (t0 − c) 6 ε

2
.

又由 f(x, y) 在 [a, b]× [c, d] 上连续知它有界, 所以存在 M > 0 使得

|f(x, y)| 6 M, ∀(x, y) ∈ [a, b]× [c, d].

这样当 |t− t0| < δ2 =
ε

2M
时, 有

B =
∣∣∣
∫ t

t0

|f(x, y)|dy
∣∣∣ 6 M |t− t0| < M · ε

2M
=

ε

2
.

因此, 当 |x− x0| < δ1 且 |t− t0| < δ2 时, 有

|g(x, t)− g(x0, t0)| 6 A + B <
ε

2
+

ε

2
= ε.

所以 g(x, t) 在 [a, b]× [c, d] 中的任意一点 (x0, t0) 都连续. 这就证明了结论 (1).

(2) 根据定理 7.3.4, g(x, t) 关于变元 t 有偏导数, 且

gt(x, t) = f(x, t).

根据定理 18.1.2, g(x, t) 关于变元 x 有偏导数, 且

gx(x, t) =
∫ t

c

fx(x, y)dy.

由于这些等式右端的函数都是 [a, b] × [c, d] 上的连续函数, 所以就得到了结论 (2).

证毕.

定理 18.1.4 设 f(x, y) 在 [a, b]× [c, d] 上连续, α 和 β 是定义在区间 [a, b] 上的

连续函数, 且

c 6 α(x) 6 d, c 6 β(x) 6 d, ∀x ∈ [a, b].

则函数 F (x) =
∫ β(x)

α(x)

f(x, y)dy 在 [a, b] 上连续.

证明 令 g(x, t) 如引理 18.1.1, 则根据这个引理知, 它是 [a, b] × [c, d] 上的连续

函数. 显然有

F (x) = g(x, β(x))− g(x, α(x)), ∀x ∈ [a, b],

所以由复合函数的连续性知, F 在 [a, b] 上连续. 证毕.

定理 18.1.5 设 f(x, y)在 [a, b]× [c, d]上连续,关于变元 x有偏导数,且 fx(x, y)

也在 [a, b]× [c, d] 上连续. 又设 α 和 β 是定义在区间 [a, b] 上的可微函数, 且

c 6 α(x) 6 d, c 6 β(x) 6 d, ∀x ∈ [a, b].
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则函数 F (x) =
∫ β(x)

α(x)

f(x, y)dy 在 [a, b] 上可微, 且

F ′(x) =
∫ β(x)

α(x)

fx(x, y)dy + f(x, β(x))β′(x)− f(x, α(x))α′(x).

证明 令 g(x, t) 如引理 18.1.1, 则根据引理 18.1.1 知, 它在 [a, b] × [c, d] 上关于

各变元都有连续的偏导数. 由于

F (x) = g(x, β(x))− g(x, α(x)), ∀x ∈ [a, b],

所以由复合函数的可微性知, F (x) 在 [a, b] 上可微, 且由链锁规则有

F ′(x)= gx(x, β(x)) + gt(x, β(x))β′(x)− gx(x, α(x))− gt(x, α(x))α′(x)

=
∫ β(x)

c

fx(x, y)dy + f(x, β(x))β′(x)−
∫ α(x)

c

fx(x, y)dy − f(x, α(x))α′(x)

=
∫ β(x)

α(x)

fx(x, y)dy + f(x, β(x))β′(x)− f(x, α(x))α′(x).

证毕.

例 1 设 |θ| < 1, 计算积分

∫ π
2

0

(
ln

1 + θ cos x

1− θ cos x

)
dx

cos x
.

解 记上述积分为 g(θ). 假如导数和积分可以交换次序, 则有

g′(θ)=
∫ π

2

0

∂

∂θ

(
ln

1 + θ cos x

1− θ cos x

)
dx

cos x

=
∫ π

2

0

2dx

1− θ2 cos2 x
= (令 u = tan x)

∫ +∞

0

2du

1− θ2 + u2

=
2√

1− θ2
arctan

(
u√

1− θ2

) ∣∣∣
+∞

0
=

π√
1− θ2

.

从而

g(θ) = g(0) +
∫ θ

0

g′(η)dη =
∫ θ

0

πdη√
1− η2

= π arcsin θ.

因此, 剩下的问题便为验证导数和积分交换次序的条件是满足的. 为此令

f(x, θ) =





(
ln

1 + θ cos x

1− θ cos x

)
1

cos x
, 当 0 6 x <

π

2
, |θ| < 1,

2θ, 当 x =
π

2
, |θ| < 1.
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对每个 |θ| < 1, f(x, θ) 关于变元 x 在区间
[
0,
π

2

]
上是连续的. 这是因为 f(x, θ) 显然

关于 x 在区间
[
0,
π

2

)
上连续, 而由于当 x → π

2
时有

ln
1 + θ cos x

1− θ cos x
= ln

(
1 +

2θ cos x

1− θ cos x

)
=

2θ cos x

1− θ cos x
+ O(cos2 x),

从而对任意 |θ| < 1 有

lim
x→ π

2−0
f(x, θ) = lim

x→ π
2

(
ln

1 + θ cos x

1− θ cos x

)
1

cos x
= 2θ = f

(π
2
, θ

)
,

所以 f(x, θ) 关于 x 也在 x =
π

2
处连续. 另外, 易见对任意 (x, θ) ∈

[
0,
π

2

)
× (−1, 1),

f(x, θ) 在这些点关于 θ 有偏导数, 且

fθ(x, θ) =
2

1− θ2 cos2 x
.

又显然对任意 |θ| < 1 有

fθ

(π
2
, θ

)
= 2.

不难看出,偏导函数 fθ(x, θ)在整个区域
[
0,
π

2

]
× (−1, 1)上连续.因此,定理 18.1.2的

条件是满足的, 所以导数和积分可以交换次序.

习 题 18.1

1. 求下列极限:

(1) lim
x→0

∫ 1

−1

4
√

x4 + y4dy; (2) lim
ε→0

∫ π

−π

dx

1 + ε sinx
;

(3) lim
a→0

∫ π
4

− π
4

tanx tan(x + a)dx; (4) lim
a→0

∫ 1+a

a

dx

1 + x2 + a2
;

(5) lim
x→0

1
x

∫ 1+x

x

sinxy2

y
dy; (6) lim

x→0

∫ cos x

sin x

y ln y ln(x2 + y2)dy.

2. 设 D 是 Rm 中的一个区域, f(x, y) (其中, x ∈ Rm, y ∈ R)是定义在 D× [c, d]上

的连续函数. 证明: 函数 F (x) =
∫ d

c

f(x, y)dy 在 D 上连续.

3. 设 I 是一个区间, f(x, y) 是定义在 I × [c, d] 上的函数, x0 是 I 中一点. 称函数

x 7→ f(x, y) (x ∈ I)在点 x0 关于 y ∈ [c, d]一致连续.如果对任意给定的 ε > 0, 存

在相应的 δ > 0, 使得只要 |x− x0| < δ (x ∈ I), 便成立

|f(x, y)− f(x0, y)| < ε, ∀y ∈ [c, d].
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证明: (1) 如果定义在 I × [c, d] 上的函数 f(x, y) 对每个固定的 x ∈ I 作为 y 的

函数在 [c, d] 上黎曼可积, 且它作为 x 的函数在点 x0 关于 y ∈ [c, d] 一致连

续, 则函数 F (x) =
∫ d

c

f(x, y)dy (x ∈ I) 在点 x0 连续, 即成立

lim
x→x0

∫ d

c

f(x, y)dy =
∫ d

c

f(x0, y)dy.

(2) 如果 f(x, y) 对每个 y0 ∈ [c, d] 都在点 (x0, y0) 连续, 则它作为 x 的函数在点

x0 关于 y ∈ [c, d] 一致连续.

4. 求以下极限 (要求计算过程有合理的根据):

(1) lim
x→0

∫ 1

0

y

x2
e−

y2

x2 dy; (2) lim
x→0

∫ 1

0

y2

x2
e−

y2

x2 dy; (3) lim
x→0

∫ 1

0

y3

x2
e−

y2

x2 dy.

5. 设 f 是在区间 [0, 1] 上恒取正值的连续函数.

(1) 下列计算是否正确?

lim
x→0

∫ 1

0

xf(y)
x2 + y2

dy =
∫ 1

0

lim
x→0

xf(y)
x2 + y2

dy =
∫ 1

0

0dy = 0;

(2) 证明: lim
x→0+

∫ 1

0

xf(y)
x2 + y2

dy =
π

2
f(0).

6. 设 D 是 Rm 中包含原点的一个凸开集, f 是定义在 D 上的连续可微函数, 它在

原点的值为零：f(0) = 0. 证明: 存在 D 上的 m 个连续函数 g1, g2, · · · , gm 使

成立

f(x) =
m∑

i=1

xigi(x), ∀x ∈ D.

7. 求 F ′(x), 已知:

(1) F (x) =
∫ cos x

sin x

ex
√

1−y2
dy; (2) F (x) =

∫ x2

x

e−xy2
dy;

(3) F (x) =
∫ b+x

a+x

sinxy

y
dy; (4) F (x) =

∫ x

0

ln(1 + xy)
y

dy;

(5) F (x) =
∫ x

0

[ ∫ 2x

t

ln(1 + s2 + t2)ds
]
dt;

(6) F (x) =
∫ x2

0

[ ∫ t+x

t−x

sin(x2 − s2 − t2)ds
]
dt.

8. 设 ϕ(x, y) 在 (a, b)× [c, d] 上连续, 关于变元 x 有 n 阶偏导数 (n > 1), 且对每个

1 6 k 6 n,
∂ kϕ

∂xk
(x, y) 在 (a, b)× [c, d] 上连续. 又设 f(y) 在 [c, d] 上黎曼可积. 令

F (x) =
∫ d

c

ϕ(x, y)f(y)dy, x ∈ (a, b).
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证明: F (x) 在 (a, b) 上有连续的 n 阶导数, 且

F (n)(x) =
∫ d

c

∂ nϕ

∂xn
(x, y)f(y)dy, x ∈ (a, b).

9. 可否应用莱布尼茨法则来对函数 F (x) =
∫ 1

0

ln(x2 + y2)dy 在 x = 0 处求导数?

10. 设 f 是定义在 (−∞,+∞) 上的连续函数, a 是给定的正数. 考虑函数

F (x) =
1
a2

∫ a

0

[ ∫ a

0

f(x + u + v)du
]
dv, x ∈ (−∞,+∞).

证明: F (x) 在 (−∞,+∞) 上有连续的二阶导数, 并求 F ′′(x).

11. 设 f 是定义在 [0,+∞) 上的连续函数. 应用莱布尼茨法则证明 n 阶原函数公式,

即证明函数

F (x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0

f(t)(x− t)n−1dt, x > 0

在 [0,+∞) 上有连续的 n 阶导数, 且

F (n)(x) = f(x), F (0) = F ′(0) = · · · = F (n−1)(0) = 0.

12. 设 f 是定义在 [0, 1] 上的连续函数. 令

u(x) =
∫ 1

0

K(x, y)f(y)dy, x ∈ [0, 1],

其中, K(x, y) =





x(1− y), 当 0 6 x 6 y 6 1,

y(1− x), 当 0 6 y < x 6 1.
证明：u(x) 是以下常微分方程

边值问题的解 



u′′(x) = −f(x), 当 0 6 x 6 1,

u(0) = u(1) = 0.

13. 应用对参数求导数的方法计算以下积分:

(1)
∫ π

0

ln(1 + a sinx)
sinx

dx (|a| < 1); (2)
∫ π

2

0

ln(a2 − cos2 x)dx (a > 1);

(3)
∫ π

2

0

ln(a2 cos2 x+b2 sin2 x)dx (a, b>0); (4)
∫ π

0

ln(1−2a cos x+a2)dx (a ∈ R);

(5)
∫ π

2

0

arctan(a tanx)
tanx

dx; (6)
∫ π

2

0

arctan(a sinx)
sinx

dx.

14. 证明:
∫ 2π

0

ex cos θ cos(x sin θ)dθ = 2π, ∀x ∈ R.
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15. 证明:
∫ 1

0

[ ∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

]
dx 6=

∫ 1

0

[ ∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

]
dy.

16. 应用交换积分次序的方法计算以下积分:

(1)
∫ 1

0

xb − xa

lnx
dx (a, b > 0); (2)

∫ 1

0

cos ln x
xb − xa

lnx
dx (a, b > 0).

18.2 含参变量的广义积分

对于广义积分, 自然也可以考虑被积函数含有参变量的情况, 这时就得到了含参

变量的广义积分. 这种积分也在数学理论和物理应用问题中广泛出现. 由于一般的广

义积分总可以分解为有界函数在无穷区间上的积分 (即无穷积分) 和无界函数在有限

区间上的积分 (即瑕积分) 两种基本类型, 所以含参变量的广义积分也分为含参变量

的无穷积分和含参变量的瑕积分两种基本类型. 对这两种不同类型的含参变量积分,

理论是完全平行的. 所以我们只以含参变量的无穷积分为例来做讨论. 对这类含参变

量积分的每个结论, 都对应地有含参变量瑕积分的一个相应结论, 其证明也是相类似

的. 因此, 关于含参变量瑕积分的理论留给读者补出.

设 I 是一个区间, c是一个实数, f(x, y)是定义在区域 I× [c,+∞)上的二元函数,

使得对每个给定的 x ∈ I 和 d > c, f(x, y) 作为变元 y 的函数在区间 [c, d] 上可积, 且

无穷积分

∫ +∞

c

f(x, y)dy 收敛. 则此无穷积分的值是一个与 x有关的实数,记作 g(x):

g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy, ∀x ∈ I. (18.2.1)

这样就得到了一个定义在区间 I 上的函数 g. 与含参变量的定积分类似, 需要知道这

个函数在什么条件下是连续的、可微的和可积的以及如何计算其极限、导数和积分.

更确切地说, 下列三个等式分别在什么条件下成立:

lim
x→x0

∫ +∞

c

f(x, y)dy =
∫ +∞

c

lim
x→x0

f(x, y)dy, (18.2.2)

d
dx

∫ +∞

c

f(x, y)dy =
∫ +∞

c

∂

∂x
f(x, y)dy, (18.2.3)

∫ b

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫ +∞

c

( ∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy. (18.2.4)

因此, 本节的主要目的就是给出使这些等式成立的一些条件.

18.2.1 含参量广义积分的一致收敛

检查 18.1 节各个定理的证明不难发现, 如果函数 f(x, y) 仅满足含参变量定积分

相应等式成立的那些条件, 是不能推导出以上这些等式的. 以第一个等式 (18.2.2) 为
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例, 含参变量定积分的相应等式为

lim
x→x0

∫ d

c

f(x, y)dy =
∫ d

c

lim
x→x0

f(x, y)dy.

为了保证这个等式成立,只需函数 f(x, y)在 [a, b]× [c, d]上连续即可.因为这时 f(x, y)

也在 [a, b] × [c, d] 上一致连续, 从而对任意给定的 ε > 0, 都存在相应的 δ > 0, 使当

|x− x0| < δ 时, 对任意 y ∈ [c, d] 都成立

|f(x, y)− f(x0, y)| < ε

d− c
. (18.2.5)

对此不等式关于 y 积分就可推出

∫ d

c

f(x, y)dy 与

∫ d

c

f(x0, y)dy 之差不超过 ε. 在现

在这种积分区间为无穷区间的情形, 显然即使要求 f(x, y) 在 [a, b] × [c,+∞) 上一致

连续,上述推导也得不到所需要的结论,因为式 (18.2.5)右端的值无论取得多么小,它

在无穷区间 [c,+∞) 上的积分都是无穷大.

为了避免对形如式(18.2.5) 的不等式在整个无穷区间 [c,+∞) 上积分, 下面对无

穷积分

∫ +∞

c

f(x, y)dy 附加以下条件: 它的收敛性是关于参变元 x 一致的, 即当 d 充

分大时,
∫ +∞

d

f(x, y)dy 关于参变元 x 一致地充分小. 更准确地说就是, 对任意给定

的 ε > 0, 都存在相应的 A > c, 使当 d > A 时, 对所有 x ∈ [a, b] 而言都成立

∣∣∣
∫ +∞

d

f(x, y)dy
∣∣∣ < ε.

这样结合式 (18.2.5) 可得到: 当 |x− x0| < δ 时,

∣∣∣
∫ +∞

c

f(x, y)dy −
∫ +∞

c

f(x0, y)dy
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy −
∫ d

c

f(x0, y)dy +
∫ +∞

d

f(x, y)dy −
∫ +∞

d

f(x0, y)dy
∣∣∣

6
∣∣∣
∫ d

c

[f(x, y)dy − f(x0, y)]dy
∣∣∣ +

∣∣∣
∫ +∞

d

f(x, y)dy
∣∣∣ +

∣∣∣
∫ +∞

d

f(x0, y)dy
∣∣∣

<
ε

d− c
· (d− c) + ε + ε = 3ε.

因此引进以下概念.

定义 18.2.1 设 f(x, y) 是定义在区域 I × [c,+∞) 上的二元函数, 使得对每个

给定的 x ∈ I,无穷积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 收敛. 记此无穷积分的值为 g(x). 如果对任意
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给定的 ε > 0, 都存在相应的 A > c, 使当 d > A 时, 对所有 x ∈ I 而言都成立

∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy − g(x)
∣∣∣ < ε,

或等价地, 当 d > A 时对所有 x ∈ I 都成立

∣∣∣
∫ +∞

d

f(x, y)dy
∣∣∣ < ε,

则称无穷积分

∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 一致收敛.

正如无穷积分与无穷级数有许多类似的敛散性判别法一样,含参变量无穷积分一

致收敛的判别, 可以类似于对函数项级数一致收敛的判别来进行. 下面把这些定理逐

个写出.

定理 18.2.1(一致收敛的柯西准则) 无穷积分

∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 一致

收敛的充要条件是, 对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 A > c, 使当 d1, d2 > A 时, 对所

有 x ∈ [a, b] 都成立 ∣∣∣
∫ d2

d1

f(x, y)dy
∣∣∣ < ε.

定理 18.2.2(魏尔斯特拉斯 M 判别法) 设存在定义在 [c,+∞)上的非负连续函

数 M(y) 使成立

|f(x, y)| 6 M(y), ∀x ∈ I, ∀y > c,

并且广义积分

∫ +∞

c

M(y)dy 收敛, 则广义积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 一致收敛.

定理 18.2.3(狄利克雷判别法) 设

(1) 函数 d 7→
∫ d

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 一致有界, 即存在常数 M > 0 使成立

∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy
∣∣∣ 6 M, ∀x ∈ I, ∀d > c.

(2) 对每个固定的 x ∈ I, 函数 g(x, y) 关于 y 是单调的, 并且当 y → +∞ 时,

g(x, y) 关于 x ∈ I 一致地收敛于零, 即对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 d > c, 使得

|f(x, y)| < ε, ∀x ∈ I, ∀y > d.

则广义积分

∫ +∞

c

f(x, y)g(x, y)dy 关于 x ∈ I 一致收敛.

定理 18.2.4(阿贝尔判别法) 设

(1) 广义积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 一致收敛.
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(2)对每个固定的 x ∈ I,函数 g(x, y)关于 y是单调的,并且作为 y的函数, g(x, y)

关于 x ∈ I 一致有界, 即存在常数 M > 0 使成立

|g(x, y)| 6 M, ∀x ∈ I, ∀y > c.

则广义积分

∫ +∞

c

f(x, y)g(x, y)dy 关于 x ∈ I 一致收敛.

定理 18.2.1 和定理 18.2.2 可仿照函数项级数的相应定理证明, 定理 18.2.3 和定

理 18.2.4 则可仿照函数项级数相应定理的证明并参考无穷积分收敛的狄利克雷判别

法和阿贝尔判别法的证明来证明. 留给读者完成.

例 1 证明无穷积分

∫ +∞

−∞

sin ax

1 + x2
dx 关于 a ∈ R 一致收敛.

证明 由于 ∣∣∣ sin ax

1 + x2

∣∣∣ 6 1
1 + x2

, ∀a ∈ R, ∀x ∈ R,

并且无穷积分

∫ +∞

−∞

dx

1 + x2
收敛, 所以由 M 判别法知, 无穷积分

∫ +∞

−∞

sin ax

1 + x2
dx 关

于 a ∈ R 一致收敛.

例 2 证明无穷积分

∫ +∞

0

sinx

x
e−txdx 关于 t > 0 一致收敛.

证明 无穷积分

∫ +∞

0

sinx

x
dx是收敛的 (见 9.1节例 11). 又对每个固定的 t > 0,

函数 e−tx 关于 x 是单调的, 并且

|e−tx| 6 1, ∀t > 0, ∀x > 0.

所以由阿贝尔判别法知, 无穷积分
∫ +∞

0

sinx

x
e−txdx 关于 t > 0 一致收敛.

在有些问题中,需要用到广义积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 不一致收敛的条件.

这个积分一致收敛条件的逆否命题就是它不一致收敛的条件. 用逻辑学的语言, 这个

积分一致收敛的条件是

∀ε > 0, ∃A > c, 使 ∀d > A, ∀x ∈ I, 有
∣∣∣
∫ +∞

d

f(x, y)dy
∣∣∣ < ε.

因此, 广义积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 不一致收敛的充要条件是

∃ε0 > 0, 使 ∀A > c, ∃d > A, ∃x ∈ I, 使
∣∣∣
∫ +∞

d

f(x, y)dy
∣∣∣ > ε0. (18.2.6)
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根据这个条件, 当广义积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 不一致收敛时, 必存在正数 ε0,

使得对每个 An = c + n, n = 1, 2, · · · , 存在相应的 dn > An 和 xn ∈ I, 使

∣∣∣
∫ +∞

dn

f(xn, y)dy
∣∣∣ > ε0, n = 1, 2, · · · . (18.2.7)

而 dn > An = c + n 意味着 lim
n→+∞

dn = +∞. 因此, 如果广义积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy

关于 x ∈ I 不一致收敛, 则必存在正数 ε0 和两个数列 {dn} 和 {xn}, 其中, dn > c

且 lim
n→+∞

dn = +∞, 而 xn ∈ I, n = 1, 2, · · · , 使得式 (18.2.7) 成立. 这个条件也是
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 不一致收敛的充分条件. 因为当这个条件成立时, 对任意

A > c, 只要取 n 充分大使得 dn > A, 然后令 d = dn, x = xn, 则就有式 (18.2.6) 成立.

例 3 对无穷积分 I(α) =
∫ +∞

1

xαe−xdx, 证明:

(1) 对任意 a > 0, I(α) 关于 0 6 α 6 a 一致收敛.

(2) I(α) 关于 α > 0 不一致收敛.

证明 (1) 由于

0 6 xαe−x 6 xae−x, ∀x > 1, ∀α ∈ [0, a],

而无穷积分 I(α) =
∫ +∞

1

xae−xdx收敛,所以由 M 判别法知, I(α)关于 0 6 α 6 a一

致收敛.

(2) 由于

∫ +∞

n

xne−xdx = −xne−x
∣∣∣
+∞

n
+ n

∫ +∞

n

xn−1e−xdx > nne−n > e−1, n = 1, 2, · · · ,

所以 I(α) 关于 α > 0 不一致收敛.

18.2.2 含参量广义积分的性质

再引进以下概念.

定义 18.2.2 设对每个给定的 x ∈ I, 无穷积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 收敛. 如果对任

意 x0 ∈ I, 都存在相应的 δ > 0, 使得该无穷积分关于 x ∈ I
⋂

[x0 − δ, x0 + δ] 一致收

敛, 则称这个无穷积分关于 x ∈ I局部地一致收敛.

现在便可把 18.1 节给出的关于含参量的定积分的连续性、可微性和积分交换次

序的定理全部推广到含参量的广义积分. 下面逐一写出并证明这些定理.
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定理 18.2.5(极限和积分交换次序) 设 f(x, y)在 I × [c,+∞)上连续,且广义积

分 g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 局部地一致收敛. 则对任意 x0 ∈ I 都成立

lim
x→x0
x∈I

∫ +∞

c

f(x, y)dy =
∫ +∞

c

f(x0, y)dy =
∫ +∞

c

lim
x→x0
x∈I

f(x, y)dy, (18.2.8)

即函数 g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 在 I 上连续.

证明 先设 x0 是区间 I 的内点, 即当 σ > 0 充分小时有 [x0 − σ, x0 + σ] ⊆ I. 由

于无穷积分

∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 局部地一致收敛, 所以存在 σ > 0, 使得该无

穷积分关于 x ∈ I
⋂

[x0 − σ, x0 + σ] 一致收敛. 不妨设 σ 充分小使 [x0 − σ, x0 + σ] ⊆ I,

因而 I
⋂

[x0 − σ, x0 + σ] = [x0 − σ, x0 + σ]. 这样该无穷积分就关于 x ∈ [x0 − σ, x0 + σ]

一致收敛. 因此对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 A > c, 使当 d > A 时对所有

x ∈ [x0 − σ, x0 + σ] 都成立 ∣∣∣
∫ +∞

d

f(x, y)dy
∣∣∣ <

ε

3
. (18.2.9)

取定一个 d > A. 对于积分
∫ d

c

f(x, y)dy, 应用定理 18.1.1 有

lim
x→x0

∫ d

c

f(x, y)dy =
∫ d

c

f(x0, y)dy.

因此存在 δ > 0, 使当 |x− x0| < δ 时, 有

∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy −
∫ d

c

f(x0, y)dy
∣∣∣ <

ε

3
. (18.2.10)

结合式 (18.2.9) 和式 (18.2.10) 可知当 |x− x0| < min{δ, σ} 时, 有

∣∣∣
∫ +∞

c

f(x, y)dy −
∫ +∞

c

f(x0, y)dy
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy −
∫ d

c

f(x0, y)dy +
∫ +∞

d

f(x, y)dy −
∫ +∞

d

f(x0, y)dy
∣∣∣

6
∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy −
∫ d

c

f(x0, y)dy
∣∣∣ +

∣∣∣
∫ +∞

d

f(x, y)dy
∣∣∣ +

∣∣∣
∫ +∞

d

f(x0, y)dy
∣∣∣

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

因此式 (18.2.8) 成立.

再来考虑 x0 是区间 I 的端点的情况. 如果 x0 是 I 的左端点, 说明 I = [x0, b)

(其中 x0 < b 6 +∞) 或 I = [x0, b] (其中 x0 < b < +∞). 这时条件 “广义积分
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∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 局部地一致收敛”蕴涵着存在 σ > 0, 使得该无穷积分关于

x ∈ [x0, x0 + σ] 一致收敛. 这时只要把上面的讨论限制在关于 x ∈ [x0, x0 + σ] 进行即

可.同样地,如果 x0 是 I 的右端点,说明 I = (a, x0] (其中 −∞ 6 a < x0)或 I = [a, x0]

(其中 −∞ < a < x0). 这时条件 “广义积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ I 局部地一致收

敛”蕴涵着存在 σ > 0,使得该无穷积分关于 x ∈ [x0−σ, x0]一致收敛. 这时只要把上

面的讨论限制在关于 x ∈ [x0 − σ, x0] 进行即可. 总之, 在这两种情况下式 (18.2.8) 仍

然成立. 证毕.

定理 18.2.6(积分交换次序) 设 f(x, y) 在 [a, b] × [c,+∞) 上连续, 且广义积分

g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ [a, b] 一致收敛. 则成立

∫ b

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫ +∞

c

( ∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy. (18.2.11)

证明 由定理 18.2.5 知, 函数 g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 在 [a, b] 上连续, 进而

可积. 因此式 (18.2.11) 的左端是一个确定的实数, 它就是 g(x) 在 [a, b] 上的定积分
∫ b

a

g(x)dx. 为了证明这个等式的右端也有意义且等式成立, 只需证明

lim
d→+∞

∫ d

c

( ∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy =

∫ b

a

g(x)dx. (18.2.12)

根据含参变量定积分的积分交换次序定理, 有
∣∣∣
∫ d

c

( ∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy −

∫ b

a

g(x)dx
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ b

a

( ∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx−

∫ b

a

g(x)dx
∣∣∣

6
∫ b

a

∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy − g(x)
∣∣∣dx. (18.2.13)

因为 g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ [a, b] 一致收敛, 所以对任意给定的 ε > 0, 存在

相应的 A > c, 使当 d > A 时对所有 x ∈ [a, b] 都成立
∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy − g(x)
∣∣∣ <

ε

b− a
.

从而当 d > A 时, 有
∫ b

a

∣∣∣
∫ d

c

f(x, y)dy − g(x)
∣∣∣dx 6 ε

b− a
· (b− a) = ε. (18.2.14)
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结合式 (18.2.13) 与式 (18.2.14), 即知式 (18.2.12) 成立. 证毕.

定理 18.2.7(导数和积分交换次序) 对任意区间 I 和定义在 I× [c,+∞)上的函

数 f(x, y), 设以下三个条件满足:

(1) 对每个 x ∈ I, 广义积分 g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 收敛;

(2) f(x, y) 关于变元 x 有偏导数, 且偏导函数 fx(x, y) 在 I × [c,+∞) 上连续;

(3) 广义积分
∫ +∞

c

fx(x, y)dy 关于 x ∈ I 局部地一致收敛.

则函数 g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 在 I 上可导, 且 g′(x) =
∫ +∞

c

fx(x, y)dy, 即导数和积

分可以交换次序:

d
dx

∫ +∞

c

f(x, y)dy =
∫ +∞

c

fx(x, y)dy =
∫ +∞

c

∂

∂x
f(x, y)dy, ∀x ∈ I. (18.2.15)

这里当 x 是区间 I 的端点时, 导数指的是单侧导数.

证明 令

h(x) =
∫ +∞

c

fx(x, y)dy, ∀x ∈ I.

根据定理 18.2.5, 从条件 (2) 和条件 (3) 推知 h(x) 是 I 上的连续函数. 进一步, 根据

定理 18.2.6, 从条件 (2) 和条件 (3) 可知对任意 s, t ∈ I (s < t) 成立
∫ t

s

h(x)dx=
∫ t

s

( ∫ +∞

c

fx(x, y)dy
)
dx =

∫ +∞

c

( ∫ t

s

fx(x, y)dx
)
dy

=
∫ +∞

c

[f(t, y)− f(s, y)]dy = g(t)− g(s).

由上式和变限积分的导数定理 (定理 7.3.4) 知, g(x) 在 I 上可导, 且 g′(x) = h(x),

∀x ∈ I. 证毕.

例 4 求狄利克雷积分

∫ +∞

0

sinx

x
dx.

解 考虑含参量的广义积分

g(t) =
∫ +∞

0

sinx

x
e−txdx, t > 0.

由例 2 知这个广义积分关于 t ∈ [0,+∞) 一致收敛, 因而 g(t) 是区间 [0,+∞) 上的连

续函数. 易见

g(0) =
∫ +∞

0

sinx

x
dx,

且

|g(t)| =
∣∣∣
∫ +∞

0

sinx

x
e−txdx

∣∣∣ 6
∫ +∞

0

e−txdx =
1
t
, ∀t > 0,
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从而

lim
t→+∞

g(t) = 0.

如果关于 t > 0 的求导运算 (注意不需要在 t = 0 处求导) 能够与关于 x 的无穷积分

交换次序, 那么有

g′(t) =
∫ +∞

0

(sinx)e−txdx =
e−tx(t sinx + cos x)

1 + t2

∣∣∣
+∞

x=0
= − 1

1 + t2
, ∀t > 0,

进而对任意 t > 0, 有

g(t)− g(0) = −
∫ t

0

dη

1 + η2
= − arctan η|t0 = − arctan t.

令 t → +∞, 得

g(0) = lim
t→+∞

arctan t =
π

2
.

因此, 剩下的问题只是验证求导运算与无穷积分交换次序的条件是满足的. 而这只需

证明, 积分号下求导所得到的广义积分 h(t) =
∫ +∞

0

(sinx)e−txdx 关于 t ∈ (0,+∞) 局

部地一致收敛. 这个条件的确是满足的. 这是因为, 显然对任意 a > 0, 有

|(sinx)e−tx| 6 e−ax, ∀t > a, ∀x > 0,

所以运用M 判别法知, h(t)关于 t > a一致收敛. 由于对任意 t0 > 0,只要取 δ =
t0
2
和

a =
t0
2

,就有 [t0−δ, t0+δ] ⊆
[
t0
2

,+∞
)

,进而应用前述结论知 h(t)关于 t ∈ [t0−δ, t0+δ]

一致收敛, 所以就证明了广义积分 h(t) =
∫ +∞

0

(sinx)e−txdx 关于 t ∈ (0,+∞) 局部地

一致收敛.

以上例题给出了引理 13.2.3 的另一个证明.

狄利克雷积分中的被积函数
sinx

x
, 其原函数不是初等函数, 因此无法应用牛顿–

莱布尼茨公式来计算这个广义积分的值. 但是通过人为地引进一个参变量, 把这个广

义积分看成一个含参变量的广义积分在一个点处的值,便根据含参变量的广义积分的

运算规则, 避开了求原函数而计算出了它的值. 这种人为地引进参变量的方法, 是数

学分析中一个很有用的技巧. 希望读者给予足够的重视.

前面考虑的积分交换次序问题, 其中一个积分是定积分. 下面讨论两个积分都是

广义积分时, 它们在什么条件下可以交换次序的问题. 只以两个广义积分都是无穷积

分的情形为例来讨论.

定理 18.2.8 设 f(x, y)是 [a,+∞)× [c,+∞)上的连续函数,满足以下三个条件:
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(1) 对任意 b > a, 广义积分
∫ +∞

c

|f(x, y)|dy 关于 x ∈ [a, b] 一致收敛;

(2) 对任意 d > c, 广义积分
∫ +∞

a

|f(x, y)|dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛;

(3) 两个广义积分

∫ +∞

a

( ∫ +∞

c

|f(x, y)|dy
)
dx 和

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

|f(x, y)|dx
)
dy

至少有一个收敛. 则另一个广义积分也必收敛, 而且成立以下等式:

∫ +∞

a

( ∫ +∞

c

|f(x, y)|dy
)
dx =

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

|f(x, y)|dx
)
dy, (18.2.16)

∫ +∞

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy. (18.2.17)

证明 只需证明 (18.2.17),因为 (18.2.16)可通过对函数 |f(x, y)|应用 (18.2.17)得

到. 首先,根据定理 18.2.5,由条件 (1)可知函数 x 7→
∫ +∞

c

f(x, y)dy是 [a,+∞)上的连

续函数, 从而对任意 b > a, 它在 [a, b] 上黎曼可积. 因此广义积分∫ +∞

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx 有意义. 同理由条件 (2) 知函数 y 7→

∫ +∞

a

f(x, y)dx 是

[c,+∞) 上的连续函数, 因此广义积分
∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy 也有意义. 由条件

(3) 知这两个广义积分至少有一个是收敛的. 不妨设
∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy 收敛.

下面证明:

lim
b→+∞

∫ b

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy. (18.2.18)

由于对每个 b > a, 广义积分
∫ +∞

c

f(x, y)dy 关于 x ∈ [a, b] 一致收敛, 所以由定理

18.2.6 知
∫ b

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫ +∞

c

( ∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy,

因此
∣∣∣
∫ b

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx−

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ +∞

c

( ∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy −

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy

∣∣∣
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6
∫ +∞

c

( ∫ +∞

b

|f(x, y)|dx
)
dy

=
∫ d

c

( ∫ +∞

b

|f(x, y)|dx
)
dy +

∫ +∞

d

( ∫ +∞

b

|f(x, y)|dx
)
dy

6
∫ d

c

( ∫ +∞

b

|f(x, y)|dx
)
dy +

∫ +∞

d

( ∫ +∞

a

|f(x, y)|dx
)
dy

≡ A + B.

由于

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

|f(x, y)|dx
)
dy < ∞, 所以对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 N > c,

使对任意 d > N 都有

B =
∫ +∞

d

( ∫ +∞

a

|f(x, y)|dx
)
dy <

ε

2
.

取定一个这样的 d. 因为广义积分
∫ +∞

a

|f(x, y)|dx 关于 y ∈ [c, d] 一致收敛, 所以对

给定的 ε > 0, 存在相应的 M > a, 使对任意 b > M 和 y ∈ [c, d] 都有
∫ +∞

b

|f(x, y)|dx <
ε

2(d− c)
,

它蕴含着

A =
∫ d

c

( ∫ +∞

b

|f(x, y)|dx
)
dy 6 ε

2(d− c)
· (d− c) =

ε

2
.

因此当 b > M 时有

∣∣∣
∫ b

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx−

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy

∣∣∣ 6 A + B <
ε

2
+

ε

2
= ε.

这就证明了 (18.2.18). 定理证毕.

下面应用定理 18.2.8 计算一个重要的积分.

命题 18.2.1(概率积分或欧拉–泊松积分)
∫ +∞

0

e−x2
dx =

√
π

2
.

证明 记以上积分为 A. 对任意 t > 0, 做积分变元变换 x = ty, 得

A =
∫ +∞

0

te−t2y2
dy,

进而

e−t2A =
∫ +∞

0

te−t2(1+y2)dy.

159



数学分析教程 (下册)

因此对任意 a > 0 有

( ∫ +∞

a

e−t2dt
)
A =

∫ +∞

a

( ∫ +∞

0

te−t2(1+y2)dy
)
dt.

假如积分次序可以交换, 则有

( ∫ +∞

a

e−t2dt
)
A =

∫ +∞

0

( ∫ +∞

a

te−t2(1+y2)dt
)
dy

=
∫ +∞

0

(
− e−t2(1+y2)

2(1 + y2)

∣∣∣
t→+∞

t=a

)
dy

=
1
2

∫ +∞

0

e−a2(1+y2)

1 + y2
dy.

当 a → 0+ 时, 第一个等号左端收敛于 A2. 对于最后一个等号右端的广义积分, 由于

它显然关于所有 a > 0 一致收敛 (根据 M 判别法), 所以应用积分号下取极限 (定理

18.2.5) 可知当 a → 0+ 时它收敛于

∫ +∞

0

dy

1 + y2
=
π

2
. 因此令 a → 0+ 就得到:

A2 =
π

4
,

从而得到 A =
√
π

2
. 因此只需再证明, 积分交换次序的条件是满足的. 为此对任意

a > 0, 令

f(t, y) = te−t2(1+y2), ∀t > a, ∀y > 0.

显然这个函数是 [a,+∞)× [0,+∞) 上的非负连续函数, 且因 te−t2 6 1√
2
e−

1
2 , 而有

0 6 f(t, y) 6 1√
2
e−

1
2 e−a2y2

, ∀t > a, ∀y > 0,

从而广义积分

∫ +∞

0

te−t2(1+y2)dy 关于 t > a 一致收敛. 又显然

0 6 f(t, y) 6 te−t2 , ∀t > a, ∀y > 0,

从而广义积分

∫ +∞

a

te−t2(1+y2)dt 关于 y > 0 一致收敛. 最后, 我们有

∫ +∞

a

( ∫ +∞

0

f(t, y)dy
)
dt = A

∫ +∞

a

e−t2dt < A2 < ∞.

所以定理 18.2.8 的三个条件全部满足, 从而积分交换次序的运算合理. 证毕.
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习 题 18.2

1. 求以下含参量广义积分的收敛域:

(1)
∫ +∞

0

e−ax

1 + x2
dx; (2)

∫ +∞

0

sinx

xα
dx;

(3)
∫ 2

0

dx

| lnx|p ; (4)
∫ +∞

0

sinx

x + a
dx;

(5)
∫ +∞

0

x sinx

xp + xq
dx; (6)

∫ +∞

0

sinxq

xp
dx.

2. 证明下列含参量的广义积分在所指定的范围内一致收敛:

(1)
∫ +∞

0

e−ax cos xdx (a > ε > 0); (2)
∫ +∞

1

xαe−xdx (α 6 a < +∞);

(3)
∫ +∞

−∞

cos ax

1 + x2
dx (−∞ < a < +∞); (4)

∫ +∞

0

cos ax

a2 + x2
dx (a > ε > 0);

(5)
∫ +∞

0

sinx

x
e−axdx (a > 0); (6)

∫ +∞

0

sinx2

1 + xp
dx (p > 0);

(7)
∫ 1

0

xα lnxdx (α > −1 + ε, ε > 0); (8)
∫ 1

0

cos ax√
|x− a|dx (0 6 a 6 1).

3. 设 f 是 (0,+∞) 上的连续函数, 广义积分
∫ +∞

0

xaf(x)dx 和

∫ +∞

0

xbf(x)dx 都

收敛, 其中 a < b. 证明：广义积分
∫ +∞

0

xαf(x)dx 关于 α ∈ [a, b] 一致收敛.

4. 讨论下列含参量的广义积分在所指定范围的一致收敛性:

(1)
∫ +∞

0

√
ae−ax cos xdx ① 0 < ε 6 a < +∞; ② 0 < a < +∞.

(2)
∫ +∞

−∞
e−(x−α)2dx ① −∞ < a 6 α 6 b < +∞; ② −∞ < α < +∞.

(3)
∫ +∞

−∞
te−t2(1+x2)dx ① 0 < ε 6 |t| < +∞; ② −∞ < t < +∞.

(4)
∫ 1

0

xα

√
1− x2

dx ① α > −1 + ε, ε > 0; ② α > −1.

(5)
∫ 1

0

1
xα

sin
1
x

dx ① 0 < α 6 2− ε, ε > 0; ② 0 < α < 2.

(6)
∫ +∞

0

sinαx

x
dx ① α ∈ [a, b], 0 6∈ [a, b]; ② α ∈ [a, b], 0 ∈ [a, b].

5. 设 f(x, y) 是 [a, b] × [c,+∞) 上的连续函数, 且广义积分 F (x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy
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对每个 x ∈ [a, b) 都收敛, 但在 x = b 发散. 证明：F (x) 关于 x ∈ [a, b) 不一致

收敛.

6. 设 f(x, y)是 I×[c,+∞)上的函数,对每个 x ∈ I 广义积分 F (x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy

都收敛. 证明：F (x) 关于 x ∈ I 一致收敛的充要条件是对任意满足条件

c = A0 < A1 < A2 < · · · < An < An+1 < · · · , lim
n→∞

An = +∞

的数列 {An}∞n=0, 函数项级数

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑

n=1

∫ An

An−1

f(x, y)dy

都关于 x ∈ I 一致收敛.

7. 应用上题证明定理 18.2.5∼ 定理 18.2.7.

8. 设定义在 (0,+∞) 上的函数 f 在每个形如[a, b] (0 < a < b < +∞) 的区间上都黎

曼可积, 且广义积分
∫ +∞

0

f(x)dx 收敛. 证明:

lim
α→0+

∫ +∞

0

e−αxf(x)dx =
∫ +∞

0

f(x)dx.

9. 设 I 是一区间, x0 ∈ I, f(x, y) 是定义在 I × [c,+∞) 上的函数, 满足以下条件:

(1) 对每个 x ∈ I, 广义积分 F (x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 收敛;

(2) 对任意 y0 > c, f(x, y) 都在点 (x0, y0) 连续;

(3) 存在 (c,+∞) 上的广义可积函数 g(y) 使成立

|f(x, y)| 6 g(y), ∀(x, y) ∈ I × (c,+∞).

证明: F (x) 在点 x0 连续.

10. 证明: 函数 F (α) =
∫ +∞

0

cos x

1 + (x + α)2
dx 在 (−∞,+∞) 上连续并且无穷可微.

11. 计算下列积分:

(1)
∫ 1

0

ln(1− a2x2)
x2
√

1− x2
dx (|a| 6 1);

(2)
∫ 1

0

ln(1− a2x2)√
1− x2

dx (|a| 6 1);

(3)
∫ +∞

0

ln(a2 + x2)
b2 + x2

dx (a, b > 0);

(4)
∫ +∞

0

ln(a2 + x2) ln(b2 + x2)
x4

dx (a, b > 0);
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(5)
∫ +∞

1

arctan ax

x2
√

x2 − 1
dx;

(6)
∫ +∞

0

arctan ax arctan bx

x2
dx;

(7)
∫ +∞

0

e−ax2 − e−bx2

x
dx (a, b > 0);

(8)
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
sin kxdx (a, b > 0);

(9)
∫ +∞

0

cos ax− cos bx

x
dx (a, b > 0);

(10)
∫ +∞

0

arctan ax− arctan bx

x
dx (a, b > 0).

12. 计算下列积分:

(1)
∫ +∞

0

ln(1 + x2)
x2(1 + x2)

dx; (2)
∫ +∞

0

ln(1 + x3)
1 + x3

dx;

(3)
∫ +∞

0

1− e−x

x
cos xdx; (4)

∫ +∞

0

sin2 x

x2
e−xdx.

13. 利用狄利克雷积分
∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
求下列积分的值:

(1)
∫ +∞

0

sin ax

x
dx; (2)

∫ +∞

0

sinx cos ax

x
dx;

(3)
∫ +∞

0

sin3 ax

x
dx; (4)

∫ +∞

0

sinx2

x
dx;

(5)
∫ +∞

0

( sin ax

x

)2

dx; (6)
∫ +∞

0

( sin ax

x

)3

dx.

14. 利用概率积分
∫ +∞

0

e−x2
dx =

√
π

2
求下列积分的值:

(1)
∫ +∞

−∞
e−(ax2+bx)dx (a > 0); (2)

∫ +∞

−∞
(x2 + αx + β)e−ax2

dx (a > 0);

(3)
∫ +∞

−∞
e−(x2+ a2

x2 )dx (a > 0); (4)
∫ +∞

0

e−ax2 − e−bx2

x2
dx (a, b > 0);

(5)
∫ +∞

0

e−ax2
cos bxdx (a > 0); (6)

∫ +∞

0

xe−ax2
sin bxdx (a > 0).

15. 证明迪尼定理: 设 f(x, y) 是 [a, b] × [c,+∞) 上的非负连续函数, 且广义积分

g(x) =
∫ +∞

c

f(x, y)dy 对每个 x ∈ [a, b] 都收敛. 如果由此得到的函数 g(x) 在
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[a, b] 上连续, 则此广义积分必关于 x ∈ [a, b] 一致收敛.

18.3 欧 拉 积 分

本节介绍两个特殊函数: 伽马函数或 Γ 函数 Γ(x) 和贝塔函数或 B 函数 B(x, y).

这两个函数都是用含参变量的广义积分表示的非初等函数,它们在许多理论问题的研

究中很有用处.

18.3.1 伽马函数

由广义积分

Γ(x) =
∫ +∞

0

tx−1e−tdt (18.3.1)

定义的关于参量 x 的函数 Γ(x) 叫做伽马函数或Γ 函数.

式 (18.3.1)右端的广义积分叫做第二类欧拉积分. 所以伽马函数也叫第二类欧拉

积分. 显然, 广义积分 (18.3.1)仅当 x > 0 时才收敛. 因此 Γ(x) 的定义域是 x > 0. 作

积分变元变换 t = u2, 可得 Γ(x) 的另一常用表达式:

Γ(x) = 2
∫ +∞

0

u2x−1e−u2
du, x > 0.

根据这个表达式得到

Γ
(1

2

)
= 2

∫ +∞

0

e−u2
du =

√
π.

命题 18.3.1 Γ(x) 在其定义域 (0,+∞) 上无穷可微, 并可在积分号下求任意阶

导数:

Γ(n)(x) =
∫ +∞

0

tx−1(ln t)ne−tdt, ∀x > 0, n = 1, 2, · · · .

证明 先证明 Γ(x) 在 (0,+∞) 上连续. 事实上, 对任意 0 < a < 1 < b, 由

0 6 tx−1e−t 6 ta−1, ∀t ∈ (0, 1), ∀x > a,

0 6 tx−1e−t 6 tb−1e−t, ∀t ∈ (1,+∞), ∀x 6 b,

可知广义积分

∫ 1

0

tx−1e−tdt 和

∫ +∞

1

tx−1e−tdt 都关于 x ∈ [a, b] 一致收敛. 由于被积

函数都是 (x, t) 的连续函数, 所以 Γ(x) =
∫ 1

0

tx−1e−tdt +
∫ +∞

1

tx−1e−tdt 在 [a, b] 上

连续. 再由区间 [a, b] 的任意性, 即知 Γ(x) 在 (0,+∞) 上连续.

类似地, 对任意正整数 n 和任意 0 < a < 1 < b, 由

|tx−1(ln t)ne−t| 6 ta−1| ln t|n, ∀t ∈ (0, 1), ∀x > a,
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0 6 tx−1(ln t)ne−t 6 tb−1(ln t)ne−t, ∀t ∈ (1,+∞), ∀x 6 b,

可知

∫ 1

0

(ln t)ntx−1e−tdt 和

∫ +∞

1

(ln t)ntx−1e−tdt 也都关于 x ∈ [a, b] 一致收敛. 因此

Γ(x) 在 [a, b] 上可求任意阶的导数, 且求导运算可以和积分运算交换次序. 再由区间

[a, b] 的任意性, 即知 Γ(x) 在 (0,+∞) 上可求任意阶的导数. 证毕.

命题 18.3.2 对任意 x > 0 都有

Γ(x + 1) = xΓ(x).

证明 事实上, 由分部积分有

Γ(x + 1) =
∫ +∞

0

txe−tdt = −txe−t
∣∣∣
+∞

t=0
+ x

∫ +∞

0

tx−1e−tdt = xΓ(x).

推论 18.3.1 对任意正整数 n 成立

Γ(n + 1) = n!,

Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n−1)!!
2n

√
π.

证明 事实上, 由于 Γ(1) =
∫ +∞

0

e−tdt = 1, Γ
(1

2

)
=
√
π, 所以应用命题 18.3.2

得

Γ(n + 1) = nΓ(n) = n(n− 1)Γ(n− 1) = · · · = n(n− 1) · · · 1Γ(1) = n!,

Γ
(
n +

1
2

)
=

(
n− 1

2

)
Γ
(
n− 1

2

)
=

(
n− 1

2

)(
n− 3

2

)
Γ
(
n− 3

2

)
= · · ·

=
(
n− 1

2

)(
n− 3

2

)
· · · 1

2
Γ
(1

2

)
=

(2n−1)!!
2n

√
π.

证毕.

由以上命题和推论知, 伽马函数是阶乘的推广.

18.3.2 贝塔函数

由积分

B(x, y) =
∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt (18.3.2)

定义的关于参量 x, y 的函数 B(x, y) 叫做贝塔函数或B 函数.

式 (18.3.2) 右端的积分叫做第一类欧拉积分.所以贝塔函数也叫第一类欧拉

积分.

当 x > 1 且 y > 1 时, 式 (18.3.2) 中的积分是通常连续函数的定积分; 当 x < 1

时, 0 是瑕点; 当 y < 1 时, 1 是瑕点. 易知瑕积分在 x > 0 且 y > 0 时收敛. 所以

B(x, y) 的定义域是 x > 0, y > 0, 即平面上的第一象限.
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B(x, y) 关于变元 x 和 y 是对称的:

B(x, y) =
∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt
令 u = 1− t
=========

∫ 1

0

(1− u)x−1uy−1du = B(y, x).

另外, B(x, y) 还有以下常用表达形式:

B(x, y) =
∫ +∞

0

ux−1

(1 + u)x+y
du, (18.3.3)

B(x, y) =
∫ 1

0

ux−1 + uy−1

(1 + u)x+y
dt. (18.3.4)

式 (18.3.3) 通过对式 (18.3.2) 右端的积分作积分变元变换 t =
u

1 + u
得到. 式 (18.3.4)

的证明如下：由式 (18.3.3) 有

B(x, y) =
∫ 1

0

ux−1

(1 + u)x+y
du +

∫ +∞

1

ux−1

(1 + u)x+y
du.

对右端第二个积分再作积分变元变换 u =
1
v
即得到式 (18.3.4).

命题 18.3.3 对任意 x > 0 和 y > 0 成立下列等式:

B(x, y + 1) =
y

x + y
B(x, y), (18.3.5)

B(x + 1, y) =
x

x + y
B(x, y), (18.3.6)

B(x + 1, y + 1) =
xy

(x + y + 1)(x + y)
B(x, y). (18.3.7)

证明 分部积分得

B(x, y + 1)=
∫ 1

0

tx−1(1− t)ydt =
y

x

∫ 1

0

tx(1− t)y−1dt

=
y

x

∫ 1

0

[tx−1 − tx−1(1− t)](1− t)y−1dt =
y

x
B(x, y)− y

x
B(x, y + 1).

移项后化简得式 (18.3.5). 从式 (18.3.5)由对称性得式 (18.3.6). 最后,先应用式 (18.3.5)

再应用式 (18.3.6) 便得到式 (18.3.7). 证毕.

命题 18.3.4(狄利克雷公式) 对任意 x > 0 和 y > 0 成立等式

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y)

. (18.3.8)
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证明 根据式 (18.3.3) 有

B(x, y)Γ(x + y)=
∫ +∞

0

ux−1

(1 + u)x+y
Γ(x + y)du

=
∫ +∞

0

ux−1

(1 + u)x+y

( ∫ +∞

0

tx+y−1e−tdt
)
du.

对括号里面的积分作积分变元变换 t = (1 + u)v, 得

B(x, y)Γ(x + y) =
∫ +∞

0

ux−1
( ∫ +∞

0

vx+y−1e−(1+u)vdv
)
du.

如果能够交换积分次序, 则有

B(x, y)Γ(x + y)=
∫ +∞

0

ux−1
( ∫ +∞

0

vx+y−1e−(1+u)vdv
)
du

=
∫ +∞

0

vx+y−1e−v
( ∫ +∞

0

ux−1e−uvdu
)
dv.

对括号里面的积分作积分变元变换 u =
w

v
, 得

B(x, y)Γ(x + y) =
∫ +∞

0

vy−1e−vdv ·
∫ +∞

0

wx−1e−wdw = Γ(y)Γ(x).

从而得式 (18.3.8).

因此, 剩下只需证明交换积分次序是可行的.

为证明这一点, 我们只需验证函数

f(u, v) = ux−1vx+y−1e−(1+u)v, u > 0, v > 0

满足定理 18.2.8 的条件即可. 为此先设 x > 1 且 y > 1. 这时应用不等式

tae−t 6 aae−a, ∀t > 0, a > 0

(请读者自证) 可知对 ∀u > 0 和 ∀v > 0 成立

0 6 f(u, v) = (uv)x−1e−uv · vye−v 6 (x− 1)x−1e−(x−1)vye−v,

0 6 f(u, v) = [(1 + u)v]x+y−1e−(1+u)v · ux−1

(1 + u)x+y−1

6 (x + y − 1)x+y−1e−(x+y−1)(1 + u)−y.
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而广义积分

∫ +∞

0

vye−vdv 和

∫ +∞

0

(1 + u)−ydu 都收敛, 所以由 M 判别法知广义积

分

∫ +∞

0

f(u, v)dv 和

∫ +∞

0

f(u, v)du 都关于 ∀u > 0 和 ∀v > 0 一致收敛. 此外,

∫ +∞

0

( ∫ +∞

0

f(u, v)du
)
dv = Γ(x)

∫ +∞

0

vy−1e−vdv = Γ(x)Γ(y) < +∞,

∫ +∞

0

( ∫ +∞

0

f(u, v)dv
)
du = Γ(x + y)

∫ +∞

0

ux−1du

(1 + u)x+y
= B(x, y)Γ(x + y) < +∞.

可见定理 18.2.8 的条件全都满足. 因此根据这个定理得

B(x, y)Γ(x + y) = Γ(x)Γ(y), x > 1, y > 1.

这就在 x > 1 且 y > 1 的条件下证明了式 (18.3.8). 对于 x 和 y 不全大于 1 的情况,

应用命题 18.3.2、命题 18.3.3 和已证明的结论有

B(x, y)=
(x + y + 1)(x + y)

xy
B(x + 1, y + 1)

=
(x + y + 1)(x + y)

xy

Γ(x + 1)Γ(y + 1)
Γ(x + y + 2)

=
(x + y + 1)(x + y)

xy

xΓ(x)yΓ(y)
(x + y + 1)(x + y)Γ(x + y)

=
Γ(x)Γ(y)

(x + y + 1)(x + y)Γ(x + y)
.

证毕.

从贝塔函数和伽马函数的这个关系式,立刻可从伽马函数的性质得到贝塔函数的

一些相应性质. 例如, 由于伽马函数 Γ(x) 在右半数轴 x > 0 上无穷可微, 即知贝塔函

数 B(x, y) 在第一象限 x > 0, y > 0 上无穷可微. 又由于 Γ(n) = (n− 1)!, 所以

B(m,n) =
(m− 1)!(n− 1)!

(m + n− 1)!
, m, n ∈ N,

B(x, n) =
(n− 1)!

x(x + 1) · · · (x + n− 1)
, x > 0, n ∈ N.

又由于 Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n−1)!!
2n

√
π, 所以

B
(
m +

1
2
, n

)
=

2n(2m− 1)!!(n− 1)!
(2m + 2n− 1)!!

, m, n ∈ N,

B
(
m +

1
2
, n +

1
2

)
=

(2m− 1)!!(2n− 1)!!
2m+n(m + n)!

π, m, n ∈ N,
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等. 当然, 也可反过来通过研究 B(x, y) 的性质以得到 Γ(x) 的性质.

习 题 18.3

1. 利用欧拉积分计算下列积分:

(1)
∫ a

0

x2

√
x

a− x
dx (a > 0); (2)

∫ a

0

x4
√

a2 − x2dx (a > 0);

(3)
∫ 1

0

x5

√
1− x2

dx; (4)
∫ +∞

1

dx

x4
√

x2 − 1
;

(5)
∫ +∞

0

√
x

(1 + x)2
dx; (6)

∫ +∞

0

√
x

(1 + x)3
dx;

(7)
∫ π

2

0

sin6 x cos4 xdx; (8)
∫ +∞

0

x2ne−x2
dx (n 为正整数).

2. 求下列积分的收敛域并用欧拉积分表出:

(1)
∫ +∞

0

xq−1

1 + xp
dx (p > 0); (2)

∫ +∞

0

xq−1

(1 + x)p
dx;

(3)
∫ 1

0

xp

√
1− x2

dx; (4)
∫ 1

−1

(1 + x)p(1− x)qdx;

(5)
∫ b

a

(x− a)p(b− x)q

(x + c)p+q+2
dx; (6)

∫ 1

1

dx
n
√

1− xm
(m,n > 0);

(7)
∫ π

2

0

sinm x cosn xdx; (8)
∫ π

2

0

tann xdx;

(9)
∫ +∞

0

xme−xn

dx (n > 0); (10)
∫ 1

0

| lnx|pdx;

(11)
∫ +∞

0

xpe−ax lnxdx (a > 0); (12)
∫ +∞

0

xp−1 − xq−1

(1 + x) lnx
dx.

3. 证明: 对任意 p > 0 都有

∫ π
2

0

sinp xdx =
∫ π

2

0

cosp xdx =
1
2
B

(1
2
,
p + 1

2

)
.

并据此计算当 p 为正整数时的积分值.

4. 证明: 对任意 x > 0 都有

(1) B(x, x) = 2−2x+1B
(
x,

1
2

)
; (2) Γ(2x) =

22x−1

√
π

Γ(x)Γ
(
x+

1
2

)
.

5. 关于伽马函数的余元公式为 Γ(x)Γ(1− x) = B(x, 1− x) =
π

sinπx
, ∀x ∈ (0, 1). 试
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就 x =
1
3
,
1
4
的情况给出这个公式的证明, 即证明:

B
(1

3
,
2
3

)
=

∫ 1

0

x−
2
3 (1− x)−

1
3 dx =

2π√
3
,

B
(1

4
,
3
4

)
=

∫ 1

0

x−
3
4 (1− x)−

1
4 dx =

√
2π.

6. 证明下列等式:

(1)
∫ 1

0

dx√
1− x4

·
∫ 1

0

x2dx√
1− x4

=
π

4
.

(2)
∫ +∞

0

e−x4
dx ·

∫ +∞

0

x2e−x4
dx =

√
2π

16
.

7. 证明: lim
n→∞

∫ +∞

0

e−xn

dx = 1.

8. 设 a > 0, n > 0. 求 Oxy 平面上由曲线 |x|n + |y|n = an 所围区域的面积.
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前面已经把一元函数的微分学推广到多元函数的情形. 从本章开始, 将要把一元

函数的积分学也推广到多元函数. 对于一元函数而言, 积分域比较简单, 只涉及区间.

但对多元函数, 积分域就要复杂多了. 例如, 对于二元函数, 我们既可考虑它在一个二

维区域上的积分, 也可考虑它在一个平面曲线上的积分; 对于三元函数, 则既要考虑

它在一个三维区域上的积分, 同时还需考虑它在空间曲线和曲面上的积分. 对于自变

量更多的多元函数, 就需考虑更多种形式的积分了. m 元函数在 m 维区域上的积分

叫做 m 重积分, 简称重积分, 它是一元函数定积分向多元函数的直接推广. 本章学习

重积分. 多元函数的其他形式的积分将在以后各章学习.

19.1 Rm 中点集的若尔当测度

重积分是一元函数的定积分概念向多元函数的直接推广. 定义在区间 [a, b] 上的

一元函数 f 在此区间上的定积分

∫ b

a

f(x)dx 是下列积分和的极限:

∫ b

a

f(x)dx = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi)∆xi,

其中, ∆ 表示对区间 [a, b] 的一个任意的分割, {ξ1, ξ2, · · · , ξn} 是从属于这个分割的一
组介点, ∆xi 为分割得到的小区间的长度. 与此类似, 定义在 Rm 中的有界区域 D 上

的 m 元函数 f 在此区域上的 m 重积分

∫

D

f(x)dx 定义为下列积分和的极限:

∫

D

f(x)dx = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi)|∆Di|,

其中, ∆ = {∆D1,∆D2, · · · ,∆Dn} 表示对区域 D 的一个任意的分割, {ξ1, ξ2, · · · , ξn}
是从属于这个分割的一组介点, |∆Di| 为小区域 ∆Di 的 m 维体积. 所谓 m 维体积,
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在 m = 2 时就是平面区域的面积, m = 3 时是空间区域的体积,而对一般的 m > 4 的

情形则是二维区域的面积和三维区域的体积概念在高维情形的推广. m 维体积也叫

m 维若尔当测度.

我们看到, 在重积分的定义中需要用到 Rm 中一般区域的 m 维体积或若尔当测

度的概念. 虽然在第 8 章作为定积分的应用, 计算了某些平面图形的面积和立体图形

的体积,但是,严格地说还没有给出面积和体积概念的确切定义,更没有接触过 m > 4

情形的体积概念. 所以在正式开始讨论重积分之前,必须先给出这些概念的严格定义.

本节对 Rm 中一般点集的 m 维体积即若尔当测度理论做简单的介绍.

19.1.1 若尔当测度的定义

前面已经提到,若尔当测度的概念是平面图形的面积和立体图形的体积概念的推

广. 所以为了给出一般欧氏空间 Rm 中点集的若尔当测度的定义, 需要先搞清楚平

面图形的面积和立体图形的体积该如何定义.下面以平面图形的面积为例来研究这个

问题.

平面图形的面积是用来衡量平面图形大小的数量,这个量刻画了平面图形所含面

积的单位 —— 边长为 1 的正方形即单位正方形的多寡. 如长和宽分别为 3.5 和 2.5

的矩形 Q 除含有 3 × 2 = 6 个单位正方形外, 去掉这 6 个单位正方形所剩余的部分

还可划分成 11 个边长为 0.5 的正方形 (图 19-1-1). 而边长为 0.5 的正方形因为是

由单位正方形 4 等分得到的, 所以认为它含有
1
4
个单位正方形. 因此矩形 Q 含有

6 + 11× 1
4

= 8.75个单位正方形, 从而其面积为 8.75. 依据同样的原理, 容易知道任意

矩形的面积都等于长乘宽. 再应用割补法, 便可知道任意平行四边形的面积都等于底

乘高, 进而任意三角形的面积都等于底乘高的一半, 因为两个全等的三角形可以拼接

成一个平行四边形. 知道了三角形的面积, 便可得到任意多边形的面积, 因为每个多

边形都可剖分成有限个三角形. 所以多边形面积的定义以及计算都是很简单的, 我们

在中小学时代就已经掌握了这些知识.

图 19-1-1 平面图形的面积

对于不是多边形即具有弯曲边界的平面图形, 面积该如何定义? 这个问题曾在第
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8 章研究过, 在那里把求曲边梯形面积的问题归结为求一元函数定积分的问题, 进而

采用把复杂区域剖分为曲边梯形的方法就可求出任意平面区域的面积. 但是如果把

这一方法推广到一般的欧氏空间 Rm, 则要定义 m 维区域的 m 维体积, 就必须用到

m− 1 重积分, 因而只要 m > 3, 目前我们无法做到. 另外, 这种方法不能处理不是区

域的一般点集. 因此必须用其他的方法来给出面积的定义.

受矩形面积公式的推导中所采用思想的启发, 这个问题似乎可以这样解决. 对于

一个给定的平面图形 D, 为了求它的面积, 先从 D 中划出最大数目的单位正方形 (指

边线平行于坐标轴的正方形, 下同), 然后在剩余部分划出最大数目的边长为 0.1 的正

方形, 再接着在剩余部分划出最大数目的边长为 0.01 的正方形, 如此继续下去, 直至

把 D 全部划分殆尽为止,最后把所有这样划分出的正方形的面积全部加起来,所得到

的十进制实数就定义为 D 的面积 (图 19-1-2). 但是, 稍微留心就会发现, 这样定义的

面积实际上只度量了 D 的内域大小, 而把 D 的边界部分整个地忽略了, 因为只有内

域才可能含有正方形, 边界部分是不可能含有正方形的. 因此, 如果 D 比较规则, 边

界的测度为零 (准确含义稍后会解释), 则这样定义 D 的面积便是可行的; 但若 D 不

很规则以至于其边界的测度不是零, 那么这样定义的 D 的面积就不能很好地反映 D

的大小. 例如, 考虑单位正方形 [0, 1]× [0, 1] 中的下面两个图形 D1 和 D2：

D1 = {(x, y) : x, y ∈ [0, 1]且都是有理数},

D2 = {(x, y) : x, y ∈ [0, 1]且至少有一个是无理数}.
由于 D1 和 D2 都没有内点 (注意 ∂D1 和 ∂D2 都是整个单位正方形), 所以它们按上

述定义的面积都等于零. 但是注意到 D1

⋃
D2 = [0, 1] × [0, 1], 便出现了这样的现象:

两个面积都等于零的集合的并集是一个面积为 1的集合.这与面积可以分拆和相加的

常识相悖, 说明上述面积的定义存在缺陷.

图 19-1-2 点集内容量的定义 图 19-1-3 点集外容量的定义

上述定义面积的思想是从点集 D 的内部来看它所含面积的大小. 1881∼1884 年,

雷蒙 (Du Bois-Reymond, 1882)、哈纳克 (Axel Harnack, 1881)、斯托尔茨 (Otto Stolz,

1884) 和康托尔 (1884) 等采用与此不同的思想考虑面积问题. 他们的方法是考虑 D
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的由矩形区域构成的有限覆盖 (图 19-1-3). 对于每个这样的覆盖, 把其中所有矩形的

面积相加,就得到了 D 的面积的一个上方近似值.关于所有可能的这种覆盖求这样得

到的上方近似值的下确界, 得到的数值定义为 D 的面积. 不难看出, 这种定义也存在

与前述定义类似的缺陷, 因为按这样的定义, D1 和 D2 的面积都是 1.

佩亚诺 (1887)和若尔当 (1892)先后采用把以上两种定义方式结合起来考虑的方

法, 解决了这两种不同的定义方式都存在缺陷的问题. 他们把按前一种方式得到的量

叫做 D 的内容量, 把按后一种方式得到的量叫做 D 的外容量, 并规定只有当 D 的内

容量和外容量相等时, 它才有面积, 否则就没有面积. 佩亚诺只考虑了区域, 并定义 D

的内容量为所有包含于 D 的多边形面积的上确界, 外容量为所有包含 D 的多边形面

积的下确界. 若尔当则考虑了一般的点集, 内容量按上面所述的第一种方式定义, 外

容量按第二种方式定义. 若尔当还证明了下述重要结果: 有限多个互不相交的有容量

的点集 (即内容量和外容量相等的点集, 其容量就是内容量和外容量的公共值) 也有

容量,且其容量等于各个分集的容量之和.现在,人们把由这两人发展起来的这个 “容

量理论” 叫做若尔当测度理论, 把内容量和外容量相等的点集叫做若尔当可测集, 把

容量即内容量和外容量的公共值叫做点集的若尔当测度. 下面给出 Rm 中的若尔当

可测集及其若尔当测度的严格定义.

对任意给定的满足条件 ai < bi (i = 1, 2, · · · ,m) 的两组实数 a1, a2, · · · , am 和

b1, b2, · · · , bm, 把 Rm 中的点集

K = {(x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm : ai 6 xi 6 bi, i = 1, 2, · · · ,m}

叫做m 维长方体, 定义它的 m 维体积为

|K| = (b1 − a1)(b2 − a2) · · · (bm − am).

称有限个长方体的并为简单图形. 显然, 有限个简单图形的并和交仍然是简单图形,

而且每个简单图形都可分解成有限个两两之间没有公共内点的长方体的并. 假如一

个简单图形 Q 分解成了 n 个两两之间没有公共内点的长方体 K1, K2, · · · , Kn 的并:

Q = K1

⋃
K2

⋃ · · ·⋃Kn, K◦
i

⋂
K◦

j = ∅ (当 i 6= j),

则定义 Q 的 m 维体积为

|Q| = |K1|+ |K2|+ · · ·+ |Kn|.

这个定义是合理的, 即 |Q| 的值不依赖于 Q 的分解方式的选择.

现在对 Rm 中的任意有界点集 S, 定义

m∗(S) = sup{|Q| : Q为简单图形, 且Q ⊆ S◦},
m∗(S) = inf{|Q| : Q为简单图形, 且S ⊆ Q◦}.
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这里规定 sup∅ = 0. m∗(S) 叫做 S 的内容量或若尔当内测度; m∗(S) 叫做 S 的外容

量或若尔当外测度. 由定义知对 Rm 中任意有界点集 S, 其内容量 m∗(S) 和外容量

m∗(S) 都有定义, 且

m∗(S) 6 m∗(S).

定义 19.1.1 对 Rm 中的有界点集 S, 如果成立 m∗(S) = m∗(S), 则称 S 为若

尔当可测集, 并称此公共值为 S 的若尔当测度, 记作 |S| 或 meas(S).

若尔当测度也叫做体积 (m = 2 时改称面积)、容量、容积、容度等. 其中测度是

英文 measure 的译文, 体积是 volume 的译文, 而容量、容积、容度等都是 content 的

译文.

注意在内容量的定义中, 要求简单图形 Q 包含于 S 的内域, 而不只是包含于 S;

在外容量的定义中, 要求简单图形 Q 的内域包含 S 的闭包, 而不只是 Q 包含 S. 这

样做只是为了后面讨论的方便, 并不影响问题的实质. 另外, 内容量的定义似乎和前

面叙述的方式不太一样. 这只是表象, 本质上它们是一致的.

19.1.2 若尔当可测的等价条件

按照定义 19.1.1, 显然前面给出的两个平面点集 D1 和 D2 都是 R2 中的若尔当

不可测集,因为它们的内容量都是零而外容量都是 1. 自然要问: Rm 中怎样的点集才

是若尔当可测集? 下面的定理给出了对这个问题的回答.把 Rm 中若尔当外测度等于

零的点集叫做若尔当零测集. 显然若尔当零测集都是若尔当可测的, 而且其若尔当测

度等于零.

定理 19.1.1 Rm 中的有界点集 S 为若尔当可测集的充要条件是 S 的边界 ∂S

是若尔当零测集, 即对任意给定的 ε > 0, 存在相应的简单图形 Q, 使得 ∂S ⊆ Q◦, 且

|Q| < ε.

证明 先设 S 是若尔当可测集. 则对任意给定的 ε > 0, 由定义存在两个简单图

形 Q1 和 Q2, 使得 Q1 ⊆ S◦ ⊆ S ⊆ Q◦2, 且

|S| − |Q1| < ε

2
, |Q2| − |S| < ε

2
.

令 Q = Q2\Q◦1. 则易知 Q 是简单图形, 且由 ∂S ⊆ Q◦2 和 ∂S
⋂

Q1 = ∅ 可知 ∂S ⊆
Q◦2\Q1 = Q◦. 另外, 由上面两个不等式有

|Q| = |Q2| − |Q1| = (|Q2| − |S|) + (|S| − |Q1|) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

这就证明了必要性.

再来证明充分性. 对任意给定的 ε > 0,由条件知存在简单图形 Q,使得 ∂S ⊆ Q◦,

且 |Q| < ε. 作 S 的开覆盖如下: 对每个 x ∈ S◦, 作相应的长方体 Kx 使

x ∈ K◦
x ⊆ Kx ⊆ S◦.
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则易见开集的集合 {Q◦}⋃{K◦
x : x ∈ S◦} 覆盖了 S. 因此根据有限覆盖定理知, S 的

这个开覆盖有一个有限的子覆盖.由于这个开覆盖的任何子覆盖都必含有 Q◦,所以设

这个有限的子覆盖为 {Q◦}⋃{K◦
x1

,K◦
x2

, · · · ,K◦
xn
}, 其中 x1, x2, · · · , xn ∈ S◦. 令

Q1 =
n⋃

i=1

Kxi
, Q2 = Q

⋃
Q1.

则 Q1 和 Q2 都是简单图形, 且 Q1 ⊆ S◦ ⊆ S ⊆ Q◦2. 因此

0 6 m∗(S)−m∗(S) 6 |Q2| − |Q1| 6 |Q| < ε.

从而由 ε 的任意性即知 m∗(S) = m∗(S). 所以 S 是若尔当可测集. 证毕.

因此,为了检验 Rm 中的一个点集是否为若尔当可测集,只需看它的边界的 m维

若尔当测度是否为零. 下面的定理给出了 Rm 中一类常见的具有 m 维若尔当零测度

的点集, 由这个定理即可推出一些易于检验的若尔当可测集的充分条件.

定理 19.1.2 设 D 是 Rm−1 中的有界闭集, f 是定义在 D 上的 m− 1 元连续

函数. 令 S 为 f 的图像, 即 S 是 Rm 中由方程

xm = f(x1, x2, · · · , xm−1), (x1, x2, · · · , xm−1) ∈ D

所确定的点集. 则 S 是 m 维若尔当零测集.

证明 为记号简单起见, 用 P , P1, P2 等记号表示 Rm−1 中的点. 由连续函数的

最大最小值定理知 f 在 D 上有最小值和最大值, 设各为 a 和 b. 则 S 包含于 Rm 中

的有界集合 D × [a, b] 中, 所以它是有界点集, 而且显然是闭集. 为了构造包含 S 的

简单图形, 先在 Rm−1 中作一长方体 R, 使得 D ⊆ R◦. R 的 m − 1 维体积仍然记作

|R|. 由 f 在 D 上连续和 D 是有界闭集可知 f 在 D 上一致连续. 因此对任意给定的

ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使对任意两点 P1, P2 ∈ D, 只要 d(P1, P2) < δ, 就有

|f(P1)− f(P2)| < ε

|R| .

把 R剖分成直径都小于 δ 的小长方体.设这些小长方体中与 D 相交的为 R1, R2, · · · ,

Rn. 在每个 Ri

⋂
D (1 6 i 6 n)上,因为 f 的振幅都小于

ε

|R| ,所以可作小区间 [ci, di],

使得 di − ci =
ε

|R| , 且
ci < f(P ) < di, ∀P ∈ Ri

⋂
D.

现在令 Ki = Ri × [ci, di], i = 1, 2, · · · , n, 并令 Q =
n⋃

i=1

Ki. 则易见 S ⊆ Q◦, 且

|Q| 6
n∑

i=1

|Ki| =
n∑

i=1

|Ri|(di − ci) =
ε

|R|
n∑

i=1

|Ri| 6 ε

|R| |R| = ε.
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因此 S 的 m 维若尔当测度等于零. 证毕.

推论 19.1.1 Rm 中由有限个光滑超曲面所围成的有界区域是若尔当可测集.

推论 19.1.2 Rm 中的有界点集 S 如果具有性质: 对任意 x0 ∈ ∂S, 存在相应的

邻域 B(x0, δx0) (其中 δx0 > 0) 和 1 6 i 6 m, 使 ∂S
⋂

B(x0, δx0) 可表示成

xi = fx0(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xm),

其中 fx0 为连续函数, 则 S 是若尔当可测集.

19.1.3 若尔当测度的运算性质

应用定理 19.1.1, 便可证明以下定理.

定理 19.1.3 设 S1, S2, · · · , Sn 都是若尔当可测集. 则并集
n⋃

i=1

Si 也是若尔当

可测集, 且 ∣∣∣
n⋃

i=1

Si

∣∣∣ 6
n∑

i=1

|Si|. (19.1.1)

进一步如果 S1, S2, · · · , Sn 两两无公共内点, 则成立等式

∣∣∣
n⋃

i=1

Si

∣∣∣ =
n∑

i=1

|Si|. (19.1.2)

证明 只需对 n = 2 的情况证明. 因为只要证明了 n = 2 的情况, 一般 n 的情

况便可由数学归纳法得到.

先证明 S1

⋃
S2 是若尔当可测集. 由 S1 和 S2 都是若尔当可测集知, ∂S1 和 ∂S2

都是若尔当零测集, 所以对任意给定的 ε > 0, 存在相应的简单图形 Q1 和 Q2, 使得

∂S1 ⊆ Q◦1, ∂S2 ⊆ Q◦2, 且 |Q1| < ε

2
, |Q2| < ε

2
. 令 Q = Q1

⋃
Q2. 则 Q 是简单图形, 且

∂(S1

⋃
S2) ⊆ ∂S1

⋃
∂S2 ⊆ Q◦1

⋃
Q◦2 ⊆ (Q1

⋃
Q2)◦ = Q◦,

|Q| = |Q1

⋃
Q2| 6 |Q1|+ |Q2| < ε

2
+

ε

2
= ε.

因此 ∂(S1

⋃
S2) 是若尔当零测集, 从而 S1

⋃
S2 是若尔当可测集.

再证明 |S1

⋃
S2| 6 |S1| + |S2|. 设 Q1 和 Q2 是任意满足条件 S1 ⊆ Q◦1, S2 ⊆ Q◦2

的简单图形. 令 Q = Q1

⋃
Q2. 则 Q 是简单图形, 且

S1

⋃
S2 = S1

⋃
S2 ⊆ Q◦1

⋃
Q◦2 ⊆ (Q1

⋃
Q2)◦ = Q◦.

所以根据 S1

⋃
S2 是若尔当可测集和外容量的定义有

|S1

⋃
S2| = m∗(S1

⋃
S2) 6 |Q| 6 |Q1|+ |Q2|.
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对此不等式两端关于所有满足条件 S1 ⊆ Q◦1, S2 ⊆ Q◦2 的简单图形 Q1 和 Q2 取下确

界, 就得到

|S1

⋃
S2|6 inf

S1⊆Q◦1
inf

S2⊆Q◦2
(|Q1|+ |Q2|)

= inf
S1⊆Q◦1

|Q1|+ inf
S2⊆Q◦2

|Q2| = m∗(S1) + m∗(S2) = |S1|+ |S2|.

最后证明当 S1 和 S2 没有公共内点时, 成立等式 |S1

⋃
S2| = |S1|+ |S2|. 为此只

需再证明 |S1|+ |S2| 6 |S1

⋃
S2|. 设 Q1 和 Q2 是任意满足条件 Q1 ⊆ S◦1 , Q2 ⊆ S◦2 的

简单图形. 令 Q = Q1

⋃
Q2. 则 Q 是简单图形, 且

Q = Q1

⋃
Q2 ⊆ S◦1

⋃
S◦2 ⊆ (S1

⋃
S2)◦.

于是根据内容量的定义和 S1

⋃
S2 是若尔当可测集,有 |Q| 6 m∗(S1

⋃
S2) = |S1

⋃
S2|.

而由 S1 和 S2 没有公共内点与条件 Q1 ⊆ S◦1 , Q2 ⊆ S◦2 可知, Q1 和 Q2 不相交, 所以

|Q| = |Q1

⋃
Q2| = |Q1|+ |Q2|. 这就证明了

|Q1|+ |Q2| 6 |S1

⋃
S2|.

对此不等式两端关于所有的简单图形 Q1 ⊆ S◦1 和 Q2 ⊆ S◦2 取上确界, 就得到

|S1|+ |S2|= m∗(S1) + m∗(S2) = sup
Q1⊆S◦1

|Q1|+ sup
Q2⊆S◦2

|Q2|

= sup
Q1⊆S◦1

sup
Q2⊆S◦2

(|Q1|+ |Q2|) 6 |S1

⋃
S2|.

证毕.

等式 (19.1.2) 叫做若尔当测度的有限可加性. 检查定理 19.1.3 的证明便不难发

现, 我们其实证明了以下两个不等式:

m∗(S1

⋃
S2) 6 m∗(S1) + m∗(S2),

m∗(S1

⋃
S2) > m∗(S1) + m∗(S2) (当 S◦1

⋂
S◦2 = ∅).

这些不等式对任意有界点集 S1 和 S2 都成立, 而不需要它们是若尔当可测集.

定理 19.1.4 设 S1 和 S2 是若尔当可测集. 则它们的差 S1\S2 也是若尔当可测

集, 且

|S1\S2| > |S1| − |S2|. (19.1.3)

进一步如果 S1 ⊇ S2, 则

|S1\S2| = |S1| − |S2|. (19.1.4)
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证明 由于 ∂(S1\S2) ⊆ ∂S1

⋃
∂S2, 所以

m∗[∂(S1\S2)] 6 m∗(∂S1) + m∗(∂S2).

而由 S1 和 S2 是若尔当可测集知, 以上不等式右端的两项都等于零, 所以不等式左端

也等于零. 因此 S1\S2 是若尔当可测集. 由于 S1 ⊆ (S1\S2)
⋃

S2, 所以

|S1| 6 |S1\S2|+ |S2|.

从这个不等式立得式 (19.1.3). 如果 S1 ⊇ S2,则 S1 = (S1\S2)
⋃

S2,且 (S1\S2)
⋂

S2 =

∅, 所以

|S1| = |S1\S2|+ |S2|.

从这个等式立得式 (19.1.4). 证毕.

定理 19.1.5 设 S 是若尔当可测集. 则其闭包 S 和内域 S◦ 也都是若尔当可测

集, 且

|S| = |S| = |S◦|.

证明 由于 S = S
⋃

∂S, S◦ = S\∂S, 而由 S 是若尔当可测集知其边界 ∂S 也是

若尔当可测集且 |∂S| = 0, 所以应用定理 19.1.3 和定理 19.1.4 即知 S 和 S◦ 都是若尔

当可测集, 且

|S| 6 |S| 6 |S|+ |∂S| = |S| ⇒ |S| = |S|,

|S| > |S◦| > |S| − |∂S| = |S| ⇒ |S◦| = |S|.

证毕.

定理 19.1.6 设 S1, S2, · · · , Sn 都是若尔当可测集. 则交集
n⋂

i=1

Si 也是若尔当

可测集.

证明 与前类似,只需对 n = 2的情况给出证明. 根据定理 19.1.3和定理 19.1.4,

由 S1 和 S2 是若尔当可测集可知, S1

⋃
S2, S1\S2 和 S2\S1 都是若尔当可测集, 从而

由等式

S1

⋂
S2 = (S1

⋃
S2)\[(S1\S2)

⋃
(S2\S1)]

并再次应用定理 19.1.3 和定理 19.1.4, 即知 S1

⋂
S2 也是若尔当可测集. 证毕.

关于点集的若尔当测度理论就介绍这些内容, 而不打算再做更深入的讨论了, 因

为以上内容已经足够满足建立重积分理论的需要了.

最后指出, 正如黎曼积分不完备一样 (黎曼可积函数列的逐点极限不一定黎曼可

积),若尔当测度也是不完备的,即如果 S1, S2, · · · , Sn, · · · 是一列若尔当可测集,则它

们的并集
∞⋃

n=1

Sn 不一定是若尔当可测集. 如把区间 [0, 1]中的全体有理数排成一个数
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列 {rn}∞n=1, 再令 Sn = {rn} (即 Sn 仅由一个点 rn 构成), n = 1, 2, · · · , 则每个 Sn 都

是若尔当零测集, 但它们的并集
∞⋃

n=1

Sn = Q
⋂

[0, 1] 因为内容量为零、外容量为 1, 所

以不是若尔当可测集. 另外, 康托尔证明了, R1 中的任意开集都可表示成至多可数个

两两互不相交的开区间的并, 所以按照人们对面积、体积、测度这些概念的理解, R1

中开集都应当是有测度即可测的, 其测度应等于构成它的所有开区间的长度总和. 但

是采用类似于 Q
⋂

[0, 1]的构造方法, 可以构作出开集的例子, 使其按若尔当可测集的

定义是不可测的. 这显然有悖人们对面积、体积、测度这些概念的理解. 所以若尔当

测度理论存在缺陷.为了弥补若尔当测度理论的这种不完备性缺陷,博雷尔在 1898年

从定义开集及其余集即闭集的测度出发,对由开集和闭集经过至多可数多次集合运算

得到的集合都定义了测度, 进而建立了具有可数可加性的博雷尔测度理论. 所谓可数

可加性, 是指测度 m 具有这种性质: 如果 S1, S2, · · · , Sn, · · · 是一列可测集, 则它们

的并集
∞⋃

n=1

Sn 也是可测集, 且当这些集合两两互不相交时成立等式

m
( ∞⋃

n=1

Sn

)
=

∞∑
n=1

m(Sn).

1902 年, 勒贝格把博雷尔的思想进一步发展, 通过修改若尔当测度理论中外容量和内

容量的定义, 建立了勒贝格测度理论. 勒贝格定义点集 S 的外测度 m∗(S) 等于由至

多可数个长方体构成的覆盖中所有长方体体积之和的下确界 (即把若尔当测度理论中

外容量的定义由有限个长方体的覆盖放宽为至多可数个长方体的覆盖), 并定义 S 的

内测度 m∗(S) 等于 S 在包含它的长方体 K 中的余集 K\S 之外测度的补量, 即

m∗(S) = |K| −m∗(K\S), S ⊆ K.

然后规定当且仅当 m∗(S) = m∗(S) 时, 称 S 是可测集. 这样得到的可测集不仅包括

了全部的若尔当可测集,也包括了全部的博雷尔可测集,并且测度具有可数可加性,因

而成功地弥补了若尔当测度理论中前面指出的各项缺陷.例如,前面给出的 D1 和 D2

两个点集按勒贝格的测度理论都是可测集, 且 m(D1) = 0, m(D2) = 1. 勒贝格测度理

论是迄今为止人们发现的最完善的测度理论.这一理论将在后续课程实变函数中进行

深入细致的讨论.

习 题 19.1

1. 根据定义证明 R2 中的以下点集都是若尔当可测集, 且若尔当测度等于所给定的

值:

(1) 半径为 R 的圆盘 x2 + y2 6 R2, 若尔当测度等于 πR2;
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(2) 以 (0, 0), (a, 0), (0, b) (其中 a, b > 0) 为顶点的直角三角形, 若尔当测度等于
1
2
ab;

(3) 以 (0, 0), (h, 0), (h, a), (0, b) (其中 a, b, h > 0)为顶点的梯形, 若尔当测度等于
1
2
(a + b)h.

2. 设 f 是定义在区间 [a, b] 上的有界非负函数. 令 S 为 f 的下方图形, 即

S = {(x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x)}.

证明: (佩亚诺定理) S 的内容量和外容量分别等于 f 在 [a, b] 上的下积分和上积

分, 即

m∗(S) =
∫ b

−a

f(x)dx, m∗(S) =
∫ −b

−a

f(x)dx.

因此 S 若尔当可测的充要条件是 f 在 [a, b] 上黎曼可积, 而且当 S 若尔当可测

时, 其若尔当测度等于 f 在 [a, b] 上的黎曼积分.

3. Rm 到 Rm 的一个可逆变换 F 如果具有形式

F (x) = A(x) + y0, ∀x ∈ Rm,

其中, A 是 Rm 上的可逆线性变换, y0 是 Rm 中一点, 则称 F 是 Rm 上的仿射

变换. 如果进一步 A 是 Rm 上的正交变换, 则称 F 是 Rm 上的等距变换或全等

变换. Rm 中的两个点集如果可以用一个全等变换把其中一个变为另一个, 则称

这两个点集为全等的. 若尔当测度在全等变换下是不变的, 即如果一个点集是若

尔当可测的, 则与它全等的点集也都是若尔当可测的, 而且它们具有相同的若尔

当测度. 试就 m = 2 的情况, 按以下步骤证明这个结论.

(1) 证明如果一个有界点集 S ⊆ R2 是若尔当可测的, 则它在任意一个平移变换

F (x) = x + x0 (其中 x0 是 Rm 中的任意一个固定点) 下的像集 F (S)也是若

尔当可测的, 而且 |F (S)| = |S|.
(2) 证明 R2 中任意矩形 (边不必平行于坐标轴) 都是若尔当可测集, 并且其若尔

当测度等于其面积, 即等于矩形的长乘宽.

(3) 证明如果一个有界点集 S ⊆ R2 是若尔当可测的, 则它在任意一个正交变换

F (x) = A(x) 下的像集 F (S) 也是若尔当可测的, 而且 |F (S)| = |S|.
(4) 由 (1) 和 (3), 就得到了所要证明的结论.

4. 设 S1, S2, S3 都是 Rm 中的若尔当可测集. 证明以下结论:

(1) |S1\S2| = |S1| − |S1

⋂
S2|;

(2) |S1

⋃
S2| = |S1|+ |S2| − |S1

⋂
S2|;

(3) |S1

⋃
S2

⋃
S3| = |S1|+|S2|+|S3|−|S1

⋂
S2|−|S1

⋂
S3|−|S2

⋂
S3|+|S1

⋂
S2

⋂
S3|.
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5. 设 S 是 Rm 中的若尔当可测集, T 是 Rn 中的若尔当可测集. 证明：

S × T = {(x, y) : x ∈ S, y ∈ T}

是 Rm+n 中的若尔当可测集, 且 |S × T | = |S||T |.

19.2 重积分的定义和性质

有了 19.1节的准备,给出重积分的定义已经毫无困难了. 这一节讨论重积分的定

义和性质. 我们将看到, 一元函数的黎曼积分理论可以毫无困难地推广到多元函数.

19.2.1 重积分的定义

在正式给出重积分的定义之前, 先看两个例子. 由这些例子可知, 把一元函数的

黎曼积分理论推广到多元函数, 是十分必要的.

例 1(曲顶柱体的体积) 19.1 节建立了平面图形面积和立体图形体积的一般定

义,但并不知道对于每个具体的平面图形和立体图形,怎样计算它们的面积或体积.平

面图形面积的计算和部分立体图形 (如旋转体和知道了沿某一固定方向的所有截面面

积的立体) 体积的计算问题已在定积分理论中解决了. 但是一般立体图形体积的计算

问题仍然有待研究. 下面来看最简单的情况: 曲顶柱体的体积如何计算.

设 z = f(x, y) 是定义在有界闭区域 D ⊆ R2 上的连续函数, 且 f(x, y) > 0,

∀(x, y) ∈ D. 该函数的图形是一张位于 Oxy 平面上方的曲面 S. 下面求以这个曲面为

顶、以 Oxy 平面上区域 D 为底、母线平行于 Oz 轴的曲顶柱体的体积 V (图 19-2-1).

z

x

y

D

O

z = f (x,y)

图 19-2-1 作分割求体积

类似于第 7 章求曲边梯形的面积的做

法, 对区域 D 作分割, 把它分解成有限个

直径很小的小区域 ∆D1, ∆D2, · · · , ∆Dn.

用 ∆ 表示区域 D 的这个分割, 即 ∆ =

{∆D1,∆D2, · · · ,∆Dn}. 由于每个小区域

∆Di 直径都很小, 函数 z = f(x, y) 在其上变

化不大因而可近似地看成取常数值, 从而以

∆Di 为底的小柱体 Wi 就可近似地看作平顶

柱体. 因此任取一点 (ξi, ηi) ∈ Di, 以函数值

f(ξi, ηi) 作为这个小柱体 Wi 的高, 则其体积

便近似地等于 f(ξi, ηi)|∆Di|, 其中, |∆Di| 为
小区域 ∆Di 的面积. 关于 i 求和, 就得所求

曲顶柱体的体积 V 的近似值

V ≈
n∑

i=1

f(ξi, ηi)|∆Di|.
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显然区域 D 的这种分割作的越细, 则上述近似值就越接近于体积 V 的精确值. 因此,

把 D 的分割无限加细即让 ‖∆‖ = max
16i6n

diam(Di) → 0 取极限, 就得到了 V 的精确

值, 即

V = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi)|∆Di|.

例 2(非均匀物体的质量) 如果物体的质量分布是均匀的, 设其总质量为 M , 体

积为 V , 则称商
M

V
为其质量密度. 如果物体的质量分布是不均匀的, 那么这样得到

的只是它的平均质量密度.更准确地反映其质量分布情况的是质量密度函数ρ(x, y, z),

定义为

ρ(x, y, z) = lim
diam(∆Ω)→0

∆M

|∆Ω | ,

其中, (x, y, z) 为物体所占据空间区域 Ω 中的任意一点, ∆Ω 为 Ω 中包含点 (x, y, z)

的任意一个小区域, |∆Ω |为这个小区域的体积, ∆M 为位于此小区域中的物体小块的

质量. 现在要问: 如果已知物体的质量密度函数 ρ(x, y, z), 如何求物体的总质量 M?

为此, 我们把物体剖分成许多小块, 即把区域 Ω 作分割 ∆: ∆Ω1, ∆Ω2, · · · , ∆Ωn,

使得每个小区域 ∆Ωi 的直径都很小, 这样在每个小区域上质量密度函数 ρ(x, y, z) 的

变化都很小, 从而每个小块都可近似地看成质量分布是均匀的. 于是, 对第 i 个小块,

可在 ∆Ωi 中任取一点 (ξi, ηi, ζi), 以 ρ(ξi, ηi, ζi) 作为这个小块的平均质量密度, 而得

它的质量 ∆Mi 的近似值 ρ(ξi, ηi, ζi)|∆Ωi|, 进而得物体的总质量 M 的近似值:

M =
n∑

i=1

∆Mi ≈
n∑

i=1

ρ(ξi, ηi, ζi)|∆Ωi|.

显然分割 ∆ 作的越细, 则上述近似值就越接近于 M 的精确值. 因此, 把分割 ∆ 无限

加细, 即让 ‖∆‖ = max
16i6n

diam(∆Ω1) → 0 取极限, 就得到了 M 的精确值:

M = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

ρ(ξi, ηi, ζi)|∆Ωi|.

对于厚度很小因而可近似地看成平面的薄板, 其质量面密度ρ(x, y) 定义为

ρ(x, y) = lim
diam(∆D)→0

∆M

|∆D| ,

其中, (x, y) 为薄板所占据平面区域 D 中的任意一点, ∆D 为 D 中包含点 (x, y) 的

任意一个小区域, |∆D| 为这个小区域的面积, ∆M 为位于此小区域中的小薄板块的

质量. 如果已经知道了薄板的质量面密度函数 ρ(x, y), 则可用与上面类似的方法求

薄板的总质量 M : 先把区域 D 作分割 ∆: ∆D1, ∆D2, · · · , ∆Dn, 使得每个小区域
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∆Di 的直径都很小. 然后对每个小区域 ∆Di, 任取其中一点 (ξi, ηi), 以 ρ(ξi, ηi) 作

为这个小区域中的小薄板块的平均面密度, 算出这个小薄板块的质量 ∆Mi 的近似值

ρ(ξi, ηi)|∆Di|, 再关于 i 相加得薄板总质量 M 的近似值:

M =
n∑

i=1

∆Mi ≈
n∑

i=1

ρ(ξi, ηi)|∆Di|.

最后令 ‖∆‖ = max
16i6n

diam(∆D1) → 0 取极限, 就得到了 M 的精确值:

M = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

ρ(ξi, ηi)|∆Di|.

以上这些例子涉及的数学问题和一元函数的定积分十分相似, 即先对区域作分

割, 再作积分和, 然后让分割无限加细取极限. 应用中还有很多类似的问题. 这些问题

就引出了多元函数的黎曼积分即重积分的概念. 下面给出重积分的一般定义.

对于 Rm 中的一个区域 Ω , 如果对任意 x0 ∈ ∂Ω , 存在相应的邻域 B(x0, δx0) (其

中 δx0 > 0) 和 1 6 i 6 m, 使 ∂Ω
⋂

B(x0, δx0) 可表示成

xi = fx0(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xm),

其中 fx0 为连续函数, 则称 Ω 是具有连续边界的区域. 根据 19.1 节的推论 19.1.2, 有

界的这种区域都是若尔当可测的, 因而具有体积 (当 m > 3) 或面积 (当 m = 2).

定义 19.2.1 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的有界区域, y = f(x)(其中

x = (x1, x2, · · · , xm)) 是定义在 Ω 上的一个 m 元函数. 把 Ω 分割成一些具有连续边

界的小区域 ∆Ω1, ∆Ω2, · · · , ∆Ωn, 使得这些小区域两两之间没有公共的内点且并集

为 Ω

Ω = ∆Ω1

⋃
∆Ω2

⋃ · · ·⋃∆Ωn, ∆Ω◦
i

⋂
∆Ω◦

j = ∅ (当 i 6= j).

集合 ∆ = {∆Ω1,∆Ω2, · · · ,∆Ωn} 叫做 Ω 的一个分割 或剖分, 正数 ‖∆‖ =

max
16i6n

diam(∆Ωi) 叫做这个分割的模. 再对每个 1 6 i 6 n, 任取小区域 ∆Ωi 中一

点记作 ξi. 点集 Ξ = {ξ1, ξ2, · · · , ξn} 叫做从属于分割 ∆ 的一个介点集. 作和

S(f,∆,Ξ ) =
n∑

i=1

f(ξi)|∆Ωi|

(叫做 f 的黎曼积分和). 如果当 ‖∆‖ → 0 时 S(f,∆,Ξ ) 有极限, 即存在实数 I, 使对

任意给定的 ε > 0 都存在相应的 δ > 0, 使当 ‖∆‖ < δ 时, 对任意从属于 ∆ 的介点集

Ξ 都成立

|S(f,∆,Ξ )− I| =
∣∣∣

n∑

i=1

f(ξi)|∆Ωi| − I
∣∣∣ < ε,
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则称函数 f 在 Ω 上黎曼可积, 并称实数 I 为 f 在 Ω 上的m 重黎曼积分, 简称m 重

积分, 记作
∫

Ω

f(x)dx = I 或

∫∫
· · ·

∫

Ω

f(x1, x2, · · · , xm)dx1dx2 · · ·dxm = I.

读者可能会问: 对于一个给定的具有连续边界的有界区域 Ω , 满足定义中条件且

模可以任意小的分割 ∆是否一定存在? 这个问题的答案是肯定的. 例如,可以用平行

于坐标面的平面族来分割 Ω . 易见这样分割得到的每个小区域也都具有连续的边界,

且只要平行于每个坐标面的平面族都充分密, 那么这样得到的分割的模就充分小.

根据这个定义可知, 例 1 中的曲顶柱体的体积

V =
∫∫

D

f(x, y)dxdy;

例 2 中的非均匀立体和非均匀薄板的质量分别为

M =
∫∫∫

Ω

ρ(x, y, z)dxdydz 和 M =
∫∫

D

ρ(x, y)dxdy.

19.2.2 函数可积的达布准则

多元函数的黎曼积分即重积分理论可以与一元函数的黎曼积分即定积分理论完

全平行地建立起来. 下面简略地写出这个理论的一些主要结论,其证明全部留给读者.

定理 19.2.1 设 f 是 Rm 中具有连续边界的有界闭区域 Ω 上的黎曼可积函数.

则 f 在 Ω 上有界.

以下总假设 Ω 是 Rm 中具有连续边界的有界闭区域, f 是 Ω 上的有界函数.

定义 19.2.2 设∆ = {∆Ω1,∆Ω2, · · · ,∆Ωn}是 Ω 的一个分割. 对每个 1 6 i 6 n,

记

Mi = sup{f(x) : x ∈ ∆Ωi}, mi = inf{f(x) : x ∈ ∆Ωi},

并作和

S(f,∆) =
n∑

i=1

Mi|∆Ωi|, S(f,∆) =
n∑

i=1

mi|∆Ωi|.

它们分别叫做函数 f 关于分割 ∆ 的达布大和与达布小和.

引理 19.2.1 成立下列结论:

(1) 对 Ω 的任一分割 ∆ = {∆Ω1,∆Ω2, · · · ,∆Ωn} 都有

S(f,∆) = sup
Ξ

S(f,∆,Ξ ), S(f,∆) = inf
Ξ

S(f,∆,Ξ ).

这里的上确界和下确界都指关于所有从属于分割 ∆ 的介点集 Ξ 来求.
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(2) 对 Ω 的两个分割 ∆ 和 ∆̃, 如果 ∆ 是 ∆̃ 的加细, 即对 ∆ 中的任一小区域

∆Ωi, 都存在 ∆̃ 中的相应小区域 ∆̃Ω j 使得 ∆Ωi ⊆ ∆̃Ω j , 则有

S(f,∆) 6 S(f, ∆̃), S(f,∆) > S(f, ∆̃).

(3) 对 Ω 的任意两个分割 ∆1 和 ∆2 都成立

S(f,∆1) 6 S(f,∆2).

由这个引理知定义

∫

D

f(x)dx = inf
∆

S(f,∆) 和

∫

D

f(x)dx = sup
∆

S(f,∆)

都有意义, 这里的上确界和下确界都指关于区域 Ω 的所有分割 ∆ 来求. 它们分别叫

做函数 f 在 Ω 上的上积分和下积分.

定理 19.2.2(达布定理) (1) 当 ‖∆‖ → 0 时, 达布大和 S(f,∆) 与达布小和

S(f,∆) 分别收敛于 f 的上积分和下积分, 即

lim
‖∆‖→0

S(f,∆) =
∫

D

f(x)dx, lim
‖∆‖→0

S(f,∆) =
∫

D

f(x)dx.

(2) f 在 Ω 上黎曼可积的充要条件是
∫

D

f(x)dx =
∫

D

f(x)dx;

或等价地, f 在 Ω 上黎曼可积的充要条件是成立

lim
‖∆‖→0

[S(f,∆)− S(f,∆)] = 0.

给定了 Ω 的一个分割 ∆ = {∆Ω1,∆Ω2, · · · ,∆Ωn}, 对每个 1 6 i 6 n 记

ωi(f) = Mi −mi = sup
x∈∆Ωi

f(x)− inf
x∈∆Ωi

f(x) = sup
x,y∈∆Ωi

|f(x)− f(y)|,

它叫做函数 f 在区域 ∆Ωi 上的振幅.

推论 19.2.1 函数 f 在 Ω 上黎曼可积的充要条件是成立

lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

ωi(f)|∆Ωi| = 0.

根据这个推论和有界闭集上连续函数的一致连续性, 便立刻得到下述定理.

定理 19.2.3 设 f 是 Ω 上的连续函数. 则 f 在 Ω 上黎曼可积.
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19.2.3 重积分的性质

同前面一样, 在以下几个定理中, Ω 都表示 Rm 中具有连续边界的有界闭区域.

定理 19.2.4 设 f 和 g 都在 Ω 上黎曼可积. 则有下列结论：

(1) f ± g 在 Ω 上黎曼可积, 且
∫

Ω

[f(x)± g(x)]dx =
∫

Ω

f(x)dx±
∫

Ω

g(x)dx.

(2) 对任意实数 c, cf 在 Ω 上黎曼可积, 且
∫

Ω

cf(x)dx = c

∫

Ω

f(x)dx.

定理 19.2.5 设 f 和 g 都是 Ω 上的可积函数, 且 f(x) 6 g(x), ∀x ∈ Ω . 则有
∫

Ω

f(x)dx 6
∫

Ω

g(x)dx.

特别地, 有 (注意由推论 19.2.1 易知, 当 f 在 Ω 上可积时, |f | 也在 Ω 上可积)

∣∣∣
∫

Ω

f(x)dx
∣∣∣ 6

∫

Ω

|f(x)|dx.

推论 19.2.2 设 a 6 f(x) 6 b, ∀x ∈ Ω . 则

a|Ω | 6
∫

Ω

f(x)dx 6 b|Ω |.

定理 19.2.6(积分中值定理) 设 f 是 Ω 上的连续函数, g 是 Ω 上的非负可积函

数. 则存在 ξ ∈ Ω 使成立
∫

Ω

f(x)g(x)dx = f(ξ)
∫

Ω

g(x)dx.

特别地, 存在 ξ ∈ Ω 使成立 ∫

Ω

f(x)dx = f(ξ)|Ω |.

定理 19.2.7(区域可加性) 设 Ω = Ω1

⋃
Ω2, 其中 Ω1 和 Ω2 都是具有连续边界

的有界闭区域, 且它们没有公共的内点. 又设 f 在 Ω1 和 Ω2 上都可积. 则 f 也在 Ω

上可积, 且 ∫

Ω

f(x)dx =
∫

Ω1

f(x)dx +
∫

Ω2

f(x)dx.

推论 19.2.3 设 f 是 Ω 上的分块连续函数. 则 f 在 Ω 上黎曼可积.
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定理 19.2.8 设 f 和 g 都在 Ω 上黎曼可积, 则它们的乘积 fg 也在 Ω 上黎曼

可积, 并且对 Ω 的任意分割 ∆ = {∆Ω1,∆Ω2, · · · ,∆Ωn} 和任意从属于此分割的两个
介点集 {ξ1, ξ2, · · · , ξn} 和 {η1, η2, · · · , ηn}, 成立

lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi)g(ηi)|∆Ωi| =
∫

Ω

f(x)g(x)dx.

以上定理的证明全部留给读者.

习 题 19.2

1. 证明本节的各个命题, 特别是引理 19.2.1, 定理 19.2.2, 定理 19.2.3 和定理 19.2.7,

因为这样做不仅有助于读者更好地理解本节讲述的内容,同时也帮助读者巩固和

提高第 7 章所学内容.

2. (1) 设 f 是有界闭区域 D ⊆ Rm 上不恒等于零的非负连续函数. 证明:
∫

D

f(x)dx > 0.

(2) 设 f 是开区域 D ⊆ Rm 上的连续函数, 且对任意闭球 B(x0, r) ⊆ D 都有
∫

B(x0,r)

f(x)dx = 0.

证明: f(x) = 0, ∀x ∈ D.

3. 设 f 在圆盘 (x − x0)2 + (y − y0)2 6 a2 (a > 0) 上可积且在点 P0(x0, y0) 连续.

证明:

lim
r→0+

1
πr2

∫∫

B(P0,r)

f(x, y)dxdy = f(x0, y0).

4. (1) 设 D 为圆盘 x2 + y2 6 4. 证明:
∫∫

D

3
√

x2 + y2 − 1dxdy > 0.

(2) 设 D 为平面区域 |x|+ |y| 6 1. 证明:
∫∫

D

(x2 + y2 + 4
√
|xy|)dxdy < 5.

5. 设 Ω 为球 x2 + y2 + z2 6 R2, 而 a2 + b2 + c2 > R2. 应用积分中值定理估计积分

I =
∫∫∫

Ω

dxdydz√
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

.
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6. 用 Ω(n) 表示球体 x2 + y2 + z2 6 n2, 而符号 [x] 表示实数 x 的整数部分, 即 [x]

等于不超过 x 的最大整数. 证明:

lim
n→∞

1
lnn

∫∫∫

Ω(n)

dxdydz

[
√

x2 + y2 + z2]3 + 1
= 4π.

7. 证明: 函数 f 在有界区域 Ω ⊆ Rm 上黎曼可积的充要条件是存在 Ω 的一列分割

∆k = {∆Ω(k)
1 ,∆Ω(k)

2 , · · · ,∆Ω(k)
nk }, k = 1, 2, · · · , 使得 lim

k→∞
‖∆k‖ = 0, 且

lim
k→∞

nk∑

i=1

ωi(f,∆k)|∆Ω (k)
i | = 0,

其中, ωi(f,∆k) 表示函数 f 关于分割 ∆k 的第 i 个小区域 ∆Ω (k)
i 的振幅.

8. 设 f(x) 在 [a, b] 上可积, g(x) 在 [c, d] 上可积. 证明: F (x, y) = f(x)g(y) 在 D =

[a, b]× [c, d] 上可积, 且

∫∫

D

f(x)g(y)dxdy =
( ∫ b

a

f(x)dx
)( ∫ d

c

g(y)dy
)
.

19.3 重积分的计算

本节讨论如何计算重积分. 我们先建立一些一般原理, 然后运用这些原理, 把计

算重积分的问题化归为逐次计算一系列定积分的问题.

19.3.1 化重积分为累次积分

前面已经讲过, 在 f(x, y) 是区域 D 上的非负连续函数的情况, 二重积分∫∫

D

f(x, y)dxdy 的几何意义是以曲面 z = f(x, y) 为顶、以 Oxy 坐标面上的区域 D

为底且母线平行于 Oz 轴的曲顶柱体的体积. 另一方面, 从含参变量积分的讨论可知,

当 D = [a, b]× [c, d] 时, 对每个 x ∈ [a, b], 积分

A(x) =
∫ d

c

f(x, y)dy

的几何意义是用通过 Ox 轴上坐标为 x 的点且平行于 Oyz 坐标面的平面截曲顶柱体

所得曲边梯形的面积 (如图 19-3-1), 进而曲顶柱体的体积又等于

∫ b

a

A(x)dx =
∫ b

a

( ∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx.
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图 19-3-1 化重积分为累次积分

因此应当成立等式

∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫ b

a

( ∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx.

此式的右端叫做累次积分, 它是两个依

次计算的定积分. 上面这个等式把二重

积分的计算化归为累次积分的计算, 因

而最终化归为定积分的计算问题. 最后这

个问题可以应用牛顿 – 莱布尼茨公式来

解决.

下面给出上面这个等式的严格证明.

定理 19.3.1 设 f(x, y)在矩形区域 D = [a, b]× [c, d]上可积,且对每个 x ∈ [a, b],

f(x, y) 作为 y 的函数在区间 [c, d] 上可积. 令

A(x) =
∫ d

c

f(x, y)dy, ∀x ∈ [a, b].

则函数 A(x) 在 [a, b] 上可积, 且

∫ b

a

A(x)dx =
∫∫

D

f(x, y)dxdy. (19.3.1)

证明 分别作区间 [a, b] 和 [c, d] 的分割:

∆1 : a = x0 < x1 < · · · < xm = b,

∆2 : c = y0 < y1 < · · · < yn = d.

然后令 ∆ = ∆1 ×∆2 为区域 D = [a, b]× [c, d] 的下述分割.

∆ = {[xi−1, xi]× [yj−1, yj ], i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n}.

再以 mij 和 Mij 分别表示函数 f 在 [xi−1, xi]× [yj−1, yj ] 上的最小值和最大值. 则对

任意 ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, · · · ,m, 有

mij∆yj 6
∫ yj

yj−1

f(ξi, y)dy 6 Mij∆yj , j = 1, 2, · · · , n,

对 j 求和就得到

n∑

j=1

mij∆yj 6 A(ξi) =
∫ d

c

f(ξi, y)dy 6
n∑

j=1

Mij∆yj , i = 1, 2, · · · ,m.
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因此
m∑

i=1

n∑

j=1

mij∆xi∆yj 6
m∑

i=1

A(ξi)∆xi 6
m∑

i=1

n∑

j=1

Mij∆xi∆yj .

由于 f(x, y) 在 D = [a, b]× [c, d] 上可积, 所以当 ‖∆‖ → 0 时, 上式最两端的两个和式

都收敛于积分 I =
∫∫

D

f(x, y)dxdy. 因此对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使

当 ‖∆1‖ = max
16i6m

∆xi < δ 且 ‖∆2‖ = max
16j6n

∆yj < δ 时, 有

∣∣∣
m∑

i=1

n∑

j=1

mij∆xi∆yj − I
∣∣∣ < ε 且

∣∣∣
m∑

i=1

n∑

j=1

Mij∆xi∆yj − I
∣∣∣ < ε,

这样当 ‖∆1‖ < δ 时, 就有
∣∣∣

m∑

i=1

A(ξi)∆xi − I
∣∣∣ < ε.

因此 A(x) 在 [a, b] 上可积, 且等式 (19.3.1) 成立. 证毕.

定理 19.3.1 很容易推广到高维情形.

定理 19.3.2 设 m1 和 m2 是两个正整数, Ω1 和 Ω2 分别是 Rm1 和 Rm2 中的

两个具有连续边界的有界闭区域. 又设 f(x, y) (其中, x 表示 m1 维变元, y 表示 m2

维变元) 在区域 Ω1 × Ω2 上可积, 且对每个 x ∈ Ω1, f(x, y) 作为 y 的函数在区域 Ω2

上可积. 令

A(x) =
∫

Ω2

f(x, y)dy, ∀x ∈ Ω1.

则函数 A(x) 在 Ω1 上可积, 且
∫

Ω1

A(x)dx =
∫∫

Ω1×Ω2

f(x, y)dxdy.

这个定理的证明与定理 19.3.1 的证明类似, 留给读者完成.

19.3.2 二重积分的计算

下面应用定理 19.3.1 计算二重积分∫∫

D

f(x, y)dxdy,

假定 f(x, y) 是 D 上的连续函数. 针对积分区域 D 的不同情况, 分别考虑如下.

(1) 如果 D 是矩形区域, 即 D = [a, b]× [c, d], 则可直接应用定理 19.3.1 化为先关

于 x 后关于 y 的累次积分, 或先关于 y 后关于 x 的累次积分:
∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫ d

c

( ∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy =

∫ b

a

( ∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx.
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(2) 如果

D = {(x, y) : a 6 x 6 b, α(x) 6 y 6 β(x)},
其中 α(x) 和 β(x) 是区间 [a, b] 上的连续函数 (以下称这种区域为第一类区域, 图

19-3-2), 则有 ∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫ b

a

( ∫ β(x)

α(x)

f(x, y)dy
)
dx. (19.3.2)

事实上, 取两个实数 c 和 d 使得 c 6 α(x) 6 d 且 c 6 α(x) 6 d, ∀x ∈ [a, b], 然后

令 Q = [a, b]× [c, d], 再考察定义在区域 Q 上的以下函数:

f̃(x, y) =

{
f(x, y), 当 (x, y) ∈ D,

0, 当 (x, y) ∈ Q\D.

根据定理 19.2.7 可知函数 f̃(x, y) 在 Q 上可积, 且∫∫

Q

f̃(x, y)dxdy =
∫∫

D

f̃(x, y)dxdy +
∫∫

Q\D

f̃(x, y)dxdy =
∫∫

D

f(x, y)dxdy.

而另一方面, 根据定理 19.3.1 又有
∫∫

Q

f̃(x, y)dxdy =
∫ b

a

( ∫ d

c

f̃(x, y)dy
)
dx =

∫ b

a

( ∫ β(x)

α(x)

f(x, y)dy
)
dx.

所以式 (19.3.2) 成立.

(3) 如果
D = {(x, y) : ϕ(y) 6 x 6 ψ(y), c 6 y 6 d},

其中 ϕ(y) 和 ψ(y) 是区间 [c, d] 上的连续函数 (以下称这种区域为第二类区域, 图

19-3-3), 则类似地有
∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫ d

c

( ∫ ψ(y)

ϕ(y)

f(x, y)dx
)
dy. (19.3.3)

图 19-3-2 第一类区域 图 19-3-3 第二类区域
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(4)如果 D 既不是第一类区域又不是第二类区域 (如同心圆环),可用一些平行于

Oy 轴的直线,把它分解成若干个第一类区域 (图 19-3-4),或用一些平行于 Ox轴的直

线, 把它分解成若干个第二类区域, 再用公式 (19.3.2) 或公式 (19.3.3) 计算.

例 1 求积分 ∫∫

D

sinx

y2
dxdy,

其中 D 是由双曲线 xy = 1, xy = 2 和直线 x = π, x = 2π 围成的区域 (图 19-3-5).

图 19-3-4 一般区域 图 19-3-5 例 1 中的积分区域

解 化为先关于 y 后关于 x 的累次积分, 得

∫∫

D

sinx

y2
dxdy =

∫ 2π

π

( ∫ 2
x

1
x

sinx

y2
dy

)
dx =

∫ 2π

π

(
− sinx

y

∣∣∣
2
x

y= 1
x

)
dx

=
1
2

∫ 2π

π

x sinxdx =
1
2
(sinx− x cos x)

∣∣∣
2π

π
= −3

2
π.

如果化为先关于 x 后关于 y 的累次积分来计算, 也是行得通的, 但计算要复杂一些.

例 2 求由椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

所包围空间区域的体积 (图 19-3-6).

解 由对称性, 椭球面在八个象限中的图形都是全等的, 因此只需计算椭球体在

第一卦限中的部分的体积. 这就需要计算函数

z = c

√
1− x2

a2
− y2

b2
,

x2

a2
+

y2

b2
6 1, x > 0, y > 0

的二重积分. 由于区域 D :
x2

a2
+

y2

b2
6 1, x > 0, y > 0 可写成

D =
{

(x, y) : 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b

√
1− x2

a2

}
,
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所以椭球体的体积

V = 8c

∫∫

D

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy

= 8c

∫ a

0

( ∫ b
√

1− x2

a2

0

√
1− x2

a2
− y2

b2
dy

)
dx

= 8bc

∫ a

0

( ∫ 1

0

(
1− x2

a2

)√
1− t2dt

)
dx (这里做了变元变换y = bt

√
1− x2

a2
)

= 8bc

∫ a

0

(
1− x2

a2

)
dx ·

∫ 1

0

√
1− t2dt

= 8bc
(
x− x3

3a2

)∣∣∣
a

0
·
( t

2

√
1− t2 +

1
2

arcsin t
)∣∣∣

1

0

= 8bc · 2
3
a · π

4
=

4
3
πabc.

例 3 求积分 ∫∫

D

e−y2
dxdy,

其中 D 是由三条直线 x = 0, y = 1 和 y = x 所围成的三角形区域 (图 19-3-7).

图 19-3-6 椭球体 图 19-3-7 例 3 中的积分区域

解 化为先关于 x 后关于 y 的累次积分, 得
∫∫

D

e−y2
dxdy =

∫ 1

0

( ∫ y

0

e−y2
dx

)
dy =

∫ 1

0

ye−y2
dy =

(
− 1

2
e−y2

)∣∣∣
1

0
=

1
2
(1− e−1).

如果化为先关于 y 后关于 x 的累次积分来计算, 则
∫∫

D

e−y2
dxdy =

∫ 1

0

( ∫ 1

x

e−y2
dy

)
dx.
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因为遇到了无法求出的积分

∫ 1

x

e−y2
dy, 计算就行不通了.

上例说明, 在把重积分化为累次积分时, 积分次序的选择是需要仔细考虑的. 选

择的不好, 可能导致计算十分繁琐, 甚至出现积不出来的情况.

19.3.3 三重积分的计算

下面再来应用定理 19.3.2 计算三重积分
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz,

其中 f(x, y, z) 是三维有界闭区域 Ω 上的连续函数. 针对积分区域 Ω 的不同情况, 分

别考虑如下.

(1) 如果 Ω = [a, b]× [c, d]× [p, q], 则可化为先关于 x, 再关于 y, 最后关于 z 的累

次积分:
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫ q

p

( ∫ d

c

( ∫ b

a

f(x, y, z)dx
)
dy

)
dz. (19.3.4)

证明如下: 令 D = [a, b]× [c, d], 则 Ω = D × [p, q], 所以根据定理 19.3.2 有
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫ q

p

( ∫

D

f(x, y, z)dxdy
)
dz.

又根据定理 19.3.1 有
∫

D

f(x, y, z)dxdy =
∫ d

c

( ∫ b

a

f(x, y, z)dx
)
dy, ∀z ∈ [p, q].

把此式代入上面的等式, 就得到了式 (19.3.4).

由于在这种情况下三个变元 x, y, z 的地位是平等的, 所以也可化为先关于 z, 再

关于 x, 最后关于 y 的累次积分:
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫ d

c

( ∫ b

a

( ∫ q

p

f(x, y, z)dz
)
dx

)
dy,

等等.

(2) 如果

Ω = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D, ϕ(x, y) 6 z 6 ψ(x, y)},
其中, D 是平面上具有连续边界的有界闭区域, ϕ(x, y) 和 ψ(x, y) 是区域 D 上的连续

函数 (图 19-3-8), 则有

∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫

D

( ∫ ψ(x,y)

ϕ(x,y)

f(x, y, z)dz
)
dxdy. (19.3.5)
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证明类似于式 (19.3.2) 的证明, 但是这里应用定理 19.3.2.

(3) 如果

Ω = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D(z), p 6 z 6 q},

其中对每个 z ∈ [p, q], D(z) 是平面上的一个具有连续边界的有界闭区域 (图 19-3-9),

则有
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫ q

p

( ∫

D(z)

f(x, y, z)dxdy
)
dz. (19.3.6)

z

O

x

y

D

x

(x,y)

z = ε(x,y)

z =  (x,y)

图 19-3-8 式 (19.3.5) 的图示 图 19-3-9 式 (19.3.6) 的图示

式 (19.3.6) 也可类似于式 (19.3.2) 给出证明, 即取四个实数 a, b, c 和 d, 使得对每个

z ∈ [p, q] 都成立 D(z) ⊆ [a, b]× [c, d], 再考虑辅助函数

f̃(x, y, z) =

{
f(x, y, z), 当 (x, y, z) ∈ Ω ,

0, 当 (x, y, z) ∈ Q\Ω ,

其中 Q=[a, b]×[c, d]×[p, q], 然后应用定理 19.3.2 做与式 (19.3.2) 的证明类似的推导.

在以上 (2) 和 (3) 中, 把三重积分化成了由一个定积分和一个二重积分形成的累

次积分. 对于其中的二重积分, 可以应用前一段的讨论化为由两个定积分形成的累次

积分, 从而最终把三重积分化成由三个定积分形成的累次积分.

例 4 求三重积分
∫∫∫

Ω

x2dxdydz,

其中 Ω 是由抛物面 z = 2(x2 + y2) 和 z = 1 + x2 + y2 所围成的区域 (图 19-3-10).
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图 19-3-10 例 4 中的积分区域

解 抛物面 z = 2(x2 + y2) 和 z = 1 + x2 + y2 的交线为 x2 + y2 = 1, z = 2. 因此

区域 Ω 在 Oxy 坐标面上的投影是单位圆盘 x2 + y2 6 1, 说明 Ω 可表述成

Ω = {(x, y, z) : 2(x2 + y2) 6 z 6 1 + x2 + y2, x2 + y2 6 1}.

因此 ∫∫∫

Ω

x2dxdydz =
∫∫

x2+y261

( ∫ 1+x2+y2

2(x2+y2)

dz
)
x2dxdy

=
∫∫

x2+y261

(1− x2 − y2)x2dxdy

= 4
∫ 1

0

( ∫ √
1−x2

0

(x2(1− x2)− x2y2)dy
)
dx

= 4
∫ 1

0

(
x2(1− x2)y − 1

3
x2y3

)∣∣∣
√

1−x2

y=0
dx

=
8
3

∫ 1

0

x2(1− x2)
√

1− x2dx

=
8
3

∫ π
2

0

sin2 θ cos4 θdθ (这里做了变元变换x = sin θ)

=
1
3

∫ π
2

0

sin2 2θ(1 + cos 2θ)dθ

=
1
3

(1
2
θ − 1

8
sin 4θ +

1
6

sin3 2θ
)∣∣∣

π
2

0

=
π

12
.
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例 5 求三重积分 I =
∫∫∫

Ω

(x+ y)2dxdydz,其中 Ω 是椭球体 x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 6 1.

解 首先有

I =
∫∫∫

Ω

x2dxdydz + 2
∫∫∫

Ω

xydxdydz +
∫∫∫

Ω

y2dxdydz.

对于第二个积分, 因为被积函数关于变元 x 是奇函数而积分区域关于 Oyz 坐标面对

称, 所以其值为零. 第三个积分的计算与第一个积分类似. 所以下面只计算第一个

积分.

显然, 对每个 x ∈ [−a, a], 用平行于 Oyz 坐标面的平面 x = x 去截椭球体, 得一

椭圆面 D(x):
y2

b2
(
1− x2

a2

) +
z2

c2
(
1− x2

a2

) 6 1

它的面积为

πb

√
1− x2

a2
· c

√
1− x2

a2
= πbc

(
1− x2

a2

)
.

所以 ∫∫∫

Ω

x2dxdydz =
∫ a

−a

( ∫∫

D(x)

dydz
)
x2dx

=
∫ a

−a

πbc
(
1− x2

a2

)
x2dx =

4
15
πa3bc.

根据对称性得 ∫∫∫

Ω

y2dxdydz =
4
15
πab3c.

因此 I =
4
15
πabc(a2 + b2).

19.3.4 m 重积分的计算

更高维重积分的计算, 与二重和三重积分的计算没有原则的区别, 仍然需要应用

把重积分化为累次积分的方法, 通过适当选择积分次序, 把重积分最终化作定积分来

计算. 这中间可能还需应用数学归纳法进行归纳. 下面举三个例子.

例 6 求 m 重积分

Im(a) =
∫∫
· · ·

∫
x1>0, x2>0, ··· , xm>0

x1+x2+···+xm=a

dx1dx2 · · ·dxm,

其中 a 是正常数.

解 用 Dm(a) 表示积分区域. 则

Dm(a) = {(x′, xm) ∈ Rm−1 ×R : x′ ∈ Dm−1(a− xm), 0 6 xm 6 a}.
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所以

Im(a)=
∫

Dm(a)

dx =
∫ a

0

(∫

Dm−1(a−xm)

dx′
)
dxm

=
∫ a

0

Im−1(a− xm)dxm =
∫ a

0

Im−1(t)dt.

由于

I1(a) =
∫ a

0

dx1 = a,

I2(a) =
∫ a

0

I1(t)dt =
∫ a

0

tdt =
1
2
a2,

I3(a) =
∫ a

0

I2(t)dt =
∫ a

0

1
2
t2dt =

1
6
a3,

所以猜测, 对一般的 m 应有

Im(a) =
1
m!

am.

下面应用数学归纳法来证明这个猜测. 已经看到当 m = 1, 2, 3 时这个表达式是正确

的. 假设已知对 m 这个表达式正确, 则对 m + 1 就有

Im+1(a) =
∫ a

0

Im(t)dt =
∫ a

0

1
m!

tmdt =
1

(m + 1)!
am+1.

说明 m + 1 时上述表达式也正确. 因此猜测得到了证明, 从而即得 Im(a) 的值.

例 7 设 f 是 [0,+∞) 上的连续函数. 求积分

Jm(a) =
∫∫

· · ·
∫

x1>0,x2>0,··· ,xm>0
x1+x2+···+xm6a

f(x1+x2+· · ·+xm)dx1dx2 · · ·dxm.

解 令 Im(a) 为 m+1 面体 x1 + x2 + · · · + xm 6 a, x1 > 0, x2 > 0, · · · , xm > 0

的体积. 上题已经算出 Im(a) =
am

m!
. 对任意 a > 0 和 ∆a > 0, 令 ξ 和 η 分别为函数

f 在区间 [a, a + ∆a] 上的最小值点和最大值点. 则有

f(ξ)[Im(a + ∆a)− Im(a)] 6 Jm(a + ∆a)− Jm(a) 6 f(η)[Im(a + ∆a)− Im(a)].

各项同除以 ∆a 后再令 ∆a → 0, 就得到

J ′m(a) = f(a)I ′m(a) =
am−1

(m−1)!
f(a).

所以

Jm(a) =
1

(m−1)!

∫ a

0

f(t)tm−1dt.
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例 8 设 f(x) 是区间 [0,+∞) 上的连续函数. 求它满足条件

y(0) = y′(0) = · · · = y(m−1)(0) = 0 (19.3.7)

的 m 阶原函数 y(x).

解 这个问题已经在上册第 8 章讨论过, 其解为

y(x) =
1

(m− 1)!

∫ x

0

f(t)(x− t)m−1dt, x > 0. (19.3.8)

现在应用重积分的观点来重新证明这个公式.

容易看出, 所求问题的解为下述 m 重积分:

y(x) = Im(x) =
∫ x

0

∫ tm

0

· · ·
∫ t2

0

f(t1)dt1dt2 · · ·dtm.

用 Dm(x) 表示积分区域. 则

Dm(x) = {(t′, tm) ∈ Rm−1 ×R : t′ ∈ Dm−1(tm), 0 6 tm 6 x}.

所以

Im(x) =
∫

Dm(x)

f(t1)dt =
∫ x

0

(∫

Dm−1(tm)

f(t1)dt′
)
dtm =

∫ x

0

Im−1(tm)dtm.

用归纳法来计算最后这个积分. 显然有

I1(x) =
∫ x

0

f(t1)dt1,

以及

I2(x)=
∫ x

0

I1(t2)dt2 =
∫ x

0

(∫ t2

0

f(t1)dt1

)
dt2

=
∫ x

0

(∫ x

t1

f(t1)dt2

)
dt1 =

∫ x

0

f(t1)(x− t1)dt1,

I3(x)=
∫ x

0

I2(t3)dt3 =
∫ x

0

(∫ t3

0

f(t1)(t3 − t1)dt1

)
dt3

=
∫ x

0

(∫ x

t1

f(t1)(t3 − t1)dt3

)
dt1 =

1
2

∫ x

0

f(t1)(x− t1)2dt1,

因此猜测

Im(x) =
1

(m− 1)!

∫ x

0

f(t)(x− t)m−1dt, x > 0.
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已经看到这个表达式在 m = 1, 2, 3 时是正确的. 假设它对于 m − 1 正确, 则对 m

就有

Im(x)=
∫ x

0

Im−1(tm)dtm =
1

(m− 2)!

∫ x

0

(∫ tm

0

f(t)(tm − t)m−2dt
)
dtm

=
1

(m− 2)!

∫ x

0

(∫ x

t

f(t)(tm − t)m−2dtm

)
dt =

1
(m− 1)!

∫ x

0

f(t)(x− t)m−1dt,

说明 m 时上述表达式也正确. 因此式 (19.3.8) 得到了证明.

习 题 19.3

1. 计算下列二重积分:

(1)
∫∫

D

xy(x + y)2dxdy, D = [a, b]× [c, d];

(2)
∫∫

D

xyexydxdy, D = [0, a]× [0, b];

(3)
∫∫

D

x

1 + xy
dxdy, D = [0, 1]× [0, 1];

(4)
∫∫

D

sinx sin y sin(x− y)dxdy, D =
[
0,
π

2

]
×

[
0,
π

2

]
;

(5)
∫∫

D

ln(1 + x2y)
x2

dxdy, D = [0, 2]× [0, 1].

2. 把二重积分
∫∫

D

f(x, y)dxdy 化为不同顺序的累次积分;

(1) D 是由三条直线 x = 0, y = 0, x + y = a (a > 0) 围成的三角形区域;

(2) D 是由直线 x = a, y = b 和双曲线 xy = c (a, b, c > 0 且 ab 6= c) 围成的区域;

(3) D 是圆盘 x2 + y2 6 a2 (a > 0);

(4) D 是由两条抛物线 y = x2 − a2 和 y = a2 − x2 (a > 0) 包围的区域;

(5) D 是由曲线 y = x3, y = 2x3 和直线 y = 1, y = 2 包围的区域.

3. 设 f(x, y) 在所积分的闭区域上连续. 证明下列积分公式:

(1) 狄利克雷公式:

∫ b

a

(∫ x

a

f(x, y)dy
)
dx =

∫ b

a

(∫ b

y

f(x, y)dx
)
dy, (a < b).
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(2) 设 ϕ 是区间 [a, b] 上严格单调递减的连续函数, ψ 为 ϕ 的反函数. 则

∫ b

a

(∫ ϕ(x)

ϕ(b)

f(x, y)dy
)
dx =

∫ ϕ(a)

ϕ(b)

(∫ ψ(y)

a

f(x, y)dx
)
dy.

4. 改变下面累次积分的积分顺序:

(1)
∫ a

0

(∫ 2x

x

f(x, y)dy
)
dx (a > 0); (2)

∫ 1

0

(∫ x2

x3
f(x, y)dy

)
dx;

(3)
∫ 1

0

(∫ 3x

x2
f(x, y)dy

)
dx; (4)

∫ 1

−1

(∫ 1−x2

−√1−x2
f(x, y)dy

)
dx;

(5)
∫ 1

0

(∫ 2x2

0

f(x, y)dy
)
dx +

∫ 3

1

(∫ 3−x

0

f(x, y)dy
)
dx.

5. 计算下列二重积分:

(1)
∫∫

D

xy2dxdy, D 是由抛物线 y = x2 和直线 y = 2x + 3 包围的区域;

(2)
∫∫

D

yexdxdy, D 是圆盘 x2 + y2 6 a2 在第一象限的部分, 其中 a 是正常数;

(3)
∫∫

D

dxdy√
2a− x

, D是由两条坐标轴以及圆周 (x−a)2+(y−a)2 = a2在 0 6 x 6 a,

0 6 y 6 a 的部分所包围的区域, 其中 a 是正常数;

(4)
∫∫

D

cos x√
1− y2

dxdy, D 是由两条正弦曲线 y = sin x, y = sin 2x 在 0 6 x 6 π

3

的部分所包围的区域;

(5)
∫∫

D

(x2 + y2)dxdy, D 是由四条直线 y = x, y = x + a, y = a, y = 3a 所包围的

区域, 其中 a 是正常数.

6. 改变积分次序以计算以下累次积分:

(1)
∫ 1

0

(∫ 1

x

e−y2
dy

)
dx; (2)

∫ π
2

0

(∫ π
2

x

x2 sin y2dy
)
dx;

(3)
∫ 2

1

(∫ x

1

ln(1 + xy)
y

dy
)
dx +

∫ 4

2

(∫ 4
x

1

ln(1 + xy)
y

dy
)
dx;

(4)
∫ 2

1

(∫ x

√
x

sin
πx

2y
dy

)
dx +

∫ 4

2

(∫ 2

√
x

sin
πx

2y
dy

)
dx.

7. 计算下列三重积分:
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(1)
∫∫∫

Ω

xyzdxdydz, Ω 是球体 x2 + y2 + z2 6 a2 在第一象限的部分, 其中 a 是

正常数;

(2)
∫∫

Ω

(x + y + z)dxdydz, Ω 是椭球体
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
6 1 在第一象限的部分, 其

中 a, b, c 是正常数;

(3)
∫∫∫

Ω

dxdydz

(1 + x + y + z)3
, Ω 是由三个坐标面与平面 x + y + z = 1 所包围的

区域;

(4)
∫∫

Ω

(x2

a2
+

y2

y2
+

z2

c2

)
dxdydz, Ω 是椭球体

x2

a2
+

y2

y2
+

z2

c2
6 1;

(5)
∫∫

Ω

z cos(x + y)dxdydz, Ω 是由曲面 z =
√

x + y 和平面 x + y =
π

2
及三个坐

标面 x = 0, y = 0, z = 0 所包围的区域.

8. 把下列三重累次积分表示成定积分:

(1)
∫ t

0

(∫ x

0

(∫ y

0

f(z)dz
)
dy

)
dx;

(2)
∫ t

0

(∫ t

0

(∫ x+y

0

f(z)dz
)
dy

)
dx;

(3)
∫ t

0

(∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0

f(z)dz
)
dy

)
dx.

9. 求下列三维区域 Ω 的体积:

(1) Ω 是由曲面 z = cos x cos y 与四个平面 z = −1± 2
π

x, z = −1± 2
π

y 所围区域;

(2) Ω 是由双曲抛物面 z =
x2

a2
− y2

b2
与平面 x = c 和 Oxy 坐标面所围区域;

(3) Ω 是由椭圆抛物面 z = 1− x2

a2
− y2

b2
与 Oxy 坐标面所围区域.

10. 设 a 为正常数. 计算下列多重积分:

(1)
∫ a

0

∫ a

0

· · ·
∫ a

0

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m)dx1dx2 · · ·dxm;

(2)
∫ a

0

∫ a

0

· · ·
∫ a

0

(x1 + x2 + · · ·+ xm)2dx1dx2 · · ·dxm;

(3)
∫ a

0

(∫ x1

0

· · ·
(∫ xm−1

0

x1x2 · · ·xmdxm

)
· · ·dx2

)
dx1.

(4)
∫∫

· · ·
∫

D

√
x1 + x2 + · · ·+ xmdx1dx2 · · ·dxm, 其中 D 是下列区域为

x1 > 0, x2 > 0, · · · , xm > 0, x1 + x2 + · · ·+ xm 6 a.
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11. 证明狄利克雷公式的下述推广:
∫ b

a

(∫ x1

a

(∫ x2

a

· · ·
(∫ xm−1

a

f(x1, x2, · · · , xm)dxm

)
· · ·dx3

)
dx2

)
dx1

=
∫ b

a

(∫ b

xm

(∫ b

xm−1

· · ·
(∫ b

x2

f(x1, x2, · · · , xm)dx1

)
· · ·dxm−2

)
dxm−1

)
dxm.

并应用这个公式证明以下公式:

(1)
∫ x

0

(∫ x1

0

· · ·
(∫ xm−1

0

f(xm)dxm

)
· · ·dx2

)
dx1 =

∫ x

0

(x− t)m−1

(m−1)!
f(t)dt;

(2)
∫ x

0

(∫ x1

0

· · ·
(∫ xm−1

0

f(xm)dxm

)
· · ·x2dx2

)
x1dx1 =

∫ x

0

(x2 − t2)m−1

2m−1(m−1)!
f(t)dt;

(3)
∫ x

a

(∫ x1

a

· · ·
(∫ xm−1

a

f(x1)f(x2)· · · f(xm)dxm

)
· · ·dx2

)
dx1 =

1
m!

(∫ x

a

f(t)dt

)
m.

19.4 重积分的变元变换

在一元函数的定积分理论中已经看到,通过作积分变元变换往往可以把难于计算

的积分化为容易计算的积分, 因此是计算定积分的一个有力工具. 对于多元函数的重

积分, 也经常需要做类似的处理. 重积分的变元变换有时候是为了简化被积函数, 但

更多的时候则是为了把积分区域变简单, 以便使累次积分容易计算.

19.4.1 变元变换的一般公式

与前面一样, 这里仍然以二重积分为例进行讨论, 因为二重积分的处理在几何上

比较直观, 而思想则可完全平行地 (因而毫无困难地) 推广到一般的 m 重积分.

先分析一下二重积分变元变换的公式应有怎样的形式. 为此设 D 是平面上具有

连续边界的有界闭区域, f 是定义在 D 上的黎曼可积函数, 它在 D 上的积分为
∫∫

D

f(x, y)dxdy. (19.4.1)

再设有变元变换 Φ：

x = x(u, v), y = y(u, v), (u, v) ∈ E, (19.4.2)

其中 E 是平面上另一具有连续边界的有界闭区域, 而 Φ 是从 E 到 D 的连续可微的

双射, 并且假设雅可比行列式恒不等于零：

∂(x, y)
∂(u, v)

6= 0, ∀(u, v) ∈ E. (19.4.3)

首先注意, 重积分的变元变换, 不能象定积分那样把变元变换的表达式直接代入来做.

这是因为如果这么做, 则积分微元 dxdy 的表达式为
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dxdy = (xudu + xvdv)(yudu + yvdv) = xuyududu + (xuyv + xvyu)dudv + xvyvdvdv,

其中出现了形如 dudu 和 dvdv 的项, 而这些项在积分理论中是没有明确含义的. 我

们的思路是从重积分的定义入手来考虑这个问题. 回忆二重积分是积分和的极限
∫∫

D

f(x, y)dxdy = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi)∆σi,

其中, (ξi, ηi)是对区域 D 所作分割 ∆ = {∆D1,∆D2, · · · ,∆Dn}的第 i个小区域 ∆Di

中任意选取的一点, ∆σi 为这个小区域的面积. 所以, 需要弄清楚这个积分和在变元

变换之下如何变化.

在变元变换 Φ 作用下, 区域 D 的分割 ∆ = {∆D1,∆D2, · · · ,∆Dn} 对应着区域
E 的一个相应的分割 ∆′ = {∆E1,∆E2, · · · ,∆En} (图 19-4-1), (ξi, ηi) 对应着小区域

∆Ei 中的一点 (µi, νi) (ξi = x(µi, νi),ηi = y(µi, νi)), 因此

n∑

i=1

f(ξi, ηi)∆σi =
n∑

i=1

f(x(µi, νi), y(µi, νi))∆σi. (19.4.4)

图 19-4-1 变元变换和区域分割

下面将要证明的引理 19.4.1 保证了成立

∆σi ≈
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣
(µi,νi)

∆σ′i, (19.4.5)

其中 ∆σ′i 为区域 ∆Ei 的面积. 把这个结果代入式 (19.4.4) 右端, 就得到

n∑

i=1

f(ξi, ηi)∆σi ≈
n∑

i=1

f(x(µi, νi), y(µi, νi))
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣
(µi,νi)

∆σ′i.

因此, 二重积分的变元变换公式应当是
∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫∫

E

f(x(u, v), y(u, v))
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣dudv.
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下面就来严格地证明这个结果. 先证明一个引理.

引理 19.4.1 设 D 和 E 是平面上两个具有连续边界的有界闭区域, 它们通过

由式 (19.4.2) 给出的连续可微双射 Φ 相联系, 其中, 自变量 (u, v) 在 E 中变化, 因变

量 (x, y) 在 D 中变化, 且这个映射满足条件 (19.4.3). 则区域 D 的面积

|D| =
∫∫

E

∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣dudv. (19.4.6)

证明 记

r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j, (u, v) ∈ E.

用平行于 u 轴的直线 u = uj (j = 1, 2, · · · , p) 和平行于 v 轴的直线 v = vk (k =

1, 2, · · · , q) 对区域 E 作分割, 记此分割为 ∆ (图 19-4-2). ∆ 分割出的小区域分为两

类: 一类四个顶点都在 E 中, 记所有这类小区域的集合为 ∆1; 另一类至少有一个顶

点不在 E 中, 记所有这类小区域的集合为 ∆2. 对 ∆1 中的小区域, 令 ∆Ejk 表示以

M(uj−1, vk−1), N(uj , vk−1), P (uj , vk) 和 Q(uj−1, vk) 为四个顶点的小区域. 再令 M ′,

N ′, P ′ 和 Q′ 分别为 M , N , P 和 Q 在映射 (19.4.2) 下的像, 以它们为顶点的四边形

记为 ∆Djk, 它们的全体记作 ∆′
1. 从区域 D 去掉这些四边形 ∆Djk 就得到沿 D 的边

界分布的一些曲边三角形和曲边四边形,每个这样的曲边三角形和曲边四边形弯曲的

一边都是 D 的边界的一部分, 它们的全体记作 ∆′
2. 令 ∆′ = ∆′

1

⋃
∆′

2. 就得到了 D 的

一个分割 ∆′. 由于 ∂E 和 ∂D 的若尔当测度都是零,所以当 ‖∆‖ → 0时 (这时显然也

有 ‖∆′‖ → 0), ∆2 和 ∆′
2 中小区域的面积之和都趋于零.

v

vk∂1 ∆Ejk

∆Djk

uj∂1 u

NM

O uj

vk
Q

E

P ε

M'

O x

y

P'
Q'

D

N'

图 19-4-2 引理 19.4.1 的证明

下面来计算每个小区域 ∆Djk 的面积 ∆σjk. 应用微分中值定理得
−−−→
M ′N ′= r(uj , vk−1)− r(uj−1, vk−1)

= [xu(ξj , vk−1)i + yu(ξ̄j , vk−1)j]∆uj (ξj , ξ̄j ∈ [uj−1, uj ])

= [ru(uj , vk) + z1]∆uj ,

其中

z1 = [xu(ξj , vk−1)− xu(uj , vk)]i + [yu(ξ̄j , vk−1)− yu(uj , vk)]j.
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类似地有

−−−→
M ′Q′ = [rv(uj , vk)+z2]∆vk,

−−−→
N ′P ′ = [rv(uj , vk)+z3]∆vk,

−−−→
Q′P ′ = [ru(uj , vk)+z4]∆uj ,

其中 z2, z3 和 z4 有与 z1 类似的表达式. 由于 xu(u, v), xv(u, v), yu(u, v) 和 yv(u, v)

都是有界闭区域 E 上的连续函数从而一致连续, 所以对任意给定的 ε > 0, 存在相应

的 δ > 0, 使当 ‖∆‖ < δ 时, 对所有来自于 ∆′
1 中的小区域 ∆Djk 都成立

|zi| < ε, i = 1, 2, 3, 4.

又由于 xu(u, v), xv(u, v), yu(u, v)和 yv(u, v)都是 E 上的连续函数蕴涵着它们都是有

界函数, 所以存在常数 A > 0 使得

|xu(u, v)|, |xv(u, v)|, |yu(u, v)|, |xu(u, v)| 6 A, ∀(u, v) ∈ E.

因此小区域 ∆Djk 的面积

∆σjk =
1
2
|−−−→M ′N ′ ×−−−→M ′Q′|+ 1

2
|−−−→N ′P ′ ×−−−→Q′P ′| = [|ru(uj , vk)× rv(uj , vk)|+ γjk]∆uj∆vk,

其中 γjk 是一个这样性质的数量: 对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使当

‖∆‖ < δ 时, 对所有来自于 ∆1 中的小区域的足标 j, k 都有

|γjk| 6 (2M + ε)ε.

因此区域 D 的面积

|D|= lim
‖∆′‖→0

∑

∆′1

∆σjk

= lim
‖∆‖→0

∑

∆1

[|ru(uj , vk)× rv(uj , vk)|+ γjk]∆uj∆vk

=
∫∫

E

|ru(u, v)× rv(u, v)|dudv

=
∫∫

E

∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣dudv.

这就证明了式 (19.4.6). 证毕.

以上证明似乎没有用到条件 (19.4.3). 其实,这个条件主要是用来保证从 ‖∆′‖ → 0

可以推出 ‖∆‖ → 0. 如果没有这个条件, 便有可能出现分割 ∆′ 中所有的小区域都已

经很小了, 而分割 ∆ 中某些小区域仍然比较大的情况 [参考式 (19.4.5)]. 通过比较细

致的分析便可知道, 这个条件是可以适当减弱的. 这里就不做这一工作了.

从公式 (19.4.6) 可以给出雅可比行列式的几何意义. 为此对区域 E 中的任意一

点 (u0, v0), 任取 E 中包含该点的一个小区域 ∆E, 设它在映射 Φ 下的像为 D 中的小
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区域 ∆D. 则由式 (19.4.6) 和积分中值定理可知

∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣
∣∣∣
(u0,v0)

= lim
diam(∆E)→0

|∆D|
|∆E| .

即雅可比行列式
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣在点 (u0, v0)的值,表示的是在映射 Φ 作用下点 (u0, v0)处

的面积变化率. 这个事实也可以用公式表示成

dxdy =
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣dudv. (19.4.7)

我们将把这个等式看成变换前的面积微元与变换后的面积微元之间的关系式.

定理 19.4.1 设 D 和 E 是平面上两个具有连续边界的有界闭区域, Φ : E → D

是连续可微的双射,其坐标表示式由式 (19.4.2)给出,且条件式 (19.4.3)满足. 则对 D

上的任意黎曼可积函数 f 成立

∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫∫

E

f(x(u, v), y(u, v))
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣dudv. (19.4.8)

证明 令 ∆ = {∆D1,∆D2, · · · ,∆Dn} 为区域 D 的一个分割. 又令 (ξi, ηi) 是这

个分割的第 i 个小区域 ∆Di 中任意选取的一点, ∆σi 为这个小区域的面积. 则有

∫∫

D

f(x, y)dxdy = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi)∆σi.

再令 ∆′ = {∆E1,∆E2, · · · ,∆En} 为区域 E 由映射 Φ 确定的相应分割, 并设 ξi =

x(µi, νi), ηi = y(µi, νi), 其中 (µi, νi) ∈ ∆Ei. 于是, 应用引理 19.4.1 得

n∑

i=1

f(ξi, ηi)∆σi =
n∑

i=1

f(x(µi, νi), y(µi, νi))
∫∫

∆Ei

∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣dudv

=
n∑

i=1

f(x(µi, νi), y(µi, νi))
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣
∣∣∣∣∣
(µ̄i,ν̄i)

∆σ′i,

其中, (µ̄i, ν̄i) 为 ∆Ei 中的一点, ∆σ′i 为 ∆Ei 的面积. 最后这个等式用到了积分中值

定理. 应用定理 19.2.8, 从上述关系式令 ‖∆‖ → 0 就得到了式 (19.4.7). 证毕.

借助于面积微元的变换关系式 (19.4.7), 二重积分的变元变换公式 (19.4.8) 就很

容易记忆了：为了对二重积分

∫∫

D

f(x, y)dxdy 作变元变换 x = x(u, v), y = y(u, v),

只要把被积函数 f(x, y)中的变元 x, y 用这个变换的表达式代替,再把面积微元 dxdy

用其变换关系式 (19.4.7) 代入即可.
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类似于引理 19.4.1之后的说明,上述定理中雅可比行列式处处非零的条件是可以

适当减弱的.

例 1 求平面上由四条曲线 xy = 1, xy = 2, x2y = 1, x2y = 3 所包围区域 D 的

面积.

解 需要计算二重积分

∫∫

D

dxdy. 为此作变元变换 u = xy, v = x2y, 即 x =
v

u
,

y =
u2

v
, 则

∂(x, y)
∂(u, v)

=

∣∣∣∣∣∣∣

− v

u2

1
u

2u

v
− u2

v2

∣∣∣∣∣∣∣
=

1
v
− 2

v
= −1

v
.

因此区域 D 的面积为

|D| =
∫∫

D

dxdy =
∫∫

[1,2]×[1,3]

1
v
dudv =

( ∫ 2

1

du
)( ∫ 3

1

dv

v

)
= ln 3.

引理 19.4.1 和定理 19.4.1 都可完全平行地推广到高维情形. 下面就写出它们的

高维推广, 证明从略.

引理 19.4.2 设 Ω 和 ∆是 Rm 中两个具有连续边界的有界闭区域, Φ : ∆ → Ω

是一个连续可微的双射, 其雅可比行列式 detDΦ(y) 6= 0, ∀y ∈ ∆. 则区域 Ω 的 m 维

体积

|Ω | =
∫

∆

|detDΦ(y)|dy. (19.4.9)

定理 19.4.2 设 Ω 和 ∆是 Rm 中两个具有连续边界的有界闭区域, Φ : ∆ → Ω

是一个连续可微的双射, 其雅可比行列式 detDΦ(y) 6= 0, ∀y ∈ ∆. 则对 Ω 上的任意黎

曼可积函数 f 成立
∫

Ω

f(x)dx =
∫

∆

f(Φ(y))|detDΦ(y)|dy. (19.4.10)

类似于二维情形, 从公式 (19.4.9) 可推出变元变换或映射的雅可比行列式的几何

意义,即对于一个连续可微的映射 Φ : ∆ → Ω ,其雅可比行列式在某点 y0 ∈ ∆处的值

detDΦ(y0), 表示的是在映射 Φ 作用下 y0 点处 m 维体积的变化率. 这个事实可以用

积分微元表示成

dx = |det DΦ(y)|dy.

借助于积分微元在变元变换下的这个变换关系式, 重积分的变元变换公式 (19.4.10)

就显得非常容易理解和记忆了：为了对重积分

∫

Ω

f(x)dx 作变元变换 x = Φ(y), 只需

把被积函数 f(x) 中的变元 x 用这个变换的表达式代入, 同时把积分微元的变换关系

式 dx = |detDΦ(y)|dy 代入即可.
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19.4.2 一些常用的积分变元变换

下面考虑几类在实际应用中经常碰到的特殊的变元变换.

图 19-4-3 区域 Dε 的图示

(1) 极坐标变换.

计算二重积分时, 一类常用的变元变

换是极坐标变换:

x = r cos θ, y = r sin θ,

其中, r > 0, 0 6 θ 6 2π. 这个变换的雅可

比行列式为

∂(x, y)
∂(r, θ)

=
∣∣∣∣

cos θ − r sin θ

sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r.

因此相应的面积微元为

dxdy = rdrdθ.

极坐标变换不是一一的变换：坐标原点 (0, 0) 对应着无穷多个不同的 θ; x 轴上的每

个点都对应着 0 和 2π 两个不同的 θ. 因此, 如果一个平面区域 D 包含原点或与 x 轴

相交, 则公式 (19.4.8) 便不能直接应用于极坐标变换. 但是这个困难是很容易克服的,

可以先从区域 D 中去掉原点和 x 轴的一个 ε 邻域, 记所得区域为 Dε (图 19-4-3). 在

Dε 上应用公式 (19.4.8) 有
∫∫

Dε

f(x, y)dxdy =
∫∫

Eε

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ,

其中 Eε 是区域 Dε 在极坐标变换下, (r, θ) 的对应区域, 即 Eε = E
⋂{r > ε, ε 6 θ 6

2π− ε}, 而 E 为区域 D 在极坐标变换下, (r, θ) 的对应区域. 再令 ε → 0, 就得到
∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫∫

E

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ.

这表明, 尽管极坐标变换不是一一的变换, 但二重积分的变换公式仍然可以不作任何

变化地应用于这个变换.

注意如果区域 D 与 Ox 正半轴相交, 但与从原点出发的某条射线不相交 (图 19-

4-4), 则如果 θ 的变化范围取为 0 6 θ 6 2π 或这个区间的某个子集, 便会发生把区域

D 变为 (r, θ) 空间中的两个不相交区域、把一个积分变为两个积分相加的情况. 在这

种情况下,为了避免繁琐,应当利用三角函数的周期性,把 θ 的变化范围从 0 6 θ 6 2π

换为长度为 2π 的其他区间, 即变为 θ0 − π 6 θ 6 θ0 + π, 其中 θ0 是根据实际问题选

取的角度.
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图 19-4-4 区域 D 与射线 l 不相交 图 19-4-5 双纽线

例 2 求双纽线 (x2 +y2)2 = 2a2(x2−y2) (a > 0)所包围区域的面积 (图 19-4-5).

解 双纽线在极坐标下的方程为 r2 = 2a2 cos 2θ, 其中, 位于右半平面的部分 θ

的变化范围是 −π
4

6 θ 6 π

4
, 位于左半平面的部分 θ 的变化范围是

3π
4

6 θ 6 5π
4

. 根

据对称性, 只需计算右半部分区域的面积. 所以

面积= 2
∫∫

D

dxdy (D = {(x, y) : (x2 + y2)2 6 2a2(x2 − y2), x > 0})

= 2
∫∫

E

rdrdθ (E = {(r, θ) : r2 6 2a2 cos 2θ, −π
4

6 θ 6 π

4
})

= 2
∫ π

4

− π
4

(∫ a
√

2 cos 2θ

0

rdr
)
dθ = 2a2

∫ π
4

− π
4

cos 2θdθ = 2a2.

例 3 求柱体 x2 + y2 6 ax (a > 0) 被球面 x2 + y2 + z2 = a2 所包围部分的体积

(图 19-4-6).

z

x

y

1

1

0.5

0.5

0
0 ∂0.5

∂0.5
∂1
∂1

∂0.5

∆

∆.5

�a

z

y

o

a

x

∂a

∂a

∂a

(a) (b)

图 19-4-6 例 3 中的区域
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解 根据对称性, 该立体的体积 V 等于它位于第一卦限中部分的体积的 4 倍,

所以

V = 4
∫∫

D

√
a2 − x2 − y2dxdy,

其中 D = {(x, y) : x2 + y2 6 ax, y > 0}. 在极坐标变换下, 区域 D 变为区域

E =
{

(r, θ) : 0 6 r 6 a cos θ, 0 6 θ 6 π

2

}
. 因此

V = 4
∫∫

D

√
a2 − x2 − y2dxdy = 4

∫∫

E

√
a2 − r2rdrdθ

= 4
∫ π

2

0

(∫ a cos θ

0

√
a2 − r2rdr

)
dθ =

4
3
a3

∫ π
2

0

(1− sin3 θ)dθ =
4
3
a3

(π
2
− 2

3

)
.

例 4 证明

∫ +∞

0

e−x2
dx =

√
π

2
.

证明 记

Ia =
∫ a

0

e−x2
dx (a > 0).

则所求积分的值等于 lim
a→+∞

Ia. 有

I2
a =

( ∫ a

0

e−x2
dx

)( ∫ a

0

e−y2
dy

)
=

∫∫

Da

e−x2−y2
dxdy,

图 19-4-7 Da 与 Sa, s√2a 的关系

其中 Da = [0, a] × [0, a]. 令 Sa 表示半径

为 a 的四分之一圆盘: x2 + y2 6 a2, x > 0,

y > 0(图 19-4-7). 则

Sa ⊆ Da ⊆ S√2a.

因此 Ja 6 I2
a 6 J√2a, 其中

Ja =
∫∫

Sa

e−x2−y2
dxdy.

应用极坐标变换有

Ja =
∫ π

2

0

(∫ a

0

e−r2
rdr

)
dθ =

π

4
(1− e−a2

).

所以

π

4
(1− e−a2

) 6 I2
a 6 π

4
(1− e−2a2

).
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进而由两边夹法则知 lim
a→+∞

I2
a =

π

4
. 这就得到

∫ +∞

0

e−x2
dx = lim

a→+∞
Ia =

√
π

2
.

(2) 圆柱坐标变换.

三重积分最常用的变元变换是圆柱坐标变换和球坐标变换. 先看圆柱坐标变换,

其表达式为

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z,

其中, r > 0, 0 6 θ 6 2π, −∞ < z < +∞. 这个变换的雅可比行列式为

∂(x, y, z)
∂(r, θ, z)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

cos θ −r sin θ 0

sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= r.

因此圆柱坐标变换下的体积微元为

dxdydz = rdrdθdz.

圆柱坐标变换也不是一一的变换, 但是这个困难可以采用与处理极坐标变换类似的

方法克服. 总之, 应用公式 (19.4.10) 可以推知, 圆柱坐标变换下三重积分的变换公

式为 ∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫

∆

f(r cos θ, r sin θ, z)rdrdθdz.

做完变元变换之后, 还必须进一步把变

换后的重积分化为累次积分. 为了把重积分

化为累次积分,必须正确地写出积分区域.因

此, 清楚地了解变换后的各变元在原直角坐

标系下的几何意义是非常重要的. 由于在圆

柱坐标中, (r, θ) 正是 (x, y) 平面上的极坐标,

所以, r的意义是点 P (x, y, z)在 Oxy 坐标面

上的投影点 Q(x, y, 0) 到坐标原点 O(0, 0, 0)

的距离, 也即点 P (x, y, z) 到 Oz 轴的距离; θ

的意义是投影点 Q(x, y, 0)的向径
−−→
OQ与 Ox

轴正半轴的夹角,也表示通过点 P (x, y, z)与

Oz 轴的平面与 Oxz 坐标面之间的夹角. 至

于 z, 因为是点 P (x, y, z) 的 z 坐标, 所以其

意义为点 P (x, y, z) 到 Oxy 坐标面的有向距

离, 也即向量
−−→
QP 的代数长度 (图 19-4-8).

图 19-4-8 圆柱坐标变换
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O

x

y

z

1

图 19-4-9

例 5 求积分

∫∫∫

Ω

√
x2 + y2dxdy

dz,其中 Ω 表示由圆锥面 x2 + y2 = z2 和

平面 z = 1 所包围的区域 (图 19-4-9).

解 作圆柱坐标变换. 区域 Ω 在圆

柱坐标下的表现形式为

0 6 r 6 z 6 1, 0 6 θ 6 2π.

故得

∫∫∫

Ω

√
x2 + y2dxdydz =

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

dz

∫ z

0

r2dr = 2π
∫ 1

0

1
3
z3dz =

π

6
.

例 6 求积分

∫∫∫

Ω1

√
x2 + y2dxdydz,其中 Ω1 表示由上半圆锥面 x2 + y2 = z2,

z > 0 和旋转抛物面 z = 2− x2 − y2 所包围的区域图 19-4-10.

解 作圆柱坐标变换. 区域 Ω1 在圆柱坐标下的表现形式为

0 6 r 6 z 6 2− r2, 0 6 θ 6 2π.

因为在 rz 平面上, 曲线 z = 2 − r2 和 z = r 交于 r = 1, 所以 rz 平面上区域

0 6 r 6 z 6 2− r2 即为 r 6 z 6 2− r2, 0 6 r 6 1. 故得

z

2

1

O y

x (a) (b)

图 19-4-10 例 6 中的区域
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∫∫∫

Ω1

√
x2 + y2dxdydz =

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

dr

∫ 2−r2

r

r2dz = 2π
∫ 1

0

(2− r2 − r)r2dr =
13
30
π.

(3) 球坐标变换.

球坐标变换的表达式为

x = r cos θ sinϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos ϕ,

其中, r > 0, 0 6 θ 6 2π, 0 6 ϕ 6 π. 这个变换的雅可比行列式为

∂(x, y, z)
∂(r, θ, ϕ)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

cos θ sinϕ −r sin θ sinϕ r cos θ cos ϕ

sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cos ϕ

cos θ 0 −r sinϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −r2 sinϕ.

进而球坐标变换下的体积微元为

dxdydz = r2 sinϕdrdθdϕ.

因此, 应用公式 (19.4.10) 可知, 球坐标变换下三重积分的变换公式为
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫

∆

f(r cos θ sinϕ, r sin θ sinϕ, r cos ϕ) r2 sinϕdrdθdϕ.

球坐标变换也不是一一的变换, 但是这个问题可以与极坐标变换类似地处理.

Q
O

x

r

P

y

z

ε

θ

(θ = ) (ε = )

(a) (b)

图 19-4-11 球坐标变换

对球坐标 (r, θ, ϕ) 中各变元在原直角坐标系下的几何意义进行分析. 由于

r =
√

x2 + y2 + z2,

所以 r 的意义是点 P (x, y, z) 到坐标原点 O(0, 0, 0) 的距离, 也即点 P (x, y, z) 的向径
−−→
OP 的长度. 又由于 √

x2 + y2 = r sinϕ, z = r cos ϕ,
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从而

ϕ = arccot
( z√

x2 + y2

)
,

而
√

x2 + y2 是点 P (x, y, z) 到 Oz 轴的距离, 所以 ϕ 的意义是点 P (x, y, z) 的向径
−−→
OP 与 Oz 轴正半轴的夹角. 最后, 由于

{
x = (r sinϕ) cos θ = |−−→OQ| cos θ,

y = (r sinϕ) sin θ = |−−→OQ| sin θ,

其中 Q 表示点 P (x, y, z) 在 Oxy 坐标面上的投影点, 即坐标为 (x, y, 0) 的点, 所以从

以上表达式知, θ 的意义是投影点 Q(x, y, 0)的向径
−−→
OQ 与 Ox轴正半轴的夹角, 也即

通过点 P (x, y, z) 与 Oz 轴的平面与 Oxz 坐标面之间的夹角 (图 19-4-11). 注意这里

θ 的意义与圆柱坐标时是相同的, 但 r 的意义则不同.

例 7 求上半圆锥体 x2 + y2 6 z2, z > 0被球面 x2 + y2 + z2 = 2az (a > 0)所截

出的部分的体积 (图 19-4-12).

图 19-4-12 例 7 中的区域

解 在球坐标下, 上半圆锥体的表现形式为 sinϕ 6 cos ϕ, 即 0 6 ϕ 6 π

4
, 而球体

x2 + y2 + z2 6 2az 的表现形式为 0 6 r 6 2a cos ϕ. 因此所给立体 V 在球坐标下的区

域为

0 6 r 6 2a cos ϕ, 0 6 ϕ 6 π

4
, 0 6 θ 6 2π.

故作球坐标变换, 得

V的体积=
∫∫∫

V

dxdydz =
∫ 2π

0

dθ

∫ π
4

0

dϕ

∫ 2a cos ϕ

0

r2 sinϕdr

=
16
3
πa3

∫ π
4

0

cos3 ϕ sinϕdϕ = πa3.
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例 8 设 f 是定义在闭的正半轴 [0,+∞) 上的单调递减连续函数. 定义函数 F

如下：

F (t) =
3

4πt3

∫∫∫

x2+y2+z26t2
f(

√
x2 + y2 + z2)dxdydz, ∀t > 0.

求证：F 在 (0,+∞) 上单调递减.

证明 先作球坐标变换以化简积分

F (t)=
3

4πt3

∫∫∫

x2+y2+z26t2
f(

√
x2 + y2 + z2)dxdydz

=
3

4πt3

∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

dϕ

∫ t

0

f(r)r2 sinϕdr =
3

2t3

( ∫ π

0

sinϕdϕ
)( ∫ t

0

f(r)r2dr
)

=
3
t3

∫ t

0

f(r)r2dr.

因此

F ′(t) =
3
t
f(t)− 9

t4

∫ t

0

f(r)r2dr 6 3
t
f(t)− 9

t4
f(t)

∫ t

0

r2dr = 0, ∀t > 0.

所以 F 在 (0,+∞) 上单调递减. 证毕.

这里着重讨论了极坐标变换、圆柱坐标变换和球坐标变换, 并不等于说实际计算

中遇到的重积分都可用这三种变元变换处理,而只是因为它们比较常用而已. 事实上,

无论是在应用中还是在理论研究方面,重积分的变元变换是会遇到很多各种各样不同

的形式的. 因此,读者务必熟记公式 (19.4.10),并根据实际问题灵活应用. 下面再举两

例以作说明.

例 9 求椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 所围区域的体积.

解 作椭球坐标变换

x = ar cos θ sinϕ, y = br sin θ sinϕ, z = cr cos ϕ,

则椭球体
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
6 1 变为 (r, θ, ϕ) 空间中的长方形区域

0 6 r 6 1, 0 6 θ 6 2π, 0 6 ϕ 6 π.

这个变换的雅可比行列式为

∂(x, y, z)
∂(r, θ, z)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a cos θ sinϕ −ar sin θ sinϕ ar cos θ cos ϕ

b sin θ sinϕ br cos θ sinϕ br sin θ cos ϕ

c cos θ 0 −cr sinϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −abcr2 sinϕ.

虽然这个变换不是一一的, 但与极坐标变换类似的方法处理, 可知公式 (19.4.10) 对它

是成立的. 因此
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椭球体的体积=
∫∫∫

x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
61

dxdydz

=
∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

dϕ

∫ 1

0

abcr2 sinϕdr

= 2πabc
( ∫ π

0

sinϕdϕ
)( ∫ 1

0

r2dr
)

=
4
3
πabc.

例 10 求椭圆

(a1x + b1y + c1)2 + (a2x + b2y + c2)2 = 1

所围平面区域 D 的面积, 这里 a1b2 − a2b1 6= 0.

解 作仿射变换

u = a1x + b1y + c1, v = a2x + b2y + c2.

有
∂(u, v)
∂(x, y)

=
∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1 6= 0,

从而
∂(x, y)
∂(u, v)

= (a1b2 − a2b1)−1.

在这个变换之下, 椭圆变为单位圆 u2 + v2 = 1, 它所包围区域的面积为 π, 所以

D的面积 =
∫∫

D

dxdy = |a1b2 − a2b1|−1

∫∫

u2+v261

dudv = π|a1b2 − a2b1|−1.

19.4.3 m 维球坐标变换

对于一般的 m 维重积分, 其中 m > 4, 这里只考虑一种特殊的变元变换, 即所

谓m 维球坐标变换, 也称m 维极坐标变换, 其表达式如下:

Φ :





x1 = r sin θ1 sin θ2 · · · sin θm−2 sin θm−1,

x2 = r sin θ1 sin θ2 · · · sin θm−2 cos θm−1,

· · · · · ·
xm−2 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3,

xm−1 = r sin θ1 cos θ2,

xm = r cos θ1,

其中, r 为点 x = (x1, x2, · · · , xm) 到坐标原点的距离, 因而 r > 0, 而 0 6 θi 6 π

(i = 1, 2, · · · ,m−2), 0 6 θm−1 6 2π. θ1, θ2, · · · , θm−1 的意义可类似于三倍球坐标进行
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分析, 我们留给读者. 显然上述变元变换是二维的极坐标变换和三维的球坐标变换向

一般高维情形的推广. 容易算出, 这个变换的雅可比行列式等于

|detDΦ(r, θ)| = rm−1 sinm−2 θ1 sinm−3 θ2 · · · sin θm−2.

因此, 根据定理 19.4.2, 对于定义在具有连续边界的有界闭区域 Ω ⊆ Rm 上的黎曼可

积函数 f , 我们有
∫∫

· · ·
∫

Ω

f(x1, x2, · · · , xm)dx1dx2 · · ·dxm

=
∫∫

· · ·
∫

∆

f̃(r, θ1, · · · , θm−1)rm−1 sinm−2 θ1 sinm−3 θ2 · · · sin θm−2drdθ1 · · ·dθm−1,

(19.4.11)

其中 ∆ 是区域 Ω 经变换 Φ 所得到的区域, 而

f̃(r, θ1, · · · , θm−1)

= f(r sin θ1 sin θ2 · · · sin θm−2 cos θm−1, r sin θ1 sin θ2 · · · sin θm−2 sin θm−1, · · · , r cos θ1).

我们来应用这个公式求 m 维球的体积. 用 Vm(R) 表示半径为 R 的 m 维球

B(0, R) 的体积. 则因变元变换 x = Ry 把 B(0, R) 变为单位球 B(0, 1), 而这个变

换的雅可比行列式等于 Rm, 所以

Vm(R) =
∫

B(0,R)

dx = Rm

∫

B(0,1)

dy = Rmωm,

其中 ωm = Vm(1) 表示 m 维单位球 B(0, 1) 的体积. 所以只需计算 ωm. 为此在公式

(19.4.11) 中取 f = 1, Ω = B(0, 1), 则得

ωm =
∫

|x|61

dx

=
∫ 2π

0

dθm−1

∫ π

0

dθm−2 · · ·
∫ π

0

dθ1

∫ 1

0

rm−1 sinm−2 θ1 sinm−3 θ2 · · · sin θm−2dr

=
2π
m

(∫ π

0

sinm−2 θ1dθ1

)(∫ π

0

sinm−3 θ2dθ2

)
· · ·

(∫ π

0

sin θm−2dθm−2

)
.

于是只需对每个正整数 k 计算出定积分

Ik =
∫ π

0

sink θdθ.

这个定积分本可以按 6.3节所讲述的方法计算,即采用万能变换化为有理函数的积分.

但是那样做比较烦琐. 下面应用 18.3 节介绍的伽马函数和贝塔函数来计算这个定积
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分, 有

Ik = 2
∫ π

2

0

sink θdθ (作变换 θ = arcsin u)

= 2
∫ 1

0

uk

√
1− u2

du (作变换 u =
√

v)

=
∫ 1

0

v
k
2− 1

2√
1− v

dv =
∫ 1

0

v
k+1
2 −1(1− v)

1
2−1dv

= B
(k + 1

2
,
1
2

)
=

Γ
(k+1

2

)
Γ
(1

2

)

Γ
(k+2

2

) =

√
πΓ

(k+1
2

)

Γ
(k+2

2

) .

最后这个等式用到了 Γ
(1

2

)
=
√
π. 因此

ωm =
2π
m
·
√
πΓ

(m−1
2

)

Γ
(m

2

) ·
√
πΓ

(m−2
2

)

Γ
(m−1

2

) · · · · ·
√
πΓ(1)

Γ
(3

2

) =
2π

m
2

mΓ
(m

2

) .

其次, 用 Sm(R) 表示半径为 R 的 m 维球 B(0, R) 的表面积. 则内半径为 R、厚

度为 ∆R 的球壳的体积以 Sm(R)∆R 为下界、以 Sm(R+∆R)∆R 为上界. 因为这个

体积等于 Vm(R+∆R)− Vm(R), 所以

Sm(R)∆R 6 Vm(R+∆R)− Vm(R) 6 Sm(R+∆R)∆R.

各项同除以 ∆R, 再令 ∆R → 0, 就得到

Sm(R) = V ′
m(R) = mRm−1ωm.

特别地, m− 1 维单位球面 Sm−1 = ∂B(0, 1) 的 “面积” 为

σm = Sm(1) = mωm =
2π

m
2

Γ
(m

2

) .

命题 19.4.1 (1) m维单位球 B(0, 1)的体积和m−1维单位球面 Sm−1 = ∂B(0, 1)

的面积分别为

ωm =
2π

m
2

mΓ
(m

2

) , σm = mωm =
2π

m
2

Γ
(m

2

) .

(2) 半径为 R 的 m 维球 B(0, R) 的体积和表面积分别为

Vm(R) =
2π

m
2 Rm

mΓ
(m

2

) , Sm(R) =
2π

m
2 Rm−1

Γ
(m

2

) .
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公式 (19.4.11) 经常被用来求径向函数的积分. 所谓径向函数, 是指形如 f(r) (其

中 r = |x|) 的函数. 应用公式 (19.4.11), 这种函数在球域 B(0, R) 上的积分可以化为

定积分, 即有以下命题:

命题 19.4.2 设 f 是 [0, R] 上的黎曼可积函数. 则

∫

|x|6R

f(|x|)dx = σm

∫ R

0

f(r)rm−1dr =
2π

m
2

Γ
(m

2

)
∫ R

0

f(r)rm−1dr.

证明 根据公式 (19.4.11) 和命题 19.4.1 的证明, 我们有
∫

|x|6R

f(|x|)dx

=
∫ 2π

0

dθm−1

∫ π

0

dθm−2· · ·
∫ π

0

dθ1

∫ R

0

f(r)rm−1 sinm−2 θ1 sinm−3 θ2 · · · sin θm−2dr

= 2π
(∫ π

0

sinm−2 θ1dθ1

)(∫ π

0

sinm−3 θ2dθ2

)
· · ·

(∫ π

0

sin θm−2dθm−2

)(∫ R

0

f(r)rm−1dr
)

= σm

∫ R

0

f(r)rm−1dr.

习 题 19.4

1. 通过对积分变元做适当的变换, 把下列二重积分化为定积分:

(1)
∫∫

D

f(
√

x2 + y2)dxdy, 其中 D 是圆盘 x2 + y2 6 a2;

(2)
∫∫

D

f(
√

x2 + y2)dxdy, 其中 D = {(x, y) : 0 6 x 6 a, |y| 6 |x|};

(3)
∫∫

D

f
(y

x

)
dxdy, 其中 D 是圆盘 x2 + y2 6 2ax;

(4)
∫∫

D

f(x + y)dxdy, 其中 D 是正方形 |x|+ |y| 6 a;

(5)
∫∫

D

f(xy)dxdy, 其中 D 是由曲线 xy = 1, xy = a, y = x, y = 4x (a > 1) 围成

的区域;

(6)
∫∫

D

f(ax + by + c)dxdy, 其中 D 是圆盘 x2 + y2 6 r2 (a2 + b2 > 0, r > 0).

2. 通过对积分变元作适当的变换, 求下列二重积分:
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(1)
∫∫

D

xye
√

x2+y2
dxdy, 其中 D 是圆环 1 6 x2 + y2 6 4;

(2)
∫∫

D

(x + 2y)2dxdy, 其中 D 是圆盘 x2 + y2 6 2x + y;

(3)
∫∫

D

sin
√
|x|+ |y|dxdy, 其中 D 是正方形区域 |x|+ |y| 6 π2;

(4)
∫∫

D

(x2 + y2)dxdy, 其中 D 是区域 x4 + y4 6 1;

(5)
∫∫

D

e
2x−y
x+2y dxdy, 其中 D 是由直线 x + 2y = 1 和两条坐标轴围成的三角

形区域;

(6)
∫∫

D

(x2 +y2) ln(1+xy)dxdy,其中 D是由四条双曲线 x2−y2 = 1, x2−y2 = 2,

xy = −1
2
和 xy = 1 在右半平面的部分围成的区域.

3. 求下列平面区域 D 的面积:

(1) D 由曲线 xy = 4, xy = 8, xy3 = 5, xy3 = 15 围成;

(2) D 由抛物线 y2 = 2ax, y2 = 2bx, x2 = 2cy, x2 = 2dy (0 < a < b, 0 < c < d) 围

成;

(3) D 是双纽线 (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2) 在右半平面的部分所围区域;

(4) D 由曲线 4

√
x

a
+ 4

√
y

b
= 1 (a > 0, b > 0) 和两个坐标轴围成.

4. 求下列曲面所围空间区域 Ω 的体积:

(1) z = 1 + x + y, z = 0, x + y = 1, x = 0, y = 0;

(2) z = cos x cos y, z = 0, x + y = ±π
2
; x− y = ±π

2
;

(3) z = x2 + y2, z = 0, x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x;

(4) z = e−(x2+y2), z = 0, x2 + y2 = a2;

(5) z = x2 + y2, z = 0, xy = a2, xy = 2a2, y = x, y = 2x.

5. 通过对积分变元作适当的变换, 求下列三重积分:

(1)
∫∫∫

Ω

√
x2 + y2dxdydz, 其中 Ω 是由锥面 z2 = x2 + y2 和平面 z = 1 所界

区域;

(2)
∫∫∫

Ω

ln(1+x2+y2)dxdydz,其中 Ω 是由椭圆抛物面 z = x2+y2 和平面 z = 2

所界区域;
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(3)
∫∫∫

Ω

e
√

x2+y2+z2
dxdydz, 其中 Ω 是球域 x2 + y2 + z2 6 2x;

(4)
∫∫∫

Ω

√
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
dxdydz, 其中 Ω 是椭球域

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
6 1;

(5)
∫∫∫

Ω

xyzdxdydz, 其中 Ω 是第一象限内由曲面 z = x2 + y2, z = 0, xy = 1,

xy = 4, y = 2x, y = 3x 所界区域;

(6)
∫∫∫

Ω

x2dxdydz, 其中 Ω 是椭球域 x2 + 4y2 + z2 6 1 和锥域 x2 + 4y2 6 z2,

z > 0 的公共部分.

6. 求下列空间区域 Ω 的体积:

(1) Ω 是由球面 x2 + y2 + z2 = 2az 和锥面 x2 + y2 6 z2 在上半空间中的部分所

界区域;

(2) Ω 是由两个球面 x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 + z2 = b2 和锥面 x2 + y2 6 z2 在

上半空间中的部分所界区域;

(3) Ω 是曲面
(x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)2

=
x2

a2
+

y2

b2
的内部区域;

(4) Ω 是由曲面 z = x2 + y2, z = 2(x2 + y2), xy = a2, xy = 2a2, x = 2y, y = 2x所

界区域.

7. 设

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

求下列空间区域 Ω 的体积:

(1) Ω 是由三组互相平行的平面 aix + biy + ciz = ±hi (hi > 0, i = 1, 2, 3) 所界平

行六面体;

(2) Ω 是椭球面
3∑

i=1

(aix + biy + ciz)2 = 1 的内部区域.

8. 设 f 是 [0,+∞) 上的连续可微函数, Ω(t) = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 6 x 6 t, 0 6 y 6
t, 0 6 z 6 t}. 求以下函数 F (t) 的导函数:

F (t) =
∫

Ω(t)

f(xyz)dxdydz, t > 0.

9. 设 f 是 [0,+∞) 上的非负连续函数, 且 lim
x→+∞

f(x) = a > 0. 对 t > 0, 定义 F (t)

如下:

F (t) =
3

4πt3

∫∫∫

Ω(t)

f(
√

x2 + y2 + z2)dxdydz.
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其中 Ω(t) 是球面 x2 + y2 + z2 = t2 包围的区域. 证明: lim
t→+∞

F (t) = a.

10. 设 A 是 m 阶正定矩阵, Ω(t) = {x ∈ Rm : xTAx 6 t2}. 这里如前把 m 维向量

等同于 m× 1 矩阵. 求 m 重积分

F (t) =
∫

Ω(t)

e−xTAxdx

当 t → +∞ 时的极限.

11. (1) 对区域 Ω ⊆ Rm 和正数 λ, 定义 λΩ = {λx ∈ Rm : x ∈ Ω}. 证明: λΩ 的体

积 |λΩ | 和 Ω 的体积 |Ω | 之间的关系为

|λΩ | = λm|Ω |.

(2) 对 Rm 中的区域 Ω 和 h > 0, Rm+1 中以 Ω 为底、以 P0(0, h) (其中 0为 Rm

的原点) 为顶点因而高为 h 的 m+1 维锥定义为 Rm+1 中的以下区域:

V = {(tx, (1− t)h) ∈ Rm+1 : x ∈ Ω , 0 6 t 6 1}.

证明: V 的 m+1 维体积 |V | 和 Ω 的 m 维体积 |Ω | 之间的关系为

|V | = 1
m+1

h|Ω |.

19.5 曲面的面积

作为二重积分的应用, 本节考虑一般的光滑曲面的面积计算问题.

回忆在 8.2 节, 曲线的弧长是这样定义的: 首先把曲线剖分成许多小段, 使每一

小段的长度都很小. 然后把每一小段以与它有公共端点的直线段代替, 则得一折线.

计算这个折线段的长度, 把这个长度作为曲线弧长的近似值. 再让分法无限加细来取

极限, 所得极限值便定义为曲线的弧长. 简单地说就是, 把曲线的弧长定义为内接折

线的长度在曲线剖分无限加细时的极限. 受此定义的启发, 一个很自然的想法是, 把

空间曲面的面积定义为内接多面形的面积当曲面的剖分无限加细时的极限.由于在曲

面上任取四个或四个以上的点不一定能保证它们在同一个平面上,所以对于一般的空

间曲面, 我们只能对它做三角剖分, 即把曲面划分成许多很小的曲面三角形, 然后对

每个曲面三角形以与它有公共顶点的平面三角形代替,就得到了曲面的一个内接多面

形. 然而, 下面的例子说明, 这样做出的内接多面形的面积, 在剖分无限加细时, 并不

一定有极限, 因而不能用这种方法定义空间曲面的面积.

考虑一个底面半径和高都是 1的圆柱体.我们试用上述做内接多面形的方法来求

它的侧面积.为此把圆柱面的高 m等分,过每个分点作圆柱面的纬圆即垂直于圆柱面

中心轴的平面与圆柱面的交线, 并把每个这样做出的纬圆 n 等分, 使得上一纬圆的分
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点与其下一纬圆的分点相互交错,即上一纬圆的分点位于下一纬圆的分点所分割出的

圆弧的中点的上方. 然后以每个圆弧的弦为底边、以圆弧的端点与其上方或下方纬圆

上的分点的连线为腰线作平面三角形. 这样就得到了圆柱面的一个内接多面形. 下面

来计算这个内接多面形的面积 Amn.

三角形的总数是 2mn个,它们都互相全等. 每个三角形的底边长为 |AB| = 2 sin
π

n
(图 19-5-1), 高为

|CD| =
√
|CE|2 + |DE|2 =

√( 1
m

)2

+
(
1− cos

π

n

)2

.

图 19-5-1 圆柱内接多面体的作法

因此三角形的面积为

1
2
|AB||CD| = sin

π

n

√( 1
m

)2

+
(
1− cos

π

n

)2

.

进而内接多面形的面积为

Amn =2mn sin
π

n

√( 1
m

)2

+
(
1−cos

π

n

)2

=2π
(
1+O

( 1
n2

))√
1+

π4

4
m2

n4

(
1+O

( 1
n2

))
.

若取 m = λn2, 则当 n →∞ 时 (此时也有 m →∞, 从而每个三角形的直径都趋于零,

符合剖分无限加细的要求),

lim
n→∞

Amn = 2π

√
1 +

λ2π4

4
,

极限依赖于 λ; 若更进一步取 m = n3, 则当 n →∞ 时, 有

lim
n→∞

Amn = ∞.

因此, 当剖分无限加细时, 这样作出的内接多面形的面积 Amn 没有极限.

究其原因不难发现, 当 m 远远大于 n 时, 按上述方法作出的内接多面形上的每

个三角形, 几乎都与圆柱面的切平面垂直, 从而它的面积不能作为圆柱面上对应小块

面积的近似值. 因此必须摒弃这种定义曲面面积的思想.
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换用另一种思想定义曲面的面积. 这种思想是对曲面作剖分, 对于剖分出来的每

个小曲面块, 任取其上一点作切平面, 该小曲面在这个切平面上对应着一个小的平面

块, 即它在切平面上的投影. 以这个小平面块的面积作相应的小曲面块面积的近似值,

求和便得到了曲面面积的近似值, 再使剖分无限加细取极限, 极限值便定义为所求曲

面的面积. 下面就按这种思想推导曲面面积的计算公式.

先来看平面块面积的计算. 设给定了两个互不平行的非零向量 a 和 b, 并给定了

空间中的一点 P0, 其向径
−−→
OP 0 = r0. 则通过点 P0 并且平行于向量 a 和 b 的平面 π

的参数方程为
r = r0 + au + bv, u, v ∈ R.

考虑 (u, v) 平面上的一个可求面积的有界闭区域 D. 这个区域在上述参数方程下对

应着平面 π 上的一个平面块 S(图 19-5-2). 则平面块 S 的面积为

A = |a× b||D|. (19.5.1)

图 19-5-2 公式 (19.5.1) 的证明

为证明这个公式, 首先注意, 根据向量叉积的几何意义知, 以向量 a 和 b 为邻边的平

行四边形的面积为 |a × b|, 进而对任意两个正数 λ 和 µ, 以向量 λa 和 µb 为邻边的

平行四边形的面积为
|λa× µb| = λµ|a× b|. (19.5.2)

现在对区域 D 用平行于坐标轴的直线作剖分, 相应地在平面块 S 上也得到了一个剖

分. 去掉 D 的剖分中那些边界附近不规则的小区域, 就得到了 D 的一个内接多边形,

相应地在平面块 S 上也得到了一个内接多边形. 记前者的面积为 S1, 后者的面积为

S2. S1 是一些小矩形的面积的和, S2 是一些相应的小平行四边形的面积的和.因此根

据上面的公式 (19.5.2) 不难计算出, 成立关系式

S2 = |a× b|S1.

由于当剖分无限加细时 S2 → A 且 S1 → |D|, 取极限就得到了式 (19.5.1).

现在设曲面 S 由参数方程
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x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D (19.5.3)

给出,其中, D 是平面上的一个可求面积的有界闭区域, x(u, v), y(u, v)和 z(u, v)是定

义在 D 上的具有一阶连续偏导数的函数, 且雅可比矩阵


∂x

∂u

∂y

∂u

∂z

∂u
∂x

∂v

∂y

∂v

∂z

∂v


 (19.5.4)

在 D 中每点的秩都是 2. 从 15.2 节的讨论知, 以上这些条件保证了曲面 S 在其上每

点都有切平面. 引进向量函数

r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k, (u, v) ∈ D,

则曲面 S 有向量方程 r = r(u, v), (u, v) ∈ D, 其参数曲线的切向量为

ru = xui + yuj + zuk, rv = xvi + yvj + zvk,

从而法向量为

n = ru × rv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂x

∂u

∂y

∂u

∂z

∂u

∂x

∂v

∂y

∂v

∂z

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∂(y, z)
∂(u, v)

i +
∂(z, x)
∂(u, v)

j +
∂(x, y)
∂(u, v)

k. (19.5.5)

由于矩阵 (19.5.4) 在每点的秩都是 2, 所以 n 的三个分量在每点都至少有一个非零,

即 n 在每点都是非零向量.

对曲面 S 作剖分, 设剖分得到的小曲面块为 ∆S1, ∆S2, · · · , ∆Sn. 这时 (u, v) 平

面上的区域 D 相应地有一个剖分,记为 ∆: ∆D1, ∆D2, · · · , ∆Dn,其中对每个 i, ∆Di

对应于曲面块 ∆Si. 对每个 i, 在曲面块 ∆Si 上任取一点记为 Pi, 设其向径为

ri = r(ξi, ηi) = x(ξi, ηi)i + y(ξi, ηi)j + z(ξi, ηi)k,

其中 (ξi, ηi) ∈ ∆Di. 曲面 S 在点 Pi 的切平面 πi 的方程为

r = ri + ru(ξi, ηi)(u− ξi) + rv(ξi, ηi)(v − ηi), u, v ∈ R.

记当 (u, v) 在 ∆Di 中变化时所得到的平面 πi 上的平面块为 ∆S̃i. 由泰勒展开

r(u, v) = r(ξi, ηi) + ru(ξi, ηi)(u− ξi) + rv(ξi, ηi)(v − ηi) + o(
√

(u− ξi)2 + (v − ηi)2)

可知, 当 ∆Di 的直径充分小时, 平面块 ∆S̃i 上的点与对应的曲面块 ∆Si 上的点之间

的距离非常小, 从而二者的面积近似地相等. ∆S̃i 可认为是曲面块 ∆Si 在切平面 πi

上的投影. 根据公式 (19.5.1), 平面块 ∆S̃i 的面积为

Ãi = |ru(ξi, ηi)× rv(ξi, ηi)||∆Di|.
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把这些面积相加, 就得到了曲面 S 的面积 A 的近似值:

A ≈
n∑

i=1

Ãi =
n∑

i=1

|ru(ξi, ηi)× rv(ξi, ηi)||∆Di|.

现在把剖分无限加细取极限, 即令 ‖∆‖ = max
16i6n

diam∆Di → 0, 显然上式右端有极限

且极限值就是数量函数 |ru(u, v)× rv(u, v)| 在区域 D 上的二重积分:

lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

|ru(ξi, ηi)× rv(ξi, ηi)||∆Di| =
∫ ∫

D

|ru(u, v)× rv(u, v)|dudv.

因此曲面 S 的面积为

A =
∫ ∫

D

|ru(u, v)× rv(u, v)|dudv. (19.5.6)

根据 ru × rv 的计算公式 (19.5.5), 上式可改写为

A =
∫ ∫

D

√∣∣∣∂(y, z)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(z, x)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣
2

dudv. (19.5.7)

这就是由参数方程 (19.5.3) 给出的曲面 S 的面积计算公式.

特别地, 如果曲面 S 是定义在平面区域 D 上的具有一阶连续偏导数的函数 z =

f(x, y) 的图像, 则由于

∂(x, y)
∂(x, y)

= 1,
∂(y, z)
∂(x, y)

=

∣∣∣∣∣
0 1

fx fy

∣∣∣∣∣ = −fx,
∂(z, x)
∂(x, y)

=

∣∣∣∣∣
fx fy

1 0

∣∣∣∣∣ = −fy,

所以这时曲面 S 的面积计算公式为

A =
∫ ∫

D

√
1 + f2

x(x, y) + f2
y (x, y)dxdy. (19.5.8)

例 1 求上半球面 x2 + y2 + z2 = a2, z > 0 (其中 a > 0) 被圆柱面 x2 + y2 = ax

所截出的部分的面积 (图 19-5-3).

图 19-5-3 例 1 中的曲面
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解 上半球面 x2 + y2 + z2 = a2, z > 0 在圆柱坐标下的参数方程为

x = r cos θ, y = r sin θ, z =
√

a2 − r2,

其中参数 r, θ 的变化区域为 0 6 θ 6 2π, 0 6 r 6 a. 对于由圆柱面 x2 + y2 = ax 所截

出的部分而言, 易知参数 r, θ 的变化区域为

D = {(r, θ) : 0 6 r 6 a cos θ, −π
2

6 θ 6 π

2
}.

由于
∂(x, y)
∂(r, θ)

= r,
∂(y, z)
∂(r, θ)

=
r2 cos θ√
a2 − r2

,
∂(z, x)
∂(r, θ)

=
r2 sin θ√
a2 − r2

,

所以根据公式 (19.5.7), 所求面积为

A=
∫ ∫

D

√
r2 +

r4 cos2 θ

a2 − r2
+

r4 sin2 θ

a2 − r2
drdθ

=
∫ π

2

− π
2

∫ a cos θ

0

ar√
a2 − r2

drdθ

= a

∫ π
2

− π
2

(
−

√
a2 − r2

)∣∣∣
a cos θ

0
dθ = a

∫ π
2

− π
2

(a− a| sin θ|)dθ

= 2a2
(π

2
− 1

)
.

习 题 19.5

1. 求双曲抛物面 z = axy 包围在圆柱面 x2 + y2 = a2 (a > 0) 内部分的面积.

2. 求椭圆抛物面 z=
1
2

(x2

a
+

y2

b

)
被椭圆柱面

x2

a2
+

y2

b2
= c2(a, b, c > 0)截出的面积.

3. 求半径为 a > 0 的球面的面积.

4. 求螺旋面 x = r cos θ, y = r sin θ, z = bθ (0 6 r 6 a, 0 6 θ < 2π, 其中 a, b > 0 为

常数) 的面积.

5. 求环面 x = (a + b cos ϕ) cos θ, y = (a + b cos ϕ) sin θ, z = b sinϕ (0 6 ϕ < 2π,

0 6 θ < 2π, 其中 a > b > 0 为常数) 的面积.

6. 证明：椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 的面积 S > 4

3
π(ab + ac + bc).

19.6 重积分的物理应用

和定积分一样, 重积分在物理中的应用也是非常广泛的. 本节以最简单的几个物

理问题为例, 说明重积分是如何在物理问题中应用的. 这些应用实际上是把第 8 章介
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绍的一元函数定积分的物理应用推广到多元函数的情形. 我们只考虑三重积分, 即只

考虑三维物体. 如果考虑二维物体, 则相应的积分都应换为二重积分.

19.6.1 质心的计算

在引出重积分的定义时已经看到, 如果已知占据了空间区域 Ω 的非均匀物体 A

的质量密度函数为 ρ(x, y, z), 则该物体的总质量为

M =
∫∫∫

Ω

ρ(x, y, z)dxdydz.

现在来求它的质心. 由 n 个质量分别为 M1, M2, · · · , Mn 的质点构成的质点系, 如果

这 n 个质点在空间中的坐标分别为 (x1, y1, z1), (x1, y1, z1), · · · , (xn, yn, zn), 则该质点

系的质心坐标为 (x̄, ȳ, z̄), 其中

x̄ =

n∑

k=1

xkMk

n∑

k=1

Mk

, ȳ =

n∑

k=1

ykMk

n∑

k=1

Mk

, z̄ =

n∑

k=1

zkMk

n∑

k=1

Mk

.

为了求物体 A 的质心, 把 A 剖分成一些小块, 使每一小块的直径都很小因而可近似

地看成质点, 然后应用以上公式. 这相当于对区域 Ω 作分割. 设所作分割为 ∆ =

{∆Ω1,∆Ω2, · · · ,∆Ωn}. 则 A 的质心坐标近似地为 (x̃, ỹ, z̃), 其中

x̃ =

n∑

k=1

ξkρ(Pk)|∆Ωk|
n∑

k=1

ρ(Pk)|∆Ωk|
, ỹ =

n∑

k=1

ηkρ(Pk)|∆Ωk|
n∑

k=1

ρ(Pk)|∆Ωk|
, z̃ =

n∑

k=1

ζkρ(Pk)|∆Ωk|
n∑

k=1

ρ(Pk)|∆Ωk|
,

其中 Pk(ξk, ηk, ζk)为第 k 个小块上任意选取的一点,即 Pk ∈ ∆Ωk, k = 1, 2, · · · , n. 把

分割无限加细, 即令 ‖∆‖ → 0 取极限, 就得到了 A 的质心的精确坐标 (x̄, ȳ, z̄):





x̄ =
1
M

∫∫∫

Ω

xρ(x, y, z)dxdydz,

ȳ =
1
M

∫∫∫

Ω

yρ(x, y, z)dxdydz,

z̄ =
1
M

∫∫∫

Ω

zρ(x, y, z)dxdydz,

(19.6.1)

其中 M =
∫∫∫

Ω

ρ(x, y, z)dxdydz 为物体 A 的总质量.
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19.6.2 转动惯量的计算

在运动过程中始终保持任意两点之间的相对位置不发生变化的物体叫做刚体.设

一刚体 A 在占据空间区域 Ω 时测得其质量密度函数为 ρ(x, y, z), 其中 (x, y, z) ∈ Ω .

让该刚体以角速度 ω 绕一直线 l 匀速旋转, 下面来求它运动的动能 E.

如前, 把 A 剖分成一些小块, 使每一小块的直径都很小, 因而可近似地看成质点.

设剖分成了 n 个小块, 其中第 k 个小块到直线 l 的距离为 rk, 则第 k 个小块的速度

为 vk = rkω, k = 1, 2, · · · , n. 又设第 k 个小块的质量为 ∆Mk, k = 1, 2, · · · , n. 则第 k

个小块的动能近似地为

Ek ≈ 1
2
∆Mkv2

k =
1
2
∆Mkr2

kω2, k = 1, 2, · · · , n.

于是刚体 A 转动的动能近似地等于

E =
n∑

k=1

Ek ≈ 1
2

n∑

k=1

∆Mkr2
kω2.

设对 A 作剖分时, 所得区域 Ω 的相应分割为 ∆ = {∆Ω1,∆Ω2, · · · ,∆Ωn}. 则

∆Mk ≈ ρ(Pk)|∆Ωk|, rk ≈ r(Pk), k = 1, 2, · · · , n,

其中, r(P ) 表示点 P 到直线 l 的距离, 而 Pk 为第 k 个小块上任意选取的一点, 即

Pk ∈ ∆Ωk, k = 1, 2, · · · , n. 因此

E ≈ 1
2

( n∑

k=1

r2(Pk)ρ(Pk)|∆Ωk|
)
ω2.

令 ‖∆‖ → 0 取极限, 就得到了动能 E 的精确值:

E =
1
2

( ∫∫∫

Ω

r2(x, y, z)ρ(x, y, z)dxdydz
)
ω2.

记

I =
∫∫∫

Ω

r2(x, y, z)ρ(x, y, z)dxdydz. (19.6.2)

这是一个只与刚体 A的质量密度以及 A与直线 l 的相对位置有关, 而与 A的运动状

态无关的物理量. 上式表明, 刚体 A 以角速度 ω 绕直线 l 匀速旋转的动能为

E =
1
2
Iω2.

把此式与物体做平动的动能公式 E =
1
2
Mv2 (其中, M 为质量, v 为平动速度) 相比

较, 不难看出在刚体旋转问题中, I 和 ω 的作用分别相当于平动中的 M 和 v 的作用.

由于这个原因, 力学中把 I 叫做刚体 A 关于直线 l 的转动惯量.
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19.6.3 万有引力的计算

设物体 A 占据了空间区域 Ω , 其质量密度函数为 ρ(x, y, z). 又设在 Ω 之外

P0(x0, y0, z0) 点处有一质量为 m 的质点 B. 我们来求物体 A 对质点 B 的万有

引力.

令 ∆ = {∆Ω1,∆Ω2, · · · ,∆Ωn}为区域 Ω 的一个分割,其模 ‖∆‖充分小以至于物
体 A 在每个小区域 ∆Ωk 中的部分 ∆Ak 都可近似地看成一个质点. 则 ∆Ak 对质点

B 的万有引力近似地为

∆F k ≈ Gmρ(Pk)|∆Ωk|
r3(Pk)

r(Pk), k = 1, 2, · · · , n,

其中, G 为万有引力常数, Pk 为 ∆Ωk 中任意选取的一点, r(Pk) 为从 P0 到 Pk 的向

径, 即 r(Pk) =
−−→
P0P k, r(Pk)为从 P0 到 Pk 的距离, 即 r(Pk) = |r(Pk)|, k = 1, 2, · · · , n.

由于物体 A 对质点 B 的万有引力 F 等于每个小块 ∆Ak 对质点 B 的万有引力的合

力, 所以

F =
n∑

k=1

∆F k ≈ Gm
n∑

k=1

ρ(Pk)|∆Ωk|
r3(Pk)

r(Pk).

令 ‖∆‖ → 0 取极限, 就得到了 F 的精确值:

F = Gm

∫∫∫

Ω

ρ(x, y, z)
r3(x, y, z)

r(x, y, z)dxdydz, (19.6.3)

其中, r(P ) 为从点 P0 到空间任意点 P 的向径, r(P ) 为从 P0 到 P 的距离, 即

r(x, y, z) = (x− x0)i + (y − y0)j + (z − z0)k,

r(x, y, z) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.

注意向量函数的积分等于其各个分量的积分, 即式 (19.6.3) 等价于以下分量形式:




Fx = Gm

∫∫∫

Ω

ρ(x, y, z)(x− x0)
r3(x, y, z)

dxdydz,

Fy = Gm

∫∫∫

Ω

ρ(x, y, z)(y − y0)
r3(x, y, z)

dxdydz,

Fz = Gm

∫∫∫

Ω

ρ(x, y, z)(z − z0)
r3(x, y, z)

dxdydz

(19.6.4)

(Fx, Fy, Fz 为 F 的三个分量).

如果物体 A 和 B 分别占据了空间区域 Ω1 和 Ω2, 它们的质量密度函数分别为

ρ1(x, y, z) 和 ρ2(x, y, z), 则类似地可求得 A 对 B 的万有引力为

F = G

∫∫∫∫∫∫

Ω1×Ω2

ρ1(x, y, z)ρ2(x′, y′, z′)
r3(x, y, z;x′, y′, z′)

r(x, y, z;x′, y′, z′)dxdydzdx′dy′dz′,
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其中 (x, y, z) 和 (x′, y′, z′) 分别表示在区域 Ω1 和 Ω2 上变化的点的坐标, 而

r(x, y, z;x′, y′, z′) = (x− x′)i + (y − y′)j + (z − z′)k,

r(x, y, z;x′, y′, z′) =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2.

例 1 求质量密度为常数 ρ、半径为 R 的均匀球体对于球外质量为 m的质点的

万有引力, 设该质点到球心的距离为 h > R.

解 建立直角坐标系, 使球心位于坐标原点, 质点位于 Oz 轴上坐标为 (0, 0, h)

的点. 则由公式 (19.6.4) 有

Fx = Gmρ

∫∫∫

B(0,R)

xdxdydz

[x2 + y2 + (z − h)2]
3
2
,

Fy = Gmρ

∫∫∫

B(0,R)

ydxdydz

[x2 + y2 + (z − h)2]
3
2
,

Fz = Gmρ

∫∫∫

B(0,R)

(z − h)dxdydz

[x2 + y2 + (z − h)2]
3
2
.

由于积分区域关于三个坐标面都对称, 而 Fx 和 Fy 中的被积函数分别是关于变元 x

和 y 的奇函数, 所以 Fx = Fy = 0. 为求 Fz, 作柱坐标变换

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z.

则

Fz = Gmρ

∫∫∫

B(0,R)

(z − h)dxdydz

[x2 + y2 + (z − h)2]
3
2

= Gmρ

∫ R

−R

∫ √
R2−z2

0

∫ 2π

0

z − h

[r2 + (z − h)2]
3
2
rdθdrdz

= 2πGmρ

∫ R

−R

[
− z − h√

r2 + (z − h)2

]∣∣∣
√

R2−z2

r=0
dz

= 2πGmρ

∫ R

−R

[
− 1− z − h√

R2 + h2 − 2hz

]
dz

= −4πGmρR3

3h2
= −GmM

h2
,

其中 M =
4
3
πR3ρ 恰为球体的质量. 以上结果说明, 均匀球体 A 对于球外一质点 B

的万有引力, 等于将球体 A 的质量全部集中在球心所得质点对质点 B 的万有引力.

这个结果已在中学物理课程中学习过, 但在当时未能证明. 现在应用重积分理论给出

了它的证明.
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习 题 19.6

1. 设球体的密度 ρ 与其到球心的距离 r 的关系为 ρ =
k

1 + r2
(k > 0), 球的半径为

a. 求它的质量.

2. 求球面 x2 + y2 + z2 = a2 (a > 0) 与抛物面 z =
1
2
(x2 + y2) 所围立体的质心, 设

密度 ρ 为常数.

3. 求锥体 x2 + y2 6 az2 (a > 0) 夹在两平面 z = b, z = c (c > b > 0) 部分的质心,

设密度 ρ 为常数.

4. 求圆盘 x2 + y2 6 a2 (a > 0) 对于其切线的转动惯量, 设密度 ρ 为常数.

5. 设球体的密度 ρ 与其到球心的距离 r 的关系为 ρ =
k

1 + r2
(k > 0), 球的半径为

a. 求它对于其任意一条切线的转动惯量.

6. 求密度 ρ 为常数、半径为 a、长度为 2b 的圆柱体对质量为 m 并位于以下位置的

质点的万有引力: (1) 质点 m 位于圆柱体长度的中分面上, 距圆柱体中心线中点

的距离为 h > a; (2) 质点 m 位于圆柱体中心线的延长线上, 距圆柱体中心线中

点的距离为 h > b.
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定积分是定义在直线段上的函数的积分, 二重积分是定义在平面区域上的函数

的积分, 三重积分是定义在空间区域上的函数的积分, 更一般的 m 重积分是定义在

Rm 中区域上的函数的积分. 自然地, 我们也可以考虑定义在曲线段和曲面块上的函

数的积分. 定义在曲线段上的函数的积分叫做曲线积分; 定义在曲面块上的函数的积

分叫做曲面积分. 类似于定积分和重积分, 这类积分在应用中也有很多来源. 例如,

求质量分布不均匀的曲线段和曲面块的质量, 求带电导体 (电荷分布于导体表面) 对

导体外的点电荷的库仑引力、电磁学中的电通量和磁通量以及流体力学中流体速度

场的环量和通量, 都是曲线积分或曲面积分的常见例子. 本章学习曲线积分和曲面

积分.

根据物理问题的数学表述形式的不同,曲线积分和曲面积分分为第一型和第二型

两种类型,其中第一型曲线积分和第一型曲面积分来源于求质量分布不均匀的曲线段

和曲面块的质量的问题, 是数量函数的积分; 第二型曲线积分和第二型曲面积分则来

源于求向量场 (如电场、磁场、流体的速度场) 沿曲线的环量和穿过曲面的通量等物

理问题, 是向量函数的积分, 但积分的结果不是向量, 而是数量 (注意对向量函数也可

作第一型的曲线和曲面积分, 但其结果仍然是向量而非数量). 因此, 这两种类型的曲

线和曲面积分在性质上有很大的不同.但通过考虑被积的向量函数与曲线的切向量或

曲面的法向量的数量积,第二型的曲线和曲面积分又可转化为第一型的曲线和曲面积

分. 因此这两类积分之间又有紧密的联系.

20.1节讨论第一型曲线积分和第一型曲面积分, 20.2节讨论第二型曲线积分和第

二型曲面积分. 20.3 节建立三个重要的积分公式: 格林公式、高斯公式和斯托克斯公

式, 它们是定积分中的牛顿–莱布尼茨公式在高维情形的推广.

20.1 第一型曲线积分和曲面积分

定积分是一元函数的积分, 它可以看成定义在直线段上的函数的积分. 把它推广
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到定义在曲线段上的函数, 就得到了第一型曲线积分. 类似地, 把定义在平面区域上

的函数的积分即二元函数的二重积分推广到定义在曲面块上的函数,就得到了第一型

曲面积分. 所以第一型曲线积分和第一型曲面积分是定积分和重积分的直接推广. 本

节从求密度分布不均匀的曲线和曲面的质量问题出发,引出第一型曲线积分和第一型

曲面积分的定义, 然后讨论如何对它们进行计算.

20.1.1 第一型曲线积分

设有一条由质点构成的有限长的曲线 C, 它的质量密度分布是不均匀的. 已知其

质量线密度函数为 ρ(x, y, z),问如何求其质量 M? 这个问题在 8.3节作为定积分的应

用讨论过. 现在为了引出第一型曲线积分的定义, 重新进行讨论.

所谓曲线 C 的质量线密度, 是指定义在 C 上的下述函数

ρ(x, y, z) = lim
|∆l|→0

∆M

|∆l| ,

其中, (x, y, z) 是曲线 C 上的任意一点, ∆l 为在曲线 C 上任意截取的一段包含点

(x, y, z) 的曲线段, |∆l| 表示该曲线段的长度, ∆M 为该曲线段的质量.

显然, 如果 ρ(x, y, z) = ρ 是常数, 则 C 的质量 M 等于密度 ρ 乘以 C 的长度. 当

ρ(x, y, z)不是常数时, 可采用与求直线段的质量类似的方法, 把 C 划分成很多长度都

很小的小段, 使在每一小段上函数 ρ(x, y, z) 的变化都不大, 因而可近似地看成常数,

任取其上一点, 以该点的质量密度作为整条小段的质量密度, 用它乘以该小段的长度

得到这条小段的质量的近似值, 然后再关于所有小段相加得到整条曲线 C 的质量 M

的近似值. 如果划分得越细, 则这个近似值就越接近于 M 的精确值. 因此把划分无限

加细取极限, 就得到了 M 的精确值.

因此, 在曲线 C 上从其一个端点 A 出发依次插入一些分点 A0 = A, A1,

A2, · · · , An = B,其中 B 表示 C 的另一个端点,就把曲线 C 划分成了 n个小段 Â0A1,

Â1A2, · · · , ̂An−1An. 对每个 1 6 i 6 n,设第 i个小段 Âi−1Ai 的长度为 ∆si,并在其上

任取一点记作 (ξi, ηi, ζi)(图 20-1-1). 则 Âi−1Ai的质量∆Mi近似地等于 ρ(ξi, ηi, ζi)∆si,

所以曲线 C 的质量 M 近似地等于
n∑

i=1

ρ(ξi, ηi, ζi)∆si.

令 ‖∆‖ = max
16i6n

∆si → 0 取极限, 就得到了质量 M 的精确值, 即

M = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

ρ(ξi, ηi, ζi)∆si.

除了求曲线的质量, 在物理应用中还有许多其他问题, 都需要求关于定义在曲线

上的函数所作类似和式的极限. 因此, 有必要把它抽象出来进行专门研究. 这就得到

了第一型曲线积分.
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定义 20.1.1 设 C 是空间中的一

条可求长的曲线段, f(x, y, z) 是定义在曲

线 C 上的一个函数. 设 C 的两个端点

分别为 A 和 B. 在 C 上从其一个端点

A 出发依次插入一些分点 A0 = A, A1,

A2, · · · , An = B, 以把 C 分成一些小

段 Â0A1, Â1A2, · · · , ̂An−1An. 用 ∆ 表

示所有小段的集合, 称为曲线 C 的一个

分割. 对每个 1 6 i 6 n, 设第 i 个

小段 Âi−1Ai 的长度为 ∆si, 并任取一点

(ξi, ηi, ζi) ∈ Âi−1Ai, 作和
图 20-1-1 曲线的分割

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si.

如果当 ‖∆‖ = max
16i6n

∆si → 0 时该和式有极限, 即存在实数 I, 使对任意给定的 ε > 0,

都存在相应的 δ > 0, 使当 ‖∆‖ < δ 时, 无论每个小段 Âi−1Ai 上所取的点 (ξi, ηi, ζi)

如何选取, 都有
∣∣∣

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si − I
∣∣∣ < ε,

则称函数f 在 C 上可积, 并称极限值 I 为 f 在 C 上的第一型曲线积分, 记作∫

C

f(x, y, z)ds, 即

∫

C

f(x, y, z)ds = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si. (20.1.1)

在第一型曲线积分的记号

∫

C

f(x, y, z)ds 中, ds 是专门的记号, 代表曲线的弧

长微元, 它意味着在式 (20.1.1) 右端的和式中, ∆si 为第 i 个小曲线段的弧长, 而

不是其他. 以后还将学习第二型曲线积分, 遇到记号
∫

C

f(x, y, z)dx,
∫

C

f(x, y, z)dy,
∫

C

f(x, y, z)dz 等, 其中的 dx, dy, dz 有不同的含义. 以这三个记号中的第一个为例,

其意义为 ∫

C

f(x, y, z)dx = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆xi,

其中 ∆xi 表示第 i个小曲线段 Âi−1Ai 的两个端点 Ai 和 Ai−1 的 x坐标之差: ∆xi =

xi − xi−1. 在不同的书上, 弧长微元可能采用不同的记号, 例如, 在有些书上用 dl 表
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示弧长微元, 而把第一型曲线积分记作
∫

C

f(x, y, z)dl, 等等.

下面来考虑第一型曲线积分的计算问题. 这由以下定理解决.

定理 20.1.1 设曲线 C 的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t), a 6 t 6 b,

其中 x(t), y(t), z(t) 都是区间 [a, b] 上的连续可微函数. 又设 f(x, y, z) 是定义在曲线

C 上的连续函数. 则 f 在 C 上可积, 且
∫

C

f(x, y, z)ds =
∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t))
√
|x′(t)|2 + |y′(t)|2 + |z′(t)|2dt. (20.1.2)

证明 用 A 和 B 分别表示曲线 C 的参数值为 a 和 b 的端点. 对曲线 C 作分

割 ∆: A0 = A, A1, A2, · · · , An = B, 把它划分成 n 个小段 Â0A1, Â1A2, · · · , ̂An−1An.

设分点 Ai 对应的参数值为 ti, i = 0, 1, 2, · · · , n,则就得到了区间 [a, b]的一个分割,记

之为 ∆′. 对每个 1 6 i 6 n,在 C 的第 i个小段 Âi−1Ai 上任取一点 (ξi, ηi, ζi),设其对

应的参数值为 τi. 则

ξi = x(τi), ηi = y(τi), ζi = z(τi), i = 1, 2, · · · , n.

根据弧长公式, 第 i 个小段 Âi−1Ai 的弧长为

∆si =
∫ ti

ti−1

√
|x′(t)|2 + |y′(t)|2 + |z′(t)|2dt =

√
|x′(t̄i)|2 + |y′(t̄i)|2 + |z′(t̄i)|2∆ti,

其中, t̄i 为区间 [ti−1, ti] 中的一个点, 而 ∆ti = ti − ti−1. 最后这个等式是应用积分中

值定理得到的. 因此
n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si =
n∑

i=1

f(x(τi), y(τi), z(τi))
√
|x′(t̄i)|2 + |y′(t̄i)|2 + |z′(t̄i)|2∆ti.

令 ‖∆‖ → 0 取极限, 应用定理 7.4.8, 就得到了式 (20.1.2). 证毕.

公式 (20.1.2) 把第一型曲线积分转化为定积分, 因此给出了第一型曲线积分的计

算方法. 这个公式是很容易记忆的, 它指出, 为了计算
∫

C

f(x, y, z)ds, 只需把曲线的

参数方程 x = x(t), y = y(t), z = z(t) 代入函数 f(x, y, z), 并把弧长微元 ds 用弧长的

微分公式

ds =
√
|x′(t)|2 + |y′(t)|2 + |z′(t)|2dt

替代, 然后对所得表达式在参数的取值区间 [a, b] 上积分即可.

定理 20.1.1 要求曲线 C 的参数方程中的三个函数 x(t), y(t), z(t) 都是区间 [a, b]

上的连续可微函数. 根据积分的可加性 (这种性质对各种积分都是成立的), 这个条件

显然可以减弱为只要求这三个函数都是区间 [a, b] 上的分段连续可微函数.
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对于用参数方程 x = x(t), y = y(t) (其中 a 6 t 6 b) 表示的平面曲线 C 以及定

义在 C 上的函数 f(x, y), 可以认为是 z = 0 的特殊情况. 因此有
∫

C

f(x, y)ds =
∫ b

a

f(x(t), y(t))
√
|x′(t)|2 + |y′(t)|2dt.

特别地, 当 C 是定义在区间 [a, b] 上的函数 y = g(x) 的图像时, 有
∫

C

f(x, y)ds =
∫ b

a

f(x, g(x))
√

1 + |g′(x)|2dx.

20.1.2 第一型曲面积分

对于由质点构成的非均匀曲面, 也可采用类似的思想计算其质量. 为此设有曲面

S, 其上点 (x, y, z) 处的质量面密度为 ρ(x, y, z). 所谓质量面密度, 是指

ρ(x, y, z) = lim
diam(∆S)→0

∆M

∆σ
,

其中, (x, y, z) 是曲面 S 上的任意一点, ∆S 为在 S 上任意截取的一块包含点 (x, y, z)

的曲面块, ∆σ 表示该曲面块的面积, ∆M 为该曲面块的质量. 对 S 作分割, 即把 S

剖分为许多小曲面块 ∆S1, ∆S2, · · · , ∆Sn, 使得每个小曲面块 ∆σi 的直径都很小, 以

致密度函数 ρ(x, y, z) 在其上的变化都很小. 记这个分割为 ∆. 对每个 1 6 i 6 n, 记

第 i 个小曲面块 ∆Si 的面积为 ∆σi, 并在其上任取一点记作 (ξi, ηi, ζi). 则该曲面块

的质量 ∆Mi 近似地等于 ρ(ξi, ηi, ζi)∆σi(图 20-1-2). 关于 i相加就得到了曲面 S 的质

量 M 的近似值:

M ≈
n∑

i=1

ρ(ξi, ηi, ζi)∆σi.

令 ‖∆‖ = max
16i6n

diam(∆Si) → 0取极限,就得

到了 M 的精确值, 即

M = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

ρ(ξi, ηi, ζi)∆σi.

除了求非均匀曲面的质量, 在物理应用

中还有许多其他问题, 都需要求关于定义在

曲面上的函数所作类似和式的极限. 把这类

问题抽象出来, 就得到了第一型曲面积分.
图 20-1-2 曲面的分割

定义 20.1.2 设 S 是空间中的一个可求面积的曲面, f(x, y, z) 是定义在曲面 S

上的一个函数. 如上对 S 作分割 ∆: ∆S1, ∆S2, · · · , ∆Sn, 并对每个 1 6 i 6 n, 任取

一点 (ξi, ηi, ζi) ∈ ∆Si, 作和
n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σi,
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其中 ∆σi 表示 ∆Si 的面积. 如果当 ‖∆‖ = max
16i6n

diam(∆Si) → 0 时该和式有极限, 即

存在实数 I, 使对任意给定的 ε > 0, 都存在相应的 δ > 0, 使当 ‖∆‖ < δ 时, 无论介点

(ξi, ηi, ζi) ∈ ∆Si 如何选取, 都有
∣∣∣

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σi − I
∣∣∣ < ε,

则称函数 f 在 S 上可积, 并称极限值 I 为 f 在 S 上的第一型曲面积分, 记作∫∫

S

f(x, y, z)dσ, 即

∫∫

S

f(x, y, z)dσ = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σi. (20.1.3)

与第一型曲线积分的情形类似, 在第一型曲面积分的记号
∫∫

S

f(x, y, z)dσ 中,

dσ 是专门的记号, 代表曲面的面积微元, 它意味着在式 (20.1.3) 右端的和式中, ∆σi

为第 i 个小曲面块的面积, 而不是其他. 以后还将学习第二型曲面积分, 遇到记号∫∫

S

f(x, y, z)dxdy,
∫∫

S

f(x, y, z)dydz,
∫∫

S

f(x, y, z)dzdx 等, 其中的 dxdy, dydz, dzdx

有不同的含义. 以这三个记号中的第一个为例, 其意义为
∫∫

S

f(x, y, z)dxdy = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi) cos γi∆σi,

其中 γi 为曲面 S 在点 (ξi, ηi, ζi)处的切平面的法向量与 Oz 轴的夹角 (因此 cos γi∆σi

为 ∆Si 的面积 ∆σi 在 Oxy 坐标面上的有向投影). 在不同的书上, 面积微元可能

采用不同的记号, 例如, 在有些书上用 dS 表示面积微元, 而把第一型曲面积分记作∫∫

S

f(x, y, z)dS.

如同第一型曲面积分可以转化为定积分来计算一样,第一型曲面积分可以转化为

二重积分来计算. 这就是下面的定理.

定理 20.1.2 设曲面 S 的参数方程为

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D,

其中, D 是平面上一个具有连续边界的有界闭区域, x(u, v), y(u, v) 和 z(u, v) 都是区

域 D 上的连续可微函数, 使得矩阵
(

xu yu zu

xv yv zv

)
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在 D 上每个点处的秩都是 2. 又设 f(x, y, z) 是定义在曲面 S 上的连续函数. 则 f 在

S 上可积, 且
∫∫

S

f(x, y, z)dσ=
∫∫

D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

√∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(y, z)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(z, x)
∂(u, v)

∣∣∣
2

dudv.

(20.1.4)

证明 设 S 的分割 ∆: ∆S1, ∆S2, · · · , ∆Sn 和介点 (ξi, ηi, ζi) ∈ ∆Si (1 6 i 6 n)

如定义. 需要证明当 ‖∆‖ → 0 时, 积分和
n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σi

以式 (20.1.4) 的右端为极限. 显然 S 的分割 ∆ 唯一地对应着参数区域 D 的一个相

应分割 ∆′: ∆D1, ∆D2, · · · , ∆Dn, 每个介点 (ξi, ηi, ζi) ∈ ∆Si 也唯一地对应着一个点

(ui, vi) ∈ ∆Di, 即

ξi = x(ui, vi), ηi = y(ui, vi), ζi = z(ui, vi).

记

g(u, v) =

√∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(y, z)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(z, x)
∂(u, v)

∣∣∣
2

, (u, v) ∈ D.

根据曲面的面积公式, 有

∆σi =
∫∫

∆Di

g(u, v)dudv = g(ūi, v̄i)|∆Di|,

其中, |∆Di| 表示区域 ∆Di 的面积, (ūi, v̄i) 为 ∆Di 中的一点. 最后这个等式用到了

二重积分的中值定理. 因此
n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σi =
n∑

i=1

f(x(ui, vi), y(ui, vi), z(ui, vi))g(ūi, v̄i)|∆Di|.

由于 f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) 和 g(u, v) 都是 D 上的连续函数, 所以由定理 19.2.8

可知

lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σi = lim
‖∆′‖→0

n∑

i=1

f(x(ui, vi), y(ui, vi), z(ui, vi))g(ūi, v̄i)|∆Di|

=
∫∫

D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))g(u, v)dudv.

这就证明了式 (20.1.4). 证毕.

利用积分的可加性,易见定理 20.1.2中关于三个函数 x(u, v), y(u, v)和 z(u, v)在

区域 D 上连续可微的条件可以减弱为只要求这三个函数在区域 D 上分块连续可微.
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20.1.3 物理应用

除了求非均匀曲线段和非均匀曲面块的质量之外,第一型曲线积分和第一型曲面

积分还有许多其他的物理应用. 下面写出这些应用中的计算公式, 而略去它们的推导

过程.

(1) 质量线密度为 ρ(x, y, z) 的非均匀曲线段 C 的质心坐标 (x̄, ȳ, z̄) 由下式计算:

x̄ =
1
M

∫

C

ρ(x, y, z)xds, ȳ =
1
M

∫

C

ρ(x, y, z)yds, z̄ =
1
M

∫

C

ρ(x, y, z)zds,

其中 M 为曲线段的质量: M =
∫

C

ρ(x, y, z)ds.

类似地, 质量面密度为 ρ(x, y, z) 的非均匀曲面块 S 的质心坐标 (x̄, ȳ, z̄) 由下式

计算:

x̄ =
1
M

∫∫

S

ρ(x, y, z)xdσ, ȳ =
1
M

∫∫

S

ρ(x, y, z)ydσ, z̄ =
1
M

∫∫

S

ρ(x, y, z)zdσ,

其中 M 为曲面块的质量: M =
∫∫

S

ρ(x, y, z)dσ.

(2) 质量线密度为 ρ(x, y, z) 的非均匀曲线段 C 关于一条给定的直线 l 的转动惯

量 I 由下式计算:

I =
∫

C

ρ(x, y, z)r2(x, y, z)ds,

其中 r(x, y, z) 表示曲线段 C 上的点 (x, y, z) 到直线 l 的距离.

类似地, 质量面密度为 ρ(x, y, z) 的非均匀曲面块 S 关于一条给定的直线 l 的转

动惯量 I 由下式计算:

I =
∫∫

S

ρ(x, y, z)r2(x, y, z)dσ,

其中 r(x, y, z) 表示曲面块 S 上的点 (x, y, z) 到直线 l 的距离.

(3) 质量线密度为 ρ(x, y, z) 的非均匀曲线段 C 对其外坐标为 (x0, y0, z0) 的质量

为 m 的质点 P 的万有引力 F 由下式计算：

F = Gm

∫

C

ρ(x, y, z)
r3(x, y, z)

r(x, y, z)ds,

其中, G 为万有引力常数, r(x, y, z) 为从质点 P (x0, y0, z0) 到曲线 C 上的点 (x, y, z)

的向径, 即

r(x, y, z) = (x− x0)i + (y − y0)j + (z − z0)k, (x, y, z) ∈ C,
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而 r(x, y, z)为点 P (x0, y0, z0)到点 (x, y, z)的距离,即 r(x, y, z) = |r(x, y, z)|. 这里对向
量函数的第一型曲线积分由对该向量函数的每个分量作第一型曲线积分

得到.

类似地, 质量面密度为 ρ(x, y, z) 的非均匀曲面块 S 对其外坐标为 (x0, y0, z0) 的

质量为 m 的质点 P 的万有引力 F 由下式计算:

F = Gm

∫∫

S

ρ(x, y, z)
r3(x, y, z)

r(x, y, z)dσ,

其中 r(x, y, z) 和 r(x, y, z) 的意义与前类似. 这里对向量函数的第一型曲面积分由对

该向量函数的每个分量作第一型曲面积分得到.

如果把质点 P 代之以一个已知质量密度函数的连续体, 则上面这些积分中的 m

就要相应地换为质量密度函数, 并且需要关于此连续体上的任意点 (x0, y0, z0) 作积

分. 如质量线密度为 ρ1(x, y, z) 的曲线段 C1 对质量线密度为 ρ2(x′, y′, z′) 的曲线段

C2(其中, (x, y, z) 代表 C1 上的点, (x′, y′, z′) 代表 C2 上的点) 的万有引力 F 由下式

计算：

F = G

∫

C

∫

C′

ρ1(x, y, z)ρ2(x′, y′, z′)
|r(x− x′, y − y′, z − z′)|3 r(x− x′, y − y′, z − z′)ds′ds,

其中

r(x− x′, y − y′, z − z′) = (x− x′)i + (y − y′)j + (z − z′)k.

(4) 电荷线密度为 q(x, y, z) 的导线段 C 对其外坐标为 (x0, y0, z0) 的电荷量为 Q

的点电荷 P 的库仑引力 F 由下式计算:

F = −KQ

∫

C

q(x, y, z)
r3(x, y, z)

r(x, y, z)ds,

其中, K 为库仑常数, r(x, y, z) 与 r(x, y, z) 意义同前.

类似地, 电荷面密度为 q(x, y, z) 的带电导体 (设其表面为曲面 S, 注意带电导体

上的电荷都分布在导体表面) 对其外坐标为 (x0, y0, z0) 的电荷量为 Q 的点电荷 P 的

库仑引力 F 由下式计算:

F = −KQ

∫∫

S

q(x, y, z)
r3(x, y, z)

r(x, y, z)dσ,

其中 r(x, y, z) 和 r(x, y, z) 的意义同前.

电荷面密度为 q1(x, y, z) 的带电导体 1(设其表面为曲面 S1) 对另一电荷面密度

为 q2(x′, y′, z′) 的带电导体 2(设其表面为曲面 S2) 的库仑引力 F 由下式计算:

F = −K

∫∫

S2

∫∫

S1

q1(x, y, z)q2(x′, y′, z′)
|r(x− x′, y − y′, z − z′)|3 r(x− x′, y − y′, z − z′)dσdσ′,
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其中 r(x− x′, y − y′, z − z′) 意义同前.

习 题 20.1

1. 计算下列第一型曲线积分:

(1)
∫

C

(x + y)ex2+y2
ds, C 是平面上以 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 为顶点的三角形区域的

边界;

(2)
∫

C

xyds, C 是平面上由抛物线 2y = x2 和直线 y = 2 所围区域的边界;

(3)
∫

C

√
yds; C 是旋轮线 (摆线)x = a(θ− sin θ), y = a(1− cos θ) 的第一拱, 即参

数 θ 的变化范围为 0 6 θ 6 2π 的那一段;

(4)
∫

C

√
x2 + y2ds, C 为圆周 x2 + y2 = ax;

(5)
∫

C

xyzds, C 是 x = a cos θ, y = a sin θ, z = bθ, 参数 θ 的变化范围为 0 6 θ 6

2π;

(6)
∫

C

(xy + yz + zx)ds; C 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 与平面 x + y + z = 0 的交线

(注意利用对称性进行简化);

(7)
∫

C

z2ds, C 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 与平面 x + y − z = 0 的交线 (注意利用

对称性进行简化);

(8)
∫

C

|x| ln(1 +
√

y2 + z2)ds, C 是旋转椭球面 x2 + y2 + 2z2 = a2 与平面 x = y

的交线.

2. 计算下列第一型曲面积分:

(1)
∫∫

S

(x + 2y + 3z)dσ, S 为球面 x2 + y2 + z2 = 2ax;

(2)
∫∫

S

(x2 + y2)dσ, S 为圆锥面 z =
√

x2 + y2 位于 0 6 z 6 a 的部分;

(3)
∫∫

S

|xyz|dσ, S 为旋转抛物面 z = x2 + y2 位于 z 6 1 的部分;

(4)
∫∫

S

(xy + yz + zx)dσ, S 为圆锥面 z =
√

x2 + y2 被圆柱面 x2 + y2 = 2ax 截

下的部分;
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(5)
∫∫

S

dσ√
x2 + y2 + (z + a)2

, S 为球面 x2 + y2 + z2 = a2 的上半部分;

(6)
∫∫

S

dσ

(x2 + y2 + z2)
3
2

√
x2

a4
+

y2

b4
+

z2

c4

, S 为椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

3. (1) 设 f 是 (−∞,+∞) 上的连续函数, S 为球面 x2 + y2 + z2 = 1, a, b, c 为不全

为零的实数. 证明:
∫∫

S

f(ax + by + cz)dσ =
2π
κ

∫ κ

−κ

f(t)dt,

其中 κ =
√

a2 + b2 + c2.

(2) 设 f(x, y) 是单位圆盘 x2 + y2 6 1 上的连续函数, 且 f(−x, y) = f(x, y). 证

明: ∫∫

S2

f(
√

x2 + y2, z)dσ = π

∫

S1
f(x, y)|x|ds.

这里 S2 表示单位球面 x2 + y2 + z2 = 1, S1 表示单位圆周 x2 + y2 = 1.

4. (1) 设 C 是空间中一条分段光滑曲线, f 和 g 是 C 上的连续函数. 证明:

(∫

C

f(x, y, z)g(x, y, z)ds

)2

6
(∫

C

f2(x, y, z)ds

)(∫

C

g2(x, y, z)ds

)

(2) 设 S 是空间中一块分块光滑曲面, f 和 g 是 S 上的连续函数. 证明:




∫∫

S

f(x, y, z)g(x, y, z)dσ




2

6




∫∫

S

f2(x, y, z)dσ







∫∫

S

g2(x, y, z)dσ




5. 设 C 是分段光滑的曲线, f 是 C 上的连续函数, g 是 C 上的非负可积函数, f 在

C 上的最小值和最大值分别为 m 和 M , C 的长度为 L. 证明:

(1) 成立不等式

m

∫

C

g(x, y, z)ds 6
∫

C

f(x, y, z)g(x, y, z)ds 6 M

∫

C

g(x, y, z)ds.

特别地, 有

mL 6
∫

C

f(x, y, z)ds 6 ML;

(2) 存在 (ξ, η, ζ) ∈ C 使成立

∫

C

f(x, y, z)g(x, y, z)ds = f(ξ, η, ζ)
∫

C

g(x, y, z)ds.
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特别地, 存在 (ξ, η, ζ) ∈ C 使成立
∫

C

f(x, y, z)ds = f(ξ, η, ζ)L;

(3) 对第一型曲面积分
∫∫

S

f(x, y, z)g(x, y, z)dσ 叙述并证明类似的命题.

6. 设 f(x, y) 是单位圆周 S1 : x2 + y2 = 1 上的连续函数. 证明:

lim
t→1−

√
1− t2

2π

∫

S1

f(x, y)
1− tx

ds = f(1, 0).

7. 设 f(x, y, z) 是单位球面 S2 : x2 + y2 + z2 = 1 上的非负连续函数. 证明:

lim
n→∞




∫∫

S2

f n(x, y, z)dS




1
n

= max
(x,y,z)∈S2

f(x, y, z).

8. (1) 叙述并证明关于第一型曲线积分的达布理论, 即给出有界函数 f 在可求长曲

线 C 上的达布下和、达布上和以及下积分、上积分的定义, 讨论达布下和、

达布上和的性质, 并证明达布定理: ① f 在 C 上的下积分与上积分都存在且

分别是它在 C 上的达布下和与达布上和当分割无限加细时的极限; ② f 在

C 上的第一型曲线积分存在的充要条件是其在 C 上的下积分与上积分相等.

(2) 对第一型曲面积分做类似的讨论.

9. 求球面三角形 x2 + y2 + z2 = a2, x > 0, y > 0, z > 0 的边界线的质心坐标, 假定

该球面三角形的质量是均匀分布的.

10. 求上半球面 x2 + y2 + z2 = a2, z > 0 的质心坐标, 假定该球面的质量是均匀

分布的.

11. 求密度为常数 ρ 的均匀球面 S : x2 + y2 + z2 = a2 在空间中所产生引力场的位势

函数 u, 即对任意 (x0, y0, z0) 6= (0, 0, 0), 求

u(x0, y0, z0) =
∫∫

S

GρdS√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

(G 为万有引力常数).

12. 球面 x2 + y2 + z2 = a2 上均匀地分布有总电荷量为 Q 的正电荷. 求该球面对距

其中心 r > a 处的电荷量为 −q 的负电荷的库仑引力.

20.2 第二型曲线积分和曲面积分

对于定义在曲线和曲面上的函数, 除了 20.1 节讨论的第一型曲线积分和第一型

曲面积分外, 还有另外一种类型的积分, 叫做第二型曲线积分和第二型曲面积分, 它
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们来源于对向量函数沿曲线和曲面所作的一类数量型的积分. 前面在求质点所受由

质点构成的曲线和曲面的万有引力时已经看到,对于向量函数也可以像数量函数一样

作第一型曲线积分和第一型曲面积分. 但是这种积分是通过对每个分量函数作第一

型曲线积分和第一型曲面积分得到的, 结果仍然是向量. 与此不同, 向量函数的第二

型曲线积分和第二型曲面积分结果则是数量. 这类积分以变力做的功、电场与磁场的

环量与通量、流体速度场的环量与通量等物理问题为背景. 由于涉及向量的问题都不

可避免地需要通过其分量来处理,所以当考虑向量函数的第二型曲线积分和第二型曲

面积分运用其分量函数计算的问题时,就会很自然地引出数量函数的第二型曲线积分

和第二型曲面积分. 本节就以一些具体的物理问题为例, 引出第二型曲线积分和第二

型曲面积分的定义, 然后讨论它们的计算问题.

20.2.1 第二型曲线积分

考虑变力做功的问题.设有一质点在一变力场 (如重力场)F (x, y, z)的作用下, 从

点 A沿一曲线 C 移动到点 B. 变力 F (x, y, z)不仅大小随点的变化而变化,而且方向

也随点的变化而变化. 要问该力对质点所做的功 W 如何计算? 这个问题在 8.2 节作

为定积分的应用考虑过. 现在以新的观点来重新加以考虑.

如果力 F (x, y, z) 不随点的变化而变化, 即 F (x, y, z) = F 是一常向量, 而且曲线

C 是以 A和 B 为端点的直线段,则该力对质点所做的功为 W = F · −−→AB. 对于一般的

变力 F (x, y, z) 沿曲线 C 做功的问题, 可采用把 C 划分成一些很短的小段, 使得每个

小段都可近似地看成直线段, 并且 F (x, y, z) 在其上变化不大因而可近似地看成常向

量, 求得该变力在每个小段上所做功的近似值, 然后关于所有小段相加而得沿整个曲

线 C 所做功的近似值. 显然这种划分作的越细, 则所得近似值的近似程度就越好. 因

此让分法无限加细取极限, 就得到了该变力所做功的精确值.

因此,在曲线 C 上从端点 A出发依次插入一些分点 A0 = A, A1, A2, · · · , An = B,

以把曲线 C 划分成了 n 个小段 Â0A1, Â1A2, · · · , ̂An−1An. 设分点 Ai 的向径为 ri

(i = 0, 1, 2, · · · , n). 对每个 1 6 i 6 n, 以直线段 Ai−1Ai 近似地代替第 i 个小段

Âi−1Ai, 并在其上任取一点记作 (ξi, ηi, ζi), 以常力 F (ξi, ηi, ζi) 代替变力 F (x, y, z)(图

20-2-1). 则该变力沿曲线段 Âi−1Ai 所做的功 ∆Wi 近似地等于

F (ξi, ηi, ζi) · −−−−→Ai−1Ai = F (ξi, ηi, ζi) · (ri − ri−1) = F (ξi, ηi, ζi) ·∆ri,

进而变力 F (x, y, z) 沿整条曲线 C 所做的功便近似地等于
n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) ·∆ri.

令 ‖∆‖ = max
16i6n

|∆ri| → 0 取极限, 就得到了功 W 的精确值, 即

W = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) ·∆ri.
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图 20-2-1 变力做功的计算

抽去以上问题的物理背景而作为一个纯数学问题考虑,就引出了第二型曲线积分

的概念:

定义 20.2.1 设 C 是空间中的一条可求长的有向曲线段, 其始点为 A, 终点为

B. 又设 F (x, y, z) 是定义在曲线 C 上的一个向量函数. 在 C 上从其始点 A 出发依

次插入一些分点 A0 = A, A1, A2, · · · , An = B, 以对 C 作分割. 用 ∆ 表示 C 的这个

分割. 设分点 Ai 的向径为 ri (i = 0, 1, 2, · · · , n). 对每个 1 6 i 6 n, 在曲线段 Âi−1Ai

上任取一点记作 (ξi, ηi, ζi), 作和

n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) ·∆ri (∆ri = ri − ri−1). (20.2.1)

如果当 ‖∆‖ = max
16i6n

|∆ri| → 0 时该和式有极限 I, 即对任意给定的 ε > 0, 都存在相

应的 δ > 0, 使当 ‖∆‖ < δ 时, 无论每个小段 Âi−1Ai 上所取的点 (ξi, ηi, ζi) 如何选取,

都有 ∣∣∣
n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) ·∆ri − I
∣∣∣ < ε,

则称 I 为向量函数 F 沿有向曲线 C 的第二型曲线积分, 记作
∫

C

F (x, y, z) · dr, 即

∫

C

F (x, y, z) · dr = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) ·∆ri. (20.2.2)

设 F (x, y, z) 的三个分量依次为 P (x, y, z), Q(x, y, z) 和 R(x, y, z), 即

F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k,

并设 ri = xii + yij + zik (i = 0, 1, 2, · · · , n). 则积分和 (20.2.1) 可以写成

n∑

i=1

P (ξi, ηi, ζi)∆xi +
n∑

i=1

Q(ξi, ηi, ζi)∆yi +
n∑

i=1

R(ξi, ηi, ζi)∆zi,
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其中, ∆xi = xi − xi−1, ∆yi = yi − yi−1, ∆zi = zi − zi−1, i = 1, 2, · · · , n. 这就得到了

三个关于数量函数 P (x, y, z), Q(x, y, z) 和 R(x, y, z) 的积分和, 分别为

n∑

i=1

P (ξi, ηi, ζi)∆xi,
n∑

i=1

Q(ξi, ηi, ζi)∆yi,
n∑

i=1

R(ξi, ηi, ζi)∆zi.

这三个数量函数的积分和与 20.1 节第一型曲线积分中出现的积分和有不同的形式.

显然, 积分和 (20.2.1) 的极限问题可以化为这三个积分和的极限问题. 因此引进以下

定义.

定义 20.2.2 设 C 是空间中的一条可求长的有向曲线段, 其始点为 A, 终点为

B. 又设 f(x, y, z) 是定义在曲线 C 上的一个数量函数. 对曲线 C 做分割 ∆: A0 = A,

A1, A2, · · · , An = B. 设分点 Ai 的向径为 ri = xii + yij + zik (i = 0, 1, 2, · · · , n). 对

每个 1 6 i 6 n, 在曲线段 Âi−1Ai 上任取一点记作 (ξi, ηi, ζi), 作和

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆xi.

如果当 ‖∆‖ = max
16i6n

|∆ri| → 0时, 该和式有极限 I,则称此极限值 I 为数量函数 f 沿

有向曲线 C 对 x 变元的第二型曲线积分, 记作
∫

C

f(x, y, z)dx, 即

∫

C

f(x, y, z)dx = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆xi. (20.2.3)

f 沿 C 对变元 y 和变元 z 的第二型曲线积分可类似地定义, 分别记作
∫

C

f(x, y, z)dy

和

∫

C

f(x, y, z)dz, 即

∫

C

f(x, y, z)dy = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆yi, (20.2.4)

∫

C

f(x, y, z)dz = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆zi. (20.2.5)

应用数量函数的第二型曲线积分, 便可把向量函数 F (x, y, z) = P (x, y, z)i+

Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k 的第二型曲线积分表示成
∫

C

F (x, y, z) · dr =
∫

C

P (x, y, z)dx +
∫

C

Q(x, y, z)dy +
∫

C

R(x, y, z)dz.

通常把这个等式简写成
∫

C

F (x, y, z) · dr =
∫

C

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz. (20.2.6)
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给定了定义在有向曲线 C 上的一个数量函数 f , 如果式 (20.2.3)∼ 式 (20.2.5) 右

端的极限都存在, 便可得到一个向量

( ∫

C

f(x, y, z)dx
)
i +

( ∫

C

f(x, y, z)dy
)
j +

( ∫

C

f(x, y, z)dz
)
k.

这个向量可用符号

∫

C

f(x, y, z)dr 来表示. 但是无论在应用中还是在理论上, 这个量

并没有多大意义. 因此对它不特别考虑.

必须注意的是,第一型曲线积分是与曲线 C 的取向无关的,但第二型曲线积分则

依赖于曲线 C 的取向. 因为从定义式 (20.2.3)∼ 式 (20.2.5) 不难看出, 改变曲线 C 的

取向, 第二型曲线积分的值便相应地变为相反数.

由公式 (20.2.6), 向量函数的第二型曲线积分可以通过其分量函数的的第二型曲

线积分来计算. 因此下面来考虑, 给定了有向曲线 C 上的一个数量函数 f , 如何计算

它的三个第二型曲线积分式 (20.2.3)∼ 式 (20.2.5).

定理 20.2.1 设有向曲线 C 的始点为 A, 终点为 B, 参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t),

且始点 A 对应的参数值为 a, 终点 B 对应的参数值为 b (因此参数 t 的变化范围是从

a 到 b, 注意 a 既可小于 b, 也可大于 b), 其中 x(t), y(t), z(t) 都是区间 [a, b](当 a < b)

或 [b, a](当 a > b) 上的连续可微函数. 又设 f(x, y, z) 是定义在 C 上的连续函数.

则有 ∫

C

f(x, y, z)dx =
∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t))x′(t)dt, (20.2.7)

∫

C

f(x, y, z)dy =
∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t))y′(t)dt, (20.2.8)

∫

C

f(x, y, z)dz =
∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t))z′(t)dt. (20.2.9)

证明 只证明式 (20.2.7), 因为其他两个等式的证明完全类似. 对曲线 C 作分割

∆: A0 = A, A1, A2, · · · , An = B. 设分点 Ai 对应的参数值为 ti, 则 Ai 的向径为

ri = xii + yij + zik = x(ti)i + y(ti)j + z(ti)k

(i = 0, 1, 2, · · · , n). 对每个 1 6 i 6 n, 在曲线段 Âi−1Ai 上任取一点记作 (ξi, ηi, ζi), 设

其对应的参数值为 τi. 即

ξi = x(τi), ηi = y(τi), ζi = z(τi).
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则有
n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆xi =
n∑

i=1

f(x(τi), y(τi), z(τi))[x(ti)− x(ti−1)]

=
n∑

i=1

f(x(τi), y(τi), z(τi))x′(τ̄i)∆ti,

∆ti = ti − ti−1, 而 τ̄i 是 ti−1 与 ti 之间的一个实数. 根据定理 7.4.8, 当 ‖∆‖ =

max
16i6n

|∆ri| → 0 时, 最后这个和式以式 (20.2.7) 的右端为极限. 因此式 (20.2.7) 成立.

证毕.

推论 20.2.1 设关于有向曲线 C 的假设与定理 20.2.1 相同. 又设

F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k,

其中 P (x, y, z), Q(x, y, z) 和 R(x, y, z) 都是定义在 C 上的连续函数. 则有

∫

C

F (x, y, z) · dr =
∫ b

a

[P (t)x′(t) + Q(t)y′(t) + R(t)z′(t)]dt, (20.2.10)

其中, P (t) = P (x(t), y(t), z(t)), Q(t) = Q(x(t), y(t), z(t)), R(t) = R(x(t), y(t), z(t)).

证明 这是等式 (20.2.6) 和式 (20.2.7)∼ 式 (20.2.9) 的直接推论.

从式 (20.2.7)∼式 (20.2.9)知, 如果曲线 C 是平行于 Oz 坐标轴的直线段 x = x0,

y = y0, a 6 z 6 b, 则
∫

C

f(x, y, z)dx =
∫

C

f(x, y, z)dy = 0,

而 ∫

C

f(x, y, z)dz =
∫ b

a

f(x0, y0, z)dz.

最后这个等式说明, 定积分是第二型曲线积分在积分曲线是直线的情况下的特例.

第二型曲线积分中的曲线是有方向的, 因此积分值自然与曲线的定向有关, 改变

曲线的定向就相应地改变了积分的符号
∫

C−
Pdx + Qdy + Rdz = −

∫

C

Pdx + Qdy + Rdz,

其中 C− 表示把 C 的方向改变为反方向所得到的有向曲线. 这是第二型曲线积分与

第一型曲线积分的一个重要区别.

如果曲线 C 是一条封闭曲线, 这时不难看出第二型曲线积分的值只与其定向有

关, 而与起点和终点的选取无关. 在这种情况下, 习惯上常把第二型曲线积分记作
∮

C

Pdx + Qdy + Rdz,

∮

C

F (x, y, z) · dr,
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等等, 以强调积分是在一个环路即封闭曲线上进行的.

如果 C 是平面曲线, 设其参数方程为 x = x(t), y = y(t), 其中参数 t 从 a 变到 b.

则对定义在 C 上的数量函数 f(x, y) 和向量函数 F (x, y) = P (x, y)i + Q(x, y)j, 它们

的第二型曲线积分的计算公式分别成为∫

C

f(x, y)dx =
∫ b

a

f(x(t), y(t))x′(t)dt,

∫

C

f(x, y)dy =
∫ b

a

f(x(t), y(t))y′(t)dt,

∫

C

F (x, y) · dr =
∫

C

P (x, y)dx + Q(x, y)dy

=
∫ b

a

[P (x(t), y(t))x′(t) + Q(x(t), y(t))y′(t)]dt.

例 1 计算第二型曲线积分

I =
∫

C

(y − z)dx + (z − x)dy + (x− y)dz,

其中, C 是圆柱面 x2 + y2 = 1 与平面 z = x + y 的交线, 从 Oz 轴正向看为逆时针走

向 (图 20-2-2).

2
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2

2

1
0

x
∂1
∂2 1

0
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∂2

y

x

y

z

O∂1
∂1

1

1

(a) (b)

图 20-2-2 例 1 中的积分路径

解法一 C 的参数方程为 x = cos θ, y = sin θ, z = cos θ + sin θ, 其中参数 θ 从 0

变化到 2π. 因此根据推论 20.2.1 有

I =
∫ 2π

0

[(sin θ − cos θ − sin θ)(− sin θ)

+(cos θ + sin θ − cos θ) cos θ + (cos θ − sin θ)(− sin θ + cos θ)]dθ

=
∫ 2π

0

dθ = 2π.
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解法二 曲线 C 在 Oxy 坐标面的投影 C1 为单位圆周 x2 + y2 = 1, 其参数方程

为 x = cos θ, y = sin θ, 其中参数 θ 从 0 变化到 2π. 先把方程 z = x + y 代入 I 得到

一个在 C1 上的积分, 再把 C1 的参数方程代入, 应用推论 20.2.1, 得

I =
∫

C1

(−x)dx + ydy + (x− y)(dx + dy) =
∫

C1

(−ydx + xdy)

=
∫ 2π

0

[(− sin θ)(− sin θ) + cos θ cos θ]dθ =
∫ 2π

0

dθ = 2π.

从概念上讲, 第一型曲线积分和第二型曲线积分是两种不同的曲线积分. 但是它

们两者之间又是有联系的. 事实上第二型曲线积分很容易就可转化为第一型曲线积

分, 这就是下述定理.

定理 20.2.2 设 C 是连续可微的有向曲线, 它在其上点 (x, y, z) 处的单位切向

量为 v(x, y, z). 又设 F (x, y, z) 是定义在曲线 C 上的向量函数. 则有
∫

C

F (x, y, z) · dr =
∫

C

F (x, y, z) · v(x, y, z)ds. (20.2.11)

即 F (x, y, z)沿曲线 C 的第二型曲线积分等于它与 C 的单位切向量函数 v(x, y, z)的

内积 F (x, y, z) · v(x, y, z) 在 C 上的第一型曲线积分.

证明 考查积分和 (20.2.1), 有

n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) ·∆ri =
n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) · ∆ri

∆si
∆si,

其中 ∆si 为第 i 个曲线段 Âi−1Ai 的弧长. 由于 C 是连续可微曲线, 成立

∆ri = v(ξi, ηi, ζi)∆si + o(∆si) 即
∆ri

∆si
= v(ξi, ηi, ζi) + o(1),

其中 o(∆si)是关于 ∆si 的高阶无穷小向量,即对任意给定的 ε,存在相应的 δ > 0,使

当 ‖∆si‖ < δ 时有

|o(∆si)| < ε∆si, i = 1, 2, · · · , n.

这个事实可通过写出 C 的参数方程, 应用微分中值定理和连续函数在闭区间上的一

致连续性严格地证明, 留给读者. 因此

n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) ·∆ri =
n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) · v(ξi, ηi, ζi)∆si +
n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) · o(∆si).

当 ‖∆‖ = max
16i6n

|∆ri| → 0 时, 此式右端第一项收敛于
∫

C

F (x, y, z) · v(x, y, z)ds, 而第

二项则收敛于零. 所以式 (20.2.11) 成立. 证毕.

253



数学分析教程 (下册)

式 (20.2.11) 也可用定理 20.1.1 和定理 20.2.1 证明, 因为把式 (20.2.11) 的左端按

式 (20.2.10) 计算和把式 (20.2.11) 的右端按式 (20.1.2) 计算得到的结果是相同的, 所

以这个等式成立.

例 2 计算第二型曲线积分

I =
∫

C

(y − z)dx + (z − x)dy + (x− y)dz,

其中, C 是球面 x2 + y2 + z2 = 1 与平面 x + y + z = 0 的交线, 从 (1, 1, 1) 方向看为逆

时针走向.

解 本题如果采用例 1 的方法计算将比较繁琐, 下面改为应用定理 20.2.2 计算.

为此先求 C 的单位切向量 v. 由于 C 在平面 x + y + z = 0 上, 所以 v 垂直于该平面

的法向量 e = (1, 1, 1). 类似地由于 C 在球面 x2 + y2 + z2 = 1 上, 所以 v 垂直于球面

的法向量 r = (x, y, z). 因此 v 平行于 e× r = (z − y, x− z, y − x). 又由于 e, r, v 构

成右手系, 所以

v =
e× r

|e× r| =
(z − y, x− z, y − x)√

(z − y)2 + (x− z)2 + (y − x)2
.

因此

I =
∫

C

(y − z, z − x, x− y) · vds

= −
∫

C

(z − y)2 + (x− z)2 + (y − x)2√
(z − y)2 + (x− z)2 + (y − x)2

ds

= −
∫

C

3(x2 + y2 + z2)− (x + y + z)2√
3(x2 + y2 + z2)− (x + y + z)2

ds

= −
∫

C

√
3ds = −2

√
3π.

20.2.2 第二型曲面积分

为了引出第二型曲面积分的定义,考虑稳恒流体在单位时间里流过一个给定曲面

的流量问题.

设在空间区域 Ω 中有流体流动, 对 Ω 中的每个点 (x, y, z), 记下在 t 时刻流过该

点的流体质点的速度, 设为 v(x, y, z, t). 这样就对每个时刻 t, 得到了一个定义在区域

Ω 上的向量函数 v(x, y, z, t), 这个向量函数叫做该流体的速度场. 如果 v(x, y, z, t) 与

时间 t 无关, 即对 Ω 中的每个点 (x, y, z), 在不同时间流过该点的不同质点的速度都

是一样的, 则称这个流体的运动为稳恒流动. 稳恒流动是一种十分常见的流体运动形

式. 例如, 在无如山洪暴发等特殊情况发生的条件下, 一般河流中的水流运动都可看

成稳恒流动.
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设有密度为常数 ρ的某种流体在空间区域 Ω 中做稳恒流动,其速度场为 v(x, y, z).

又设 S 是 Ω 中的一个曲面. 要问该流体在单位时间里流过曲面 S 的流量如何计算.

注意这里必须对曲面 S 指定它的一侧作为正侧,因为明显地,从 S 的不同侧观察流体

的运动, 效果正好是相反的：当从它的一侧看, 流体是流出时, 从它的另一侧看, 流体

则是流入. 指定曲面 S 的正侧的方法是取定它在每个点处切平面的两个单位法向量

中的一个作为它在该点的法向量,这时法向量所指向的一侧就自然地规定为曲面的正

侧. 当然必须要求法向量是在曲面上连续变化的, 否则可能产生矛盾. 指定了连续变

化的单位法向量的曲面叫做有向曲面.

如果流体在 Ω 中各个不同点的速度是相同的, 即速度场 v(x, y, z) = v 是常向量,

且 S 是以常向量 n 作为单位法向量的平面, 并设其面积为 A, 则流体在单位时间里

流过 S 的体积为 v · nA(图 20-2-3; 注意当 v · n > 0 时是从 S 的负侧流向正侧, 而当

v · n < 0 时是从 S 的正侧流向负侧). 因此, 在单位时间里流过 S 的流体质量即流量

为 v · nAρ.

对于速度场 v(x, y, z) 不是常向量, 或

S 不是平面 (此时单位法向量 n(x, y, z) 不

是常向量), 或二者兼备的情况, 对 S 作

分割, 把它划分成一些很小的曲面块 ∆S1,

∆S2, · · · , ∆Sn, 使每个小曲面块都可近似地

看成平面 (此时 n(x, y, z)可近似地看成常向

量) 并且 v(x, y, z) 在其上的变化不大, 因而

可近似地看成常向量. 记 S 的这个分割为 ∆. 图 20-2-3 单位时间里流过 S 的体积

对每个 1 6 i 6 n, 任取一点 (ξi, ηi, ζi) ∈ ∆Si, 以 n(ξi, ηi, ζi) 和 v(ξi, ηi, ζi) 分别作为

n(x, y, z) 和 v(x, y, z) 在小曲面块 ∆Si 上的近似值. 则在单位时间里流体流过该小曲

面块的质量便近似地等于 v(ξi, ηi, ζi) · n(ξi, ηi, ζi)∆σiρ, 其中 ∆σi 为 ∆Si 的面积. 关

于 i 相加, 就得到了单位时间里流体流过曲面 S 的质量 M 的近似值

n∑

i=1

v(ξi, ηi, ζi) · n(ξi, ηi, ζi)∆σiρ.

显然 S 的分割 ∆ 作的越细, 则上述近似值越接近于 M 的精确值. 因此令 ‖∆‖ → 0

取极限, 就得到了 M 的精确值, 即

M = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

v(ξi, ηi, ζi) · n(ξi, ηi, ζi)∆σiρ.

抽去以上问题的物理背景而作为一个纯数学问题考虑,就引出了第二型曲面积分

的概念.
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定义 20.2.3 设 S 是空间中的一个指定了单位法向量 n(x, y, z) 的有向曲面,

F (x, y, z) 是定义在曲面 S 上的一个向量函数. 作 S 的分割 ∆: ∆S1, ∆S2, · · · , ∆Sn,

对每个 1 6 i 6 n, 任取一点 (ξi, ηi, ζi) ∈ ∆Si, 作和
n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) · n(ξi, ηi, ζi)∆σi, (20.2.12)

其中 ∆σi 为 ∆Si 的面积. 如果当 ‖∆‖ = max
16i6n

diam(∆Si) → 0 时该和式有极限 I, 即

对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使当 ‖∆‖ < δ 时, 无论每个 ∆Si 上所取的点

(ξi, ηi, ζi) 如何选取, 都有
∣∣∣

n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) · n(ξi, ηi, ζi)∆σi − I
∣∣∣ < ε,

则称 I 为向量函数 F 沿有向曲面 S 的第二型曲面积分, 记作
∫∫

S

F (x, y, z) · dS, 即

∫∫

S

F (x, y, z) · dS = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) · n(ξi, ηi, ζi)∆σi. (20.2.13)

以上定义要求曲面 S 是至少一阶连续可微的,即它在每一点都有切平面 (否则单

位法向量 n(x, y, z) 就无从谈起). 根据对各种积分都应成立的可加性原理, 可把这个

条件减弱为只要求 S 是分块一阶连续可微的, 即它可剖分成有限块 S1, S2, · · · , Sn,

使每一块都是一阶连续可微的. 这时定义 S 上的第二型曲面积分为所有这些曲面块

上的第二型曲面积分之和
∫∫

S

F (x, y, z) · dS =
n∑

k=1

∫∫

Sk

F (x, y, z) · dS.

由定义即可看出, 向量函数 F 沿有向曲面 S 的第二型曲面积分, 其实就是该函

数与曲面的法向量 n(x, y, z) 的内积在 S 上的第一型曲面积分, 即
∫∫

S

F (x, y, z) · dS =
∫∫

S

F (x, y, z) · n(x, y, z)dσ. (20.2.14)

因此, 根据第一型曲面积分的计算公式可得到第二型曲面积分的计算公式.

定理 20.2.3 设有向曲面 S 的参数方程为

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D,

其中, D 是平面上一个具有连续边界的有界闭区域, x(u, v), y(u, v) 和 z(u, v) 都是区

域 D 上的连续可微函数, 使得矩阵
(

xu yu zu

xv yv zv

)
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在 D 上每个点处的秩都是 2. 又设 F (x, y, z) 是定义在曲面 S 上的连续向量函数, 其

分量表达式为

F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k.

则有
∫∫

S

F (x, y, z) · dS = ±
∫∫

D

[
P (u, v)

∂(y, z)
∂(u, v)

+ Q(u, v)
∂(z, x)
∂(u, v)

+ R(u, v)
∂(x, y)
∂(u, v)

]
dudv.

(20.2.15)

其中, P (u, v) = P (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), Q(u, v) = Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), R(u, v)

= R(x(u, v), y(u, v), z(u, v)). 等式右端正负号的选取规则为当 S 的给定法向量 n 与

向量 ru× rv (其中 r = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k)同向时取正号,反向时则取负号.

证明 根据公式 (20.2.14) 和定理 20.1.2 有
∫∫

S

F (x, y, z) · dS =
∫∫

S

F (x, y, z) · n(x, y, z)dσ

=
∫∫

D

F (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) · n(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

×
√∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(y, z)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(z, x)
∂(u, v)

∣∣∣
2

dudv. (20.2.16)

由于 n = ± ru × rv

|ru × rv| , 其中, 当 n 与 ru × rv 同向时取正号, 反向时则取负号, 而

ru × rv =
∂(y, z)
∂(u, v)

i +
∂(z, x)
∂(u, v)

j +
∂(x, y)
∂(u, v)

k,

所以

n(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = ±
∂(y, z)
∂(u, v)

i +
∂(z, x)
∂(u, v)

j +
∂(x, y)
∂(u, v)

k

√∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(y, z)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(z, x)
∂(u, v)

∣∣∣
2
.

再应用 F 的表达式得

F (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) · n(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

= ±
P (u, v)

∂(y, z)
∂(u, v)

+ Q(u, v)
∂(z, x)
∂(u, v)

+ R(u, v)
∂(x, y)
∂(u, v)√∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(y, z)
∂(u, v)

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂(z, x)
∂(u, v)

∣∣∣
2

.
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把这个表达式代入式 (20.2.16), 就得到了式 (20.2.15). 证毕.

再来分析一下和式 (20.2.12). 设 n(ξi, ηi, ζi) 与 Ox 轴、Oy 轴、Oz 轴正向的夹角

依次为 αi，βi 和 γi, 则

n(ξi, ηi, ζi) = cos αii + cos βij + cos γik.

因此, 当 F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k 时有

n∑

i=1

F (ξi, ηi, ζi) · n(ξi, ηi, ζi)∆σi

=
n∑

i=1

[P (ξi, ηi, ζi) cos αi∆σi + Q(ξi, ηi, ζi) cos βi∆σi + R(ξi, ηi, ζi) cos γi∆σi]

=
n∑

i=1

P (ξi, ηi, ζi)∆σyzi +
n∑

i=1

Q(ξi, ηi, ζi)∆σzxi +
n∑

i=1

R(ξi, ηi, ζi)∆σxyi,

其中

∆σyzi = ∆σi cos αi, ∆σzxi = ∆σi cos βi, ∆σxyi = ∆σi cos γi,

它们分别表示曲面块 ∆Si 的面积在 Oyz 坐标面、Ozx坐标面和 Oxy坐标面的有向投

影,这是因为 αi, βi和 γi分别等于曲面 S在点 (ξi, ηi, ζi)的切平面与 Oyz坐标面、Ozx

坐标面和 Oxy 坐标面的夹角. 这里说有向投影, 是因为这些量都是带有正负号的, 并

且当改变曲面 S 的定向时, 它们都相应地改变符号. 上式把向量函数 F (x, y, z) 的积

分和表示成关于它的三个分量的数量函数的积分和. 引进以下定义.

定义 20.2.4 设 S 是空间中的一个指定了单位法向量 n(x, y, z) 的有向曲面,

n(x, y, z) 与 Ox 轴, Oy 轴、Oz 轴正向的夹角依次为 α = α(x, y, z), β = β(x, y, z) 和

γ = γ(x, y, z). 又设 f(x, y, z) 是定义在曲面 S 上的一个数量函数. 作 S 的分割 ∆:

∆S1, ∆S2, · · · , ∆Sn, 对每个 1 6 i 6 n, 任取一点 (ξi, ηi, ζi) ∈ ∆Si, 作和

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σyzi,

其中 ∆σyzi 为 ∆Si 的面积在 Oyz 坐标面的有向投影, 即 ∆σyzi = ∆σi cos α(ξi, ηi, ζi).

如果当 ‖∆‖ = max
16i6n

diam(∆Si) → 0 时该和式有极限, 则称极限值为函数 f 沿曲面 S

关于 yz 坐标的第二型曲面积分, 记作
∫∫

S

f(x, y, z)dydz, 即

∫∫

S

f(x, y, z)dydz = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σyzi.
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类似地, 函数 f 沿 S 关于 zx 坐标与 xy 坐标的第二型曲面积分分别定义为

∫∫

S

f(x, y, z)dzdx = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σzxi,

∫∫

S

f(x, y, z)dxdy = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆σxyi,

其中 ∆σzxi 和 ∆σxyi 分别为 ∆Si 的面积在 Ozx 坐标面和 Oxy 坐标面的有向投影,

即 ∆σzxi = ∆σi cos β(ξi, ηi, ζi), ∆σxyi = ∆σi cos γ(ξi, ηi, ζi).

根据以上定义可知, 向量函数 F (x, y, z) 的第二型曲面积分可以用它的三个分量

函数 P (x, y, z), Q(x, y, z) 和 R(x, y, z) 的第二型曲面积分表示为
∫∫

S

F (x, y, z) · dS =
∫∫

S

P (x, y, z)dydz +
∫∫

S

Q(x, y, z)dzdx +
∫∫

S

R(x, y, z)dxdy.

这个表达式一般简写为
∫∫

S

F (x, y, z) · dS =
∫∫

S

P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy.

把公式 (20.2.15) 分别应用于三个向量函数 f(x, y, z)i, f(x, y, z)j 和 f(x, y, z)k,

就得到了数量函数第二型曲面积分的以下计算公式.

定理 20.2.4 设有向曲面 S 的参数方程为

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D,

其中, D 是平面上一个具有连续边界的有界闭区域, x(u, v), y(u, v) 和 z(u, v) 都是区

域 D 上的连续可微函数, 使得矩阵
(

xu yu zu

xv yv zv

)

在 D 上每个点处的秩都是 2. 又设 f(x, y, z) 是定义在曲面 S 上的连续函数. 则有
∫∫

S

f(x, y, z)dydz =±
∫∫

D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
∂(y, z)
∂(u, v)

dudv,

∫∫

S

f(x, y, z)dzdx=±
∫∫

D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
∂(z, x)
∂(u, v)

dudv,

∫∫

S

f(x, y, z)dxdy =±
∫∫

D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
∂(x, y)
∂(u, v)

dudv.
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这里正负号的选取规则如定理 20.2.3 所述.

特别地, 如果曲面 S 是由显式方程

z = ϕ(x, y), (x, y) ∈ D

给出, 其中, D 是平面上具连续边界的有界闭区域, f(x, y) 是定义在区域 D 上的一阶

连续可微函数, 且 S 的正向指向曲面的上方, 则应用以上公式可知
∫∫

S

f(x, y, z)dydz =−
∫∫

D

f(x, y, ϕ(x, y))ϕx(x, y)dxdy,

∫∫

S

f(x, y, z)dzdx=−
∫∫

D

f(x, y, ϕ(x, y))ϕy(x, y)dxdy,

∫∫

S

f(x, y, z)dxdy =
∫∫

D

f(x, y, ϕ(x, y))dxdy.

与第二型曲线积分类似, 对于第二型曲面积分, 改变曲面的定向就改变了积分的

正负号, 即
∫∫

S−

P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy

= −
∫∫

S

P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy,

其中 S− 表示把 S 的方向改变为反方向所得到的有向曲面. 这是第二型曲面积分与

第一型曲面积分的一个重要区别.

例 3 计算第二型曲面积分

I =
∫∫

S

dydz

x
+

dzdx

y
+

dxdy

z
,

其中 S 是椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, 以外侧为正侧.

解 利用对称性, 只需计算三个积分中的任何一个. 下面以第三个积分 I3 为例

来计算. 椭球面 S 分为上、下两半, 分别记为 S1 和 S2. 因为 S1 以上侧为正向, S2 以

下侧为正向, 所以

I3 =
∫∫

S1

dxdy

z
+

∫∫

S2

dxdy

z

=
∫∫

D

dxdy

c

√
1− x2

a2
− y2

b2

−
∫∫

D

dxdy

−c

√
1− x2

a2
− y2

b2

=
2
c

∫∫

D

dxdy√
1− x2

a2
− y2

b2

,
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其中 D 是平面上的椭圆形区域
x2

a2
+

y2

b2
6 1. 作广义极坐标变换 x = ar cos θ, y =

br sin θ, 便有

I3 =
2
c

∫ 2π

0

∫ 1

0

abr√
1− r2

drdθ =
4πab

c
(−

√
1− r2)

∣∣∣
1

0
=

4πab

c
.

由对称性有

I1 =
4πbc

a
, I2 =

4πac

b
.

因此

I = I1 + I2 + I3 =
4π
abc

(a2b2 + a2c2 + b2c2).

习 题 20.2

1. 沿以下从 O(0, 0) 到 A(1, 1) 的五种路线计算第二型曲线积分
∫

C

(2xy + y2)dx + (x2 + 3xy)dy.

(1) C 为直线段 OA;

(2) C 为折线段 OBA, 其中 B(1, 0);

(3) C 为折线段 ODA, 其中 D(0, 1);

(4) C 为抛物线 y = x2 从 O 到 A 的部分;

(5) C 为抛物线 x = y2 从 O 到 A 的部分.

2. 计算下列第二型曲线积分:

(1)
∫

C

(x2 − 2xy)dx + (y2 − 2xy)dy, C 为逆时针走向的单位圆周 x2 + y2 = 1;

(2)
∫

C

(x + y)dx + (y − x)dy, C 为逆时针走向的椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1;

(3)
∫

C

(y2 − z2)dx + (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz, C 为依参数增加方向走向的曲线

x = t, y = t2, z = t3 位于 0 6 t 6 1 的部分;

(4)
∫

C

ydx + zdy + xdz, C 为依参数增加方向走向的圆柱螺线 x = a cos θ, y =

a sin θ, z = bθ 位于 0 6 θ 6 2π 的部分;

(5)
∫

C

(y2 − z2)dx + (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz, C 为球面三角形 x2 + y2 + z2 = 1,

x > 0, y > 0, z > 0 的边线, 关于 (1, 1, 1) 方向为逆时针走向;

(6)
∫

C

(y−z)dx+(z−x)dy+(x−y)dz, C为圆周 x2+y2+z2 = a2, x sinα−y cos α =

0 (0 6 α < π), 当 0 < α < π 时, 在 y > 0 的部分依 z 减少的方向走向, 在
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y < 0 的部分则依 z 增加的方向走向; 当 α = 0 时, 从 Oy 轴正向看逆时针走

向.

3. 设 C 是 R3 中的分段光滑曲线, S 为分块光滑曲面, 曲线 C 在曲面 S 上. 又设

C 在 Oxy 坐标面的投影为分段光滑曲线 C1, 曲面 S 的方程为 z = ϕ(x, y). 证明

第二型曲线积分的下述计算公式:
∫

C

f(x, y, z)dx + g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz

=
∫

C1

[f(x, y, ϕ(x, y)) + h(x, y, ϕ(x, y))ϕx(x, y)]dx

+[g(x, y, ϕ(x, y)) + h(x, y, ϕ(x, y))ϕy(x, y)]dy.

4. 设 Ω 是 R3 中的开区域, f , g, h 是定义在 Ω 上的函数. 如果存在 Ω 上的可微函

数 F 使在 Ω 上成立 dF = fdx + gdy + hdz, 即有




Fx(x, y, z) = f(x, y, z),

Fy(x, y, z) = g(x, y, z),

Fz(x, y, z) = h(x, y, z),

∀(x, y, z) ∈ Ω ,

则称微分形式 fdx + gdy + hdz 为 Ω 上的全微分, 并称 F 为 fdx + gdy + hdz 的

原函数. 证明牛顿–莱布尼茨公式的下述推广: 如果 f , g, h 是 Ω 上的连续函数,

且微分形式 fdx + gdy + hdz 有原函数 F , 则对 Ω 中任意两点 P 和 Q 和任意以

P 为始点、以 Q 为终点的分段光滑曲线 C 都成立∫

C

fdx + gdy + hdz = F (Q)− F (P ).

这时积分

∫

C

fdx + gdy + hdz 也记作

∫ Q

P

fdx + gdy + hdz (因为这个积分只与始

点 P 和终点 Q 有关而与具体的路径 C 无关). 然后应用这个命题计算下列第二

型曲线积分:

(1)
∫ (a,b,c)

(0,0,0)

exyz(yzdx + zxdy + xydz);

(2)
∫ (a,b,c)

(0,0,0)

(x2 − 3yz)dx + (y2 − 3zx)dy + (z2 − 3xy)dz;

(3)
∫ (a,b,c)

(0,0,0)

cos(xy + yz + zx)[(y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz];

(4)
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

xdx + ydy + zdz√
x2 + y2 + z2

, 点 (x1, y1, z1) 位于球面 x2 + y2 + z2 = a2 上, 点

(x2, y2, z2) 位于球面 x2 + y2 + z2 = b2 上, 其中 a > 0, b > 0;
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(5)
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

f(x)dx + g(y)dy + h(z)dz, 其中 f , g, h 是 (−∞,+∞) 上的连续

函数;

(6)
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

ϕ(
√

x2 + y2 + z2)(xdx + ydy + zdz), 其中 ϕ 是 [0,+∞) 上的连续

函数.

5. 设D是R2中的开区域, f , g是定义在D上的函数. 给出微分形式 fdx+gdy为D

上的全微分及其原函数的定义,写出牛顿–莱布尼茨公式对曲线积分
∫

C

fdx+gdy

的推广, 然后应用所得到的公式计算下列平面上的第二型曲线积分:

(1)
∫ (a,b)

(0,0)

xdx + ydy; (2)
∫ (a,b)

(0,0)

ydx + xdy;

(3)
∫ (a,b,c)

(0,0,0)

(x + y)dx + (x− y)dy; (4)
∫ (a,b,c)

(0,0,0)

(x− y)(dx− dy);

(5)
∫ (a,b)

(0,0)

(3x2y − y3)dx + (x3 − 3xy2)dy; (6)
∫ (a,b)

(0,0)

ex(cos ydx− sin ydy);

(7)
∫ (a,b)

(1,0)

xdx + ydy√
x2 + y2

沿不通过坐标原点的路径 (a2 + b2 > 0);

(8)
∫ (a,b)

(1,1)

ydx− xdy

x2
沿不与 Oy 轴相交的路径 (a > 0);

(9)
∫ (a,b)

(0,1)

ydx− xdy

(x− y)2
沿不与直线 y = x 相交的路径 (b > a).

6. 设 C 是 R3 中的分段光滑曲线, 弧长为 L. 又设 f , g, h, w 是 C 上的连续函数,

且 M = max
C

√
f2 + g2 + h2. 证明:

∣∣∣
∫

C

w(fdx + gdy + hdz)
∣∣∣ 6 M

∫

C

|w|ds.

特别地, 有 ∣∣∣
∫

C

fdx + gdy + hdz
∣∣∣ 6 ML.

7. 计算下列第二型曲面积分:

(1)
∫∫

S

xyzdxdy, 其中 S 是单位球面 x2 + y2 + z2 = 1 满足 x, y > 0 的四分之一

部分, 以外侧为正侧;

(2)
∫∫

S

xdydz + ydzdx + zdxdy,其中 S 是球面 x2 + y2 + z2 = a2,以外侧为正侧;
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(3)
∫∫

S

yzdydz + zxdzdx + xydxdy, 其中 S 是四面体 x + y + z 6 1, x, y, z > 0的

边界, 以外侧为正侧;

(4)
∫∫

S

(y − z)dydz + (z − x)dzdx + (x − y)dxdy, 其中 S 是圆锥面 x2 + y2 = z2

被平面 z = 0 和 z = a (a > 0) 所截出的部分, 以下侧为正侧;

(5)
∫∫

S

yz cos(x3y2z)dydz + zx cos(y3z2x)dzdx + xy cos(z3x2y)dxdy, 其中 S 是立

方体 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 a, 0 6 z 6 a (a > 0) 的外表面;

(6)
∫∫

S

x3dydz + y3dzdx + z3dxdy, 其中 S 是椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, 以外侧

为正侧;

(7)
∫∫

S

x2dydz+y2dzdx+z2dxdy,其中 S 是球面 (x−a)2+(y−b)2+(z−c)2 = R2

(R > 0), 以外侧为正侧;

(8)
∫∫

S

f(y + z)dydz + g(z + x)dzdx + h(x + y)dxdy, 其中 S 是立方体 |x| 6 a,

|y| 6 a, |z| 6 a (a > 0) 的外表面.

8. 设 S 是 R3 中的分块光滑曲面, 其方程为 z = ϕ(x, y), 其中 (x, y) 在 D ⊆ R2 上

变化. 证明第二型曲面积分的下述计算公式.
∫∫

S

f(x, y, z)dydz + g(x, y, z)dzdx + h(x, y, z)dxdy

=
∫∫

D

[−f(x, y, ϕ(x, y))ϕx(x, y)− g(x, y, ϕ(x, y))ϕy(x, y) + h(x, y, ϕ(x, y))]dxdy.

9. 把第 6 题推广到第二型曲面积分, 并给出证明.

10. 设重量为 W 的物体被工人沿横截面的边缘为曲线 C 的坡面从点 O(0, 0)拖到点

A(a, h), 其中 a, h > 0. 已知物体与坡面的摩擦系数为正常数 λ. 求工人拖动此物

体所做的功.

11. 单位正电荷在位于坐标原点电荷量为 Q 的点电荷的库仑力作用下从点

P1(x1, y1, z1) 移动到点 P2(x2, y2, z2). 求该库仑力所做的功.

12. 设在空间区域 Ω = R2 × [0, h] (h > 0) 中充满了某种流体, 该流体的流速场为稳

恒场 (即流速不随时间变化), 由下式给出.

v(x, y, z) =
xzi + yzj

1 + x2 + y2
, ∀(x, y, z) ∈ Ω .
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求单位时间里穿过圆柱面 x2 + y2 = a2 的该流体总量.

20.3 三个重要公式

定积分的牛顿–莱布尼茨公式
∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) (F ′(x) = f(x)),

建立了函数在一个区间上的积分与和该函数相关的另一函数在区间端点处的值之间

的关系. 本节将证明三个公式, 它们与牛顿 – 莱布尼茨公式的思想类似, 分别建立了

平面区域上的二重积分与该区域边界上的曲线积分、空间区域上的三重积分与该区

域边界上的曲面积分、以及曲面上的曲面积分与曲面边界线上的曲线积分之间的关

系. 这三个公式分别叫做格林公式、高斯公式和斯托克斯公式. 它们是多元函数积分

学中几个很重要的公式.

20.3.1 格林公式

定理 20.3.1(格林公式) 设 D 是平面上由一条或数条分段一阶光滑的闭曲线围

成的有界闭区域, P (x, y) 和 Q(x, y) 是定义在区域 D 上的一阶连续可微函数. 则有

∫∫

D

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮

∂D

Pdx + Qdy, (20.3.1)

其中 ∂D 的正向取为按 D 右旋的方向,

即沿 ∂D 行走时区域 D 总是位于左侧的

方向.

证明 先考虑 D 是第一类区域 (图

20-3-1)

D = {(x, y) : a 6 x 6 b, ϕ(x) 6 y 6 ψ(x)}

的情况, 其中 ϕ 和 ψ 都是区间 [a, b] 上的

连续可微函数. 这时, 根据重积分化累次

积分的定理有

图 20-3-1 第一类区域

∫∫

D

∂P

∂y
dxdy =

∫ b

a

(∫ ψ(x)

ϕ(x)

∂P (x, y)
∂y

dy
)
dx

=
∫ b

a

P (x, ψ(x))dx−
∫ b

a

P (x, ϕ(x))dx.
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而如果用 C1 和 C2 分别表示曲线 y = ϕ(x) (a 6 x 6 b) 和 y = ψ(x) (a 6 x 6 b), 其

中, C1 的正向取为 x 增加的方向, C2 的正向取为 x 减少的方向, 则因∫

B1B2

P (x, y)dx =
∫

A2A1

P (x, y)dx = 0,

所以有∫

∂D

P (x, y)dxdy =
∫

C1

P (x, y)dx +
∫

B1B2

P (x, y)dx +
∫

C2

P (x, y)dx +
∫

A2A1

P (x, y)dx

=
∫

C1

P (x, y)dx +
∫

C2

P (x, y)dx

=
∫ b

a

P (x, ϕ(x))dx−
∫ b

a

P (x, ψ(x))dx.

这样就得到了

−
∫∫

D

∂P

∂y
dxdy =

∫

∂D

P (x, y)dx. (20.3.2)

图 20-3-2 第二类区域

同理可证,如果D是第二类区域 (图 20-3-2)

D = {(x, y) : α(y) 6 x 6 β(y), c 6 y 6 d}

(其中 α和 β都是区间 [c, d]上的连续可微函数),

则有
∫∫

D

∂Q

∂y
dxdy =

∫

∂D

Q(x, y)dy. (20.3.3)

因此, 当 D 既是第一类又是第二类的区域

时, 把式 (20.3.2) 和式 (20.3.3) 相加, 就得到了

式 (20.3.1).

如果区域 D 虽然不是这种既是第一类又是第二类的区域, 但可以剖分成有限个

这种类型的小区域 D1, D2, · · · , Dn, 则有
∫∫

D

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

n∑

i=1

∫∫

Di

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=
n∑

i=1

∫

∂Di

Pdx + Qdy =
∫

∂D

Pdx + Qdy.

最后这个等式成立是因为, 沿每条剖分线积分时, 因为都是积分了两次, 且两次积分

的方向相反 (图 20-3-3), 所以沿所有剖分线的积分正负相消因而总和为零. 这就证明

了, 对于这种区域 (20.3.1) 是成立的.
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图 20-3-3 一般区域

最后, 对于如定理条件所述的一般区域, 可以通过用折线逼近区域 D 的边界 ∂D

的方法, 来证明式 (20.3.1) 也是成立的. 详细的推导这里从略. 证毕.

注意格林公式也可写成以下形式
∫∫

D

(∂P

∂x
+

∂Q

∂y

)
dxdy =

∮

∂D

Pdy −Qdx.

由格林公式 (20.3.1) 知, 对于二重积分
∫∫

D

f(x, y)dxdy, 假如存在两个连续可微

的函数 P 和 Q 使被积函数有表达式 f(x, y) =
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y
, 则此二重积分可

以化为在区域 D 的边界 ∂D 上的线积分
∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∮

∂D

P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

推论 20.3.1(二维分部积分公式) 设 D 是平面上由一条或数条分段光滑的闭曲

线围成的区域, P , Q, U , V 是 D 上的连续可微函数. 则有
∫∫

D

(
P

∂U

∂x
+ Q

∂V

∂y

)
dxdy =

∫

∂D

PUdy −QV dx−
∫∫

D

(
U

∂P

∂x
+ V

∂Q

∂y

)
dxdy.

其中 ∂D 的正向取为按 D 右旋的方向.

证明 根据格林公式, 有
∫∫

D

(
P

∂U

∂x
+ Q

∂V

∂y

)
dxdy +

∫∫

D

(
U

∂P

∂x
+ V

∂Q

∂y

)
dxdy

=
∫∫

D

(∂(PU)
∂x

+
∂(QV )

∂y

)
dxdy =

∫

∂D

PUdy −QV dx.

移项即得所要证的等式. 证毕.
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推论 20.3.2 设 D 是平面上由一条或数条分段光滑的闭曲线围成的区域. 则其

面积

|D| =
∫

∂D

xdy = −
∫

∂D

ydx =
1
2

∫

∂D

xdy − ydx.

其中 ∂D 的正向取为按 D 右旋的方向.

例 1 计算曲线积分

∫

C

2(1 + y2)e2xdx + ye2xdy√
1 + y2

,

其中 C 是上半椭圆
(x− a)2

a2
+

y2

b2
= 1, 并从点 O(0, 0) 到点 A(2a, 0).

解 如果应用计算第二型曲线积分的公式直接计算,则将十分复杂. 借助于格林

公式, 可以转化为计算比较简单的积分. 为此令 D 为所给定的上半椭圆与线段 OA

所包围的区域 (图 20-3-4). 则应用格林公式得
∫

C

2(1 + y2)e2xdx + ye2xdy√
1 + y2

= −
∫∫

D

[ ∂

∂x

( ye2x

√
1 + y2

)
− ∂

∂y

(2(1 + y2)e2x

√
1 + y2

)]
dxdy

+
∫

OA

2(1 + y2)e2xdx + ye2xdy√
1 + y2

= −
∫∫

D

0dxdy +
∫ 2a

0

2e2xdx = e2x
∣∣∣
2a

0
= e4a − 1.

y

b

O

∂b

a 2a

C

x

A

D

C

x

y

O

ε

图 20-3-4 例 1 中的积分路径 图 20-3-5 例 2 中的区域 D/Bε(0)

例 2 计算曲线积分

I =
∫

C

xdy − ydx

x2 + y2
,

其中 C 是逆时针旋转且不经过坐标原点的封闭分段光滑曲线. 考虑两种情况

(1) C 包围的区域不包含坐标原点; (2) C 包围的区域包含坐标原点.

解 用 D 表示 C 包围的区域. 则当 D 不包含坐标原点时, 函数 P (x, y) =
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− y

x2 + y2
和 Q(x, y) =

x

x2 + y2
都在 D 中连续可微. 因此应用格林公式得

∫

C

xdy − ydx

x2 + y2
=

∫∫

D

[ ∂

∂x

( x

x2 + y2

)
− ∂

∂y

( −y

x2 + y2

)]
dxdy

=
∫∫

D

( y2 − x2

(x2 + y2)2
+

x2 − y2

(x2 + y2)2
)
dxdy = 0.

当 D 包含坐标原点时, 因原点是函数 P (x, y) = − y

x2 + y2
和 Q(x, y) =

x

x2 + y2
的奇

点,即 P 和 Q不可微因而不满足格林公式条件的点,所以不能直接应用格林公式. 这

时取 ε > 0 充分小使闭圆盘 Bε(0) 包含于 D◦ (图 20-3-5). 在区域 D\Bε(0) 上应用格

林公式得

∫

C

xdy − ydx

x2 + y2
=

∫∫

D\Bε(0)

[ ∂

∂x

( x

x2 + y2

)
− ∂

∂y

( −y

x2 + y2

)]
dxdy +

∫

∂Bε(0)

xdy − ydx

x2 + y2

=
1
ε2

∫

∂Bε(0)

xdy − ydx.

对最后这个积分再次应用格林公式, 就得到

∫

C

xdy − ydx

x2 + y2
=

1
ε2

∫∫

Bε(0)

(∂x

∂x
− ∂(−y)

∂y

)
dxdy

=
2
ε2

∫∫

Bε(0)

dxdy =
2
ε2
· πε2 = 2π.

20.3.2 高斯公式

定理 20.3.2(高斯公式) 设 Ω 是空间中由一个或数个分块一阶光滑的闭曲面围

成的有界闭区域, P (x, y, z), Q(x, y, z) 和 R(x, y, z) 是定义在 Ω 上的一阶连续可微函

数. 则有

∫∫∫

Ω

(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz =

∫∫

∂Ω

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, (20.3.4)

其中 ∂Ω 的正向取为区域 Ω 的外侧方向.

证明 与格林公式的证明类似, 先考虑 Ω 是一些特殊区域的情况.

先设 Ω 是第一类区域:
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图 20-3-6 第一类区域

Ω = {(x, y, z) : (x, y) ∈ D,

ϕ(x, y) 6 z 6 ψ(x, y)},
其中, D 是平面上具有分段一阶光滑边界

的有界区域, ϕ 和 ψ 都是区域 D 上的连

续可微函数. 这时, Ω 的边界分为上底面、

下底面和侧面三个部分 (图 20-3-6, 其中

侧面有可能退化为一条封闭曲线),分别记

为 S1, S2 和 S3,它们的正侧规定与 ∂Ω 的

正侧一致. 根据三重积分化累次积分的定

理有

∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫

D

(∫ ψ(x,y)

ϕ(x,y)

∂R

∂z
dz

)
dxdy

=
∫∫

D

[R(x, y, ψ(x, y))−R(x, y, ϕ(x, y))]dxdy.

再来考虑

∫∫

∂Ω

Rdxdy. 有

∫∫

∂Ω

Rdxdy =
∫∫

S1

Rdxdy +
∫∫

S2

Rdxdy +
∫∫

S3

Rdxdy

=
∫∫

D

R(x, y, ψ(x, y))dxdy −
∫∫

D

R(x, y, ϕ(x, y))dxdy.

最后这个等式用到 ∫∫

S3

Rdxdy = 0,

这是因为 S3 在 Oxy 坐标面上的投影是一条曲线, 其面积为零, 所以根据第二型曲

面积分的定义可知任意函数在 S3 上关于 xy 坐标的第二型曲面积分都是零. 这就

证明了 ∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫

∂Ω

Rdxdy. (20.3.5)

同理可证, 当 Ω 是第二类区域, 即形如

Ω = {(x, y, z)：(y, z) ∈ D, ϕ(y, z) 6 x 6 ψ(y, z)}

的区域时, 有 ∫∫∫

Ω

∂P

∂x
dxdydz =

∫∫

∂Ω

Pdydz. (20.3.6)
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当 Ω 是第三类区域, 即形如

Ω = {(x, y, z) : (z, x) ∈ D,：ϕ(z, x) 6 y 6 ψ(z, x)}
的区域时, 有 ∫∫∫

Ω

∂Q

∂x
dxdydz =

∫∫

∂Ω

Qdzdx. (20.3.7)

因此, 如果 Ω 同时兼备这样三类区域的性质 (称这种区域为简单区域), 则把式

(20.3.5), 式 (20.3.6) 和式 (20.3.7) 三式相加, 就得到了式 (20.3.4).

显然,如果 Ω 不是简单区域但却能够剖分成有限个简单区域的并集,则类似于格

林公式的推导即知式 (20.3.4) 仍然成立. 对于如定理条件所述的一般区域, 可以通过

用内接多面体去逼近区域 Ω 的方法, 来证明式 (20.3.4)也是成立的. 详细的推导这里

从略. 证毕.

由高斯公式可知, 对于三重积分
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz, 如果存在三个连续可微

的函数 P , Q 和 R 使被积函数有表达式

f(x, y, z) =
∂P (x, y, z)

∂x
+

∂Q(x, y, z)
∂y

+
∂R(x, y, z)

∂z
,

则此三重积分可以化为在区域 Ω 的边界 ∂Ω 上的面积分∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫

∂Ω

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy.

推论 20.3.3(三维分部积分公式) 设 Ω 是 R3 中具有连续边界的有界闭区域,

P , Q, R, U , V , W 都是 Ω 上的连续可微函数. 则有
∫∫∫

Ω

(
P

∂U

∂x
+ Q

∂V

∂y
+ R

∂W

∂z

)
dxdydz =

∫∫

∂Ω

(PU cos α + QV cos β + RW cos γ)dσ

−
∫∫∫

Ω

(
U

∂P

∂x
+ V

∂Q

∂y
+ W

∂R

∂z

)
dxdydz.

其中 (cos α, cos β, cos γ) 是 Ω 边界的单位外法向量的方向余弦.

证明 应用高斯公式, 有
∫∫∫

Ω

(
P

∂U

∂x
+ Q

∂V

∂y
+ R

∂W

∂z

)
dxdydz +

∫∫∫

Ω

(
U

∂P

∂x
+ V

∂Q

∂y
+ W

∂R

∂z

)
dxdydz

=
∫∫∫

Ω

(∂(PU)
∂x

+
∂(QV )

∂y
+

∂(RW )
∂z

)
dxdydz

=
∫∫

∂Ω

PUdydz + QV dzdx + RWdxdy

=
∫∫

∂Ω

(PU cos α + QV cos β + RW cos γ)dσ.
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移项即得所要证的等式. 证毕.

推论 20.3.4 设 Ω 是空间中由一个或数个分块光滑的闭曲面围成的区域. 则其

体积

|Ω |=
∫∫

∂Ω

xdydz =
∫∫

∂Ω

ydzdx =
∫∫

∂Ω

zdxdy

=
1
3

∫∫

∂Ω

xdydz + ydzdx + zdxdy,

其中 ∂Ω 的正侧取为外侧.

例 3 计算曲面积分

I =
∫∫

S

x2dydz + y2dzdx + z2dxdy,

其中 S 是圆锥面 x2 + y2 = z2 夹在平面 z = 0 和 z = c (c > 0) 之间的部分, 正侧为

圆锥面的外侧.

解 令 Ω 为圆锥面 x2 + y2 = z2 和平面 z = c 所包围的区域, 则应用高斯

公式得∫∫

S

x2dydz + y2dzdx + z2dxdy =
∫∫∫

Ω

2(x + y + z)dxdydz

−
∫∫

z=c,x2+y26c2
x2dydz + y2dzdx + z2dxdy

= 2
∫∫∫

Ω

zdxdydz − c2

∫∫

x2+y26c2
dxdy

= 2
∫ 2π

0

dθ

∫ c

0

dz

∫ z

0

zrdr − πc4

= 2π
∫ c

0

z3dz − πc4 =
1
2
πc4 − πc4 = −1

2
πc4.

例 4 计算曲面积分

I =
Q

4πε0

∫∫

S

xdydz + ydzdx + zdxdy

(x2 + y2 + z2)
3
2

,

其中 S 是不经过坐标原点的分块光滑的闭曲面, 以外侧为正侧. 考虑两种情况:

(1) S 包围的区域不包含坐标原点; (2) S 包围的区域包含坐标原点.

解 用 Ω 表示 S 包围的区域. 当 Ω 不包含坐标原点时, 直接应用高斯公式得

I =
Q

4πε0

∫∫∫

Ω

[ ∂

∂x

( x

r3

)
+

∂

∂y

( y

r3

)
+

∂

∂z

( z

r3

)]
dxdydz (r =

√
x2 + y2 + z2)

=
Q

4πε0

∫∫∫

Ω

(r2 − 3x2

r5
+

r2 − 3y2

r5
+

r2 − 3z2

r5

)
dxdydz = 0.
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当 Ω 包含坐标原点时, 与例 2 类似取 ε > 0 充分小使闭球 Bε(0) 包含于 Ω 的内域.

在区域 Ω\Bε(0) 上应用高斯公式得

I =
Q

4πε0

∫∫∫

Ω\Bε(0)

[ ∂

∂x

( x

r3

)
+

∂

∂y

( y

r3

)
+

∂

∂z

( z

r3

)]
dxdydz

+
Q

4πε0

∫∫

∂Bε(0)

xdydz + ydzdx + zdxdy

(x2 + y2 + z2)
3
2

=
Q

4πε0ε3

∫∫

∂Bε(0)

xdydz + ydzdx + zdxdy

=
Q

4πε0ε3

∫∫∫

Bε(0)

3 dxdydz =
3Q

4πε0ε3
· 4
3
πε3 =

Q

ε0
.

20.3.3 斯托克斯公式

定理 20.3.3(斯托克斯公式) 设 S 是空间中的一个分块光滑曲面, 其边界 C 是

分段光滑的封闭曲线. 又设 P (x, y, z), Q(x, y, z) 和 R(x, y, z) 是在包含曲面 S 连同其

边界 C 的某个区域 Ω 上的一阶连续可微的函数. 则有
∫∫

S

(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=
∫

C

Pdx + Qdy + Rdz,

(20.3.8)

其中 S 的正侧与 C 的正向按右手螺旋法则确定, 即把右手的四个手指指向 C 的正

向, 则大拇指便指向 S 的正侧.

证明 先考虑一种特殊情况. 设曲面 S 由参数方程

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D

给出, 并且曲线 C 是区域 D 的边界 ∂D 在此映照下的图像, 而 ∂D 由参数方程

u = u(t), v = v(t), a 6 t 6 b

给出, 其中, u(a) = u(b), v(a) = v(b), 且 x(u, v), y(u, v) 和 z(u, v) 都在区域 D 上有二

阶连续的偏导数, u(t) 和 v(t) 在 [a, b] 上分段连续可微 (图 20-3-7). 为下面推导中记

号简单, 引进以下记号

x(t) = x(u(t), v(t)), y(t) = y(u(t), v(t)), z(t) = z(u(t), v(t)),

P (u, v) = P (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), f(u, v) = P (u, v)xu(u, v), g(u, v) = P (u, v)xv(u, v).
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v

O u

D

z

x

O
y

C

S

∂D

图 20-3-7 曲面 S 与平面区域 D

下面证明
∫∫

S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy =

∫

C

P (x, y, z)dx. (20.3.9)

我们有

∫

C

P (x, y, z)dx=
∫ b

a

P (x(t), y(t), z(t))x′(t)dt

=
∫ b

a

P (u(t), v(t))[xu(u(t), v(t))u′(t) + xv(u(t), v(t))v′(t)]dt

=
∫ b

a

[f(u(t), v(t))u′(t) + g(u(t), v(t))v′(t)]dt

=
∫

∂D

f(u, v)du + g(u, v)dv.

应用格林公式得

∫

∂D

f(u, v)du + g(u, v)dv =
∫∫

D

(∂g(u, v)
∂u

− ∂f(u, v)
∂v

)
dudv

=
∫∫

D

[Pu(u, v)xv(u, v)− Pv(u, v)xu(u, v)]dudv.

由于

Puxv − Pvxu = (Pxxu + Pyyu + Pzzu)xv − (Pxxv + Pyyv + Pzzv)xu

= Pz(zuxv − zvxu)− Py(xuyv − xvyu)

=
∂P

∂z

∂(z, x)
∂(u, v)

− ∂P

∂y

∂(x, y)
∂(u, v)

,
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所以 ∫

∂D

f(u, v)du + g(u, v)dv =
∫∫

D

(∂P

∂z

∂(z, x)
∂(u, v)

− ∂P

∂y

∂(x, y)
∂(u, v)

)
dudv

=
∫∫

S

∂P

∂z
dzdx− ∂P

∂y
dxdy.

这就证明了式 (20.3.9).

同理可证 ∫∫

S

∂Q

∂x
dxdy − ∂Q

∂z
dydz =

∫

C

Q(x, y, z)dy, (20.3.10)

∫∫

S

∂R

∂y
dydx− ∂R

∂x
dzdx =

∫

C

R(x, y, z)dz. (20.3.11)

把式 (20.3.9)∼ 式 (20.3.11) 相加, 就得到了式 (20.3.8).

对于 S 是一般的分块二阶光滑曲面的情况, 可以对它进行剖分, 使得剖分出的每

个小块曲面都满足前面假设的条件, 进而运用与格林公式的证明类似的推导, 即知对

这样的曲面而言式 (20.3.8) 仍然成立.

最后, 对一般的分块光滑曲面, 可通过用分块二阶光滑曲面来逼近的方法证明式

(20.3.8). 细节这里从略. 证毕.

斯托克斯公式中曲面积分部分的表达式不好记忆. 为了解决这个问题, 把这部分

表达式写作一个行列式, 即

(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dydz dzdx dxdy

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

因此斯托克斯公式可以形式地表示成

∫

∂S

Pdx + Qdy + Rdz =
∫∫

S

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dydz dzdx dxdy

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

必须注意, 这样的写法是纯形式的, 完全是为了记忆方便. 21 章将学习微分形式和外

微分运算. 借助于这些数学工具, 斯托克斯公式就变得很简单因而很容易记忆了, 见

21.3 节末尾的说明.

例 5 计算曲线积分
∫

C

(x2 − yz)dx + (y2 − xz)dy + (z2 − xy)dz,
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其中 C 是螺线 x = a cos θ, y = a sin θ, z = bθ 从点 A(a, 0, 0)到点 B(a, 0, 2πb)的部分.

解 令 S 是以由直线段 AB 和曲线 C 形成的封闭曲线为边界的任意光滑曲面,

正侧为 Oz 轴的正向一侧. 则根据斯托克斯公式有
∫

C

(x2 − yz)dx + (y2 − xz)dy + (z2 − xy)dz

=
∫

AB

(x2 − yz)dx + (y2 − xz)dy + (z2 − xy)dz +
∫∫

S

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dydz dzdx dxdy

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

x2 − yz y2 − xz z2 − xy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∫ 2πb

0

z2dz =
8
3
π3b3.

习 题 20.3

1. 应用格林公式计算下列积分:

(1)
∫

C

ax2ydx + bxy2dy, 其中, C 为圆周 x2 + y2 = R2 (R > 0), 正向为顺时针

方向;

(2)
∫

C

(x−y)mdx+(x+y)ndy (m,n为正整数),其中, C 为正方形区域 |x+y| 6 1,

|x− y| 6 1 的边界线, 正向为逆时针方向;

(3)
∫

C

(mx3+a2y3−3cxy2)dx−(a2x3+ny3+3cx2y)dy,其中, C为椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1,

正向为顺时针方向;

(4)
∫

C

(ex sin y − ay)dx + (ex cos y + ax)dy, 其中, C 为两条抛物线 y = ax2 − 1 和

y = 1− ax2 (a > 0) 包围区域的边界线, 正向为逆时针方向;

(5)
∫

C

ex(x cos y−y sin y)dx−ex(y cos y+x sin y)dy,其中, C 为上半圆周 x2+y2 =

2ax, y > 0, 正向为从原点到 (2a, 0);

(6)
∫

C

(y sinxy + sin x cosh y − y)dx + (x sinxy − cos x sinh y + x)dy, 其中, C 为折

线 OAB, 而 O, A, B 三点的坐标分别为 (0, 0), (1, 1), (2, 0).

2. 设 Ca 为半圆周 x2 + y2 = 2ax, y > 0 (a > 0), 且以 O(0, 0) 为始点, 以 A(2a, 0)

为终点. 证明:

lim
a→+∞

∫

Ca

ey2−x2
(cos 2xydx + sin 2xydy) =

√
π

2
.
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3. 设 C 为平面上的光滑简单闭曲线, n 是其单位外法向量, l 为平面上任意一个固

定的单位向量. 证明: ∫

C

cos〈n, l〉ds = 0.

4. 设 C 为平面上的光滑简单闭曲线, n 是其单位外法向量, r 为从平面上一固定点

P0(x0, y0) 到 C 上任意点 P (x, y) 的向径, r = |r|. 证明:

∫

C

cos〈n, r〉
r

ds =

{
0, 当 P0 在 C 包围的区域外面,

2π, 当 P0 在 C 包围的区域里面.

5. 应用高斯公式计算下列积分:

(1)
∫∫

S

cos x2dydz + cos y2dzdx + cos z2dxdy, 其中 S 为立方体 0 6 x 6
√
π,

0 6 y 6
√
π, 0 6 z 6

√
π 的外表面;

(2)
∫∫

S

x3

a2
dydz +

y3

b2
dzdx +

z3

c2
dxdy, 其中 S 为椭球面

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 的外表

面;

(3)
∫∫

S

xdydz + ydzdx + zdxdy, 其中 S 为上半球面 z =
√

a2 − x2 − y2 的上侧;

(4)
∫∫

S

(a1x + b1y + c1z)dydz + (a2x + b2y + c2z)dzdx + (a3x + b3y + c3z)dxdy, 其

中 S 为以下八面体的外表面.

|3x + 2y + z|+ |x + 3y + 2z|+ |2x + y + 3z| 6 1;

(5)
∫∫

S

x3dydz + y3dzdx + z3dxdy, 其中 S 为圆锥面 z2 = x2 + y2 在 0 6 z 6 h

的部分, 以上侧为正侧.

6. 证明: ∫∫∫

Ω

dxdydz

r
=

1
2

∫∫

∂Ω

cos〈r,n〉dσ,

其中, Ω 是以分块光滑的简单闭曲面为边界的有界区域, n 为 ∂Ω 的单位外法向

量, r 为空间任意点 (x, y, z) 的向径, r = |r|.
7. R3 上的拉普拉斯算子 ∆ 定义为

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
.

277



数学分析教程 (下册)

设 Ω 是以分块光滑的简单闭曲面为边界的有界闭区域, n 为 ∂Ω 的单位外法向

量. 假定 u, v 都是 Ω 上的二阶连续可微函数. 证明以下公式:

(1)
∫∫

Ω

v∆udxdydz =
∫∫

∂Ω

v
∂u

∂n
dσ −

∫∫∫

Ω

∇u · ∇vdxdydz;

(2)
∫∫∫

Ω

(u∆v − v∆u)dxdydz =
∫∫

∂Ω

(
u

∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS;

(3)
∫∫∫

Ω

u∆udxdydz =
∫∫

∂Ω

u
∂u

∂n
dσ −

∫∫∫

Ω

|∇u|2dxdydz;

(4)
∫∫∫

Ω

∆udxdydz =
∫∫

∂Ω

∂u

∂n
dσ.

8. 设 S 是分块光滑的简单闭曲面. 令 V 表示由 S 所围区域的体积. 证明以下公式:

(1) V =
1
6

∫∫

S

xdydz + 2ydzdx + 3zdxdy;

(2) V =
1
3

∫∫

S

|r| cos〈r,n〉dσ, 其中 r 为 S 上任意点 (x, y, z) 的向径.

9. 应用斯托克斯公式计算下列积分:

(1)
∫

C

(y − z)dx + (z − x)dy + (x− y)dz, 其中, C 为圆柱面 x2 + y2 = a2 与平面

x

a
+

z

b
= 1 的交线, 从 Oz 轴正向看其走向为逆时针方向;

(2)
∫

C

(y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz, 其中,C 为椭球面
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 与

平面
x

a
+

y

b
+

z

c
= 0 的交线, 从 Oz 轴正向看其走向为逆时针方向;

(3)
∫

C

(y2 − z2)dx + (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz, 其中, C 为球面 x2 + y2 + z2 = a2

与平面 x + y + z = 0 的交线, 从 Oz 轴正向看其走向为逆时针方向;

(4)
∫

C

(y2 + z2)dx + (z2 + x2)dy + (x2 + y2)dz,其中, C 为球面 x2 + y2 + z2 = 2ax

与圆柱面 x2 + y2 = 2bx (0 < b < a) 的交线在上半空间 z > 0 的部分, 其走向

为球面 x2 + y2 + z2 = 2ax 上它所包围面积小的区域在其左侧.
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正如一元函数的积分需要考虑广义积分和含参变量的积分一样,对于多元函数的

积分即重积分, 同样也需要考虑广义重积分和含参变量的重积分. 这些理论基本上是

与一元函数的广义积分和含参变量的积分理论平行的. 本章首先对广义重积分和含

参变量的重积分做简单的讨论,然后将重点考虑与含参变量的重积分紧密相关的两个

问题：函数的磨光和单位分解,它们在处理许多涉及多元函数的问题时有重要的应用.

21.1 广义重积分和含参量的重积分

21.1.1 广义重积分

和一元函数的广义积分一样,多元函数的广义重积分也在许多理论和应用问题中

经常遇到. 例如, 从 5.3 节知道, 大气密度 ρ 随海拔高度 h 变化的公式为

ρ = ρ0e−λh,

其中, ρ0 表示海平面上的大气密度, λ为正常数. 因此,如果以地球中心为坐标原点建

立笛卡儿直角坐标系,并令 R表示地球的半径 (认为地球是一个严格的球体),则在区

域 x2 + y2 + z2 > R2 中的任意一点 (x, y, z), 大气的密度为

ρ(x, y, z) = ρ0e−λ(
√

x2+y2+z2−R) = ae−λ
√

x2+y2+z2
,

其中 a = ρ0eλR. 依据此公式, 围绕在地球周围的大气的总质量为广义重积分：

M = a

∫∫∫

x2+y2+z2>R2
e−λ

√
x2+y2+z2

dxdydz.

定义 21.1.1 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的无界区域, f 是定义在 Ω

上的函数, 使得对任意具有连续边界的有界区域 U ⊆ Ω , f 都在 U 上黎曼可积. 如果

存在实数 I, 使对任意给定的 ε > 0, 都存在相应的 R > 0, 使对任意满足条件

Ω
⋂

B(0, R) ⊆ U ⊆ Ω (21.1.1)
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的具有连续边界的有界区域 U 都成立
∣∣∣
∫

U

f(x)dx− I
∣∣∣ < ε, (21.1.2)

则称广义重积分

∫

Ω

f(x)dx 收敛, 并称 I 为该广义重积分的积分值, 记作
∫

Ω

f(x)dx

= I.

图 21-1-1 区域 U 的位置

上述定义中三个区域 Ω
⋂

B(0, R), U 和 Ω

的关系如图 21-1-1 所示.

对于定义在无界区间 [a,+∞) 上的一元

函数 f , 无穷积分
∫ +∞

a

f(x)dx 是作为函数

F (b) =
∫ b

a

f(x)dx 当 b → +∞ 时的极限定义

的. 上述定义表明, 多元函数在无界区域上的

广义重积分则不能按此方法处理. 特别地, 广

义重积分

∫

Ω

f(x)dx 不能作为函数

F (R) =
∫

Ω
⋂

B(0,R)

f(x)dx

当 R → +∞ 时的极限来定义. 例如, 在整个 R2 上的广义重积分

∫∫

R2
xdxdy 显然不

能认为是收敛的 (按定义 21.1.1 它也的确不收敛). 但是显然有

F (R) =
∫∫

B(0,R)

xdxdy = 0 → 0 当 R → +∞.

这个例子也说明,在定义 21.1.1中要求使式 (21.1.2)成立的区域 U 是满足条件 (21.1.1)

的任意区域, 而不是某类特别的区域, 是很重要的.

当然, 如果已经知道广义重积分
∫

Ω

f(x)dx 收敛, 则当 R → +∞ 时函数 F (R) =
∫

Ω
⋂

B(0,R)

f(x)dx 显然也收敛, 且

lim
R→+∞

∫

Ω
⋂

B(0,R)

f(x)dx =
∫

Ω

f(x)dx,

即考虑函数 F (R) 当 R → +∞ 时的极限可以用来求已经确立了收敛性的广义重积分∫

Ω

f(x)dx 的积分值.

虽然无界区域上的广义重积分与一元函数的无穷积分有以上重要的区别,但是关

于这类积分敛散性的判别,却在很大程度上可以仿照一元函数无穷积分的敛散性判别

法来进行. 特别地, 有下述基本的定理.
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定理 21.1.1(柯西收敛准则) 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的无界区域,

f 是定义在 Ω 上的函数, 使得对任意具有连续边界的有界区域 U ⊆ Ω , f 都在 U 上

黎曼可积.则广义重积分
∫

Ω

f(x)dx收敛的充要条件是对任意给定的 ε > 0,存在相应

的 R > 0, 使对任意具有连续边界且满足条件 U ⊆ Ω\B(0, R) 的有界区域 U 都成立

∣∣∣
∫

U

f(x)dx
∣∣∣ < ε.

证明 必要性是显然的. 为证明充分性, 先考虑函数

F (R) =
∫

Ω
⋂

BR(0)

f(x)dx.

这个函数对充分大的 R 都有定义, 且在所设条件下当 R → +∞ 时有极限. 记此极限

为 I. 则应用所设条件不难证明, 定义 21.1.1 中的条件对此 I 是满足的. 所以广义重

积分

∫

Ω

f(x)dx 收敛于 I. 证毕.

推论 21.1.1 设 f > 0. 则广义重积分
∫

Ω

f(x)dx 收敛的充要条件是函数

F (R) =
∫

Ω
⋂

BR(0)

f(x)dx.

当 R → +∞ 时有极限.

根据柯西收敛准则知, 如果广义重积分
∫

Ω

|f(x)|dx 收敛, 则广义重积分
∫

Ω

f(x)dx也收敛. 在这种情况下,称
∫

Ω

f(x)dx绝对收敛.相反,如果
∫

Ω

f(x)dx收敛

而

∫

Ω

|f(x)|dx 不收敛, 则称
∫

Ω

f(x)dx条件收敛. 应用柯西收敛准则, 得到下列关于

广义重积分绝对收敛的最基本 (也最常用) 判别法.

定理 21.1.2(比较判别法) 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的无界区域, f

是定义在 Ω 上的函数, 使得对任意具有连续边界的有界区域 U ⊆ Ω , f 都在 U 上黎

曼可积. 又设存在满足同样条件的非负函数 g 使得

|f(x)| 6 g(x), ∀x ∈ Ω ,

且

∫

Ω

g(x)dx 收敛, 则
∫

Ω

f(x)dx 绝对收敛.

证明很简单, 留给读者. 把这个定理与推论 21.1.1 相结合, 就得到

推论 21.1.2 对于无界区域 Ω ⊆ Rm 上的广义重积分

∫

Ω

f(x)dx, 设存在常数

p > m 和 C > 0 使成立

|f(x)| 6 C(1 + |x|)−p, ∀x ∈ Ω .
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则它绝对收敛.

证明 根据定理 21.1.2, 只需证明
∫

Ω

(1 + |x|)−pdx 收敛. 根据推论 21.1.1, 这只

需证明函数

F (R) =
∫

Ω
⋂

BR(0)

(1 + |x|)−pdx

当 R → +∞ 时有极限. 由于这个函数是单增函数, 所以为证明它当 R → +∞ 时有极
限, 只需证明它有界. 有

F (R) 6
∫

BR(0)

(1 + |x|)−pdx = σm

∫ R

0

(1 + r)−prm−1dr

6σm

∫ R

0

(1 + r)−p+m−1dr =
σm

p−m
[1− (1 + R)−p+m] <

σm

p−m
.

σm 表示 m− 1 维单位球面 Sm−1 的表面积：σm =
2π

m
2

Γ
(m

2

) . 这就证明了函数 F (R) 是

有界的. 证毕.

对于在某个点 x0 处无界因而在包含该点的区域上不黎曼可积的多元函数, 也可

类似于一元函数的瑕积分来处理它的积分问题. 下面给出定义.

定义 21.1.2 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的有界区域, x0 ∈ Ω , f 是定

义在 Ω\{x0}上的函数,使得对任意具有连续边界且与点 x0 有正距离的区域 Ω1 ⊆ Ω ,

f 都在 Ω1 上黎曼可积. 如果存在实数 I, 使对任意给定的 ε > 0, 都存在相应的充分

小的 δ > 0, 使对任意满足条件

x0 ∈ U◦ ⊆ B(x0, δ) (21.1.3)

图 21-1-2 区域 U 的位置

的区域 U 都成立

∣∣∣
∫

Ω\U
f(x)dx− I

∣∣∣ < ε, (21.1.4)

则称广义重积分

∫

Ω

f(x)dx收敛, 并称 I 为该广义重

积分的积分值, 记作
∫

Ω

f(x)dx = I. 点 x0 叫做
∫

Ω

f(x)dx 的瑕点.

上述定义中三个区域 B(x0, δ), U 和 Ω 的关系如

图 21-1-2 所示.

类似于无界区域上的广义重积分,有瑕点的广义重积分
∫

Ω

f(x)dx不能作为函数

G(δ) =
∫

Ω\B(x0,δ)

f(x)dx
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当 δ → 0+ 时的极限来定义. 例如, 以原点为瑕点的广义重积分
∫∫

x2+y261

x

(x2 + y2)2
dxdy

按定义 21.1.2 是不收敛的. 但是显然有

G(δ) =
∫∫

δ<x2+y261

x

(x2 + y2)2
dxdy = 0 → 0, 当 δ → 0+.

这个例子也说明,在定义 21.1.2中要求使式 (21.1.4)成立的区域 U 是满足条件 (21.1.3)

的任意区域, 而不是某类特别的区域, 是很重要的.

当然, 如果已经知道广义重积分
∫

Ω

f(x)dx 收敛, 则当 δ → 0+ 时, 函数 G(δ) =
∫

Ω\B(x0,δ)

f(x)dx 显然也收敛, 且

lim
δ→0+

∫

Ω\B(x0,δ)

f(x)dx =
∫

Ω

f(x)dx,

即考虑函数 G(δ) 当 δ → 0+ 时的极限可以用来求已确立了收敛性的广义重积分∫

Ω

f(x)dx 的积分值.

类似于无界区域上的广义重积分,有瑕点的广义重积分在很大程度上可以仿照一

元函数瑕积分来讨论. 特别地, 有下述基本的定理.

定理 21.1.3(柯西收敛准则) 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的有界区域,

x0 ∈ Ω , f 是定义在 Ω\{x0} 上的函数, 使得对任意具有连续边界且与点 x0 有正距离

的区域 U ⊆ Ω , f 都在 U 上黎曼可积. 则广义重积分
∫

Ω

f(x)dx 收敛的充要条件是对

任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使对任意具有连续边界且与点 x0 有正距离并

满足条件 U ⊆ Ω
⋂

B(x0, δ) 的区域 U 都成立

∣∣∣
∫

U

f(x)dx
∣∣∣ < ε.

证明留给读者.

推论 21.1.3 设 f > 0,
∫

Ω

f(x)dx 是以 x0 ∈ Ω 为唯一瑕点的广义重积分. 则
∫

Ω

f(x)dx 收敛的充要条件是函数

G(δ) =
∫

Ω\B(x0,δ)

f(x)dx

当 δ → 0+ 时有极限.

根据柯西收敛准则知,如果广义重积分
∫

Ω

|f(x)|dx收敛,则广义重积分
∫

Ω

f(x)dx
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也收敛. 在这种情况下, 称
∫

Ω

f(x)dx绝对收敛. 相反, 如果
∫

Ω

f(x)dx 收敛而
∫

Ω

|f(x)|dx不收敛,则称
∫

Ω

f(x)dx条件收敛. 应用柯西收敛准则,容易得到下列关于

广义重积分绝对收敛的最基本 (也最常用) 判别法.

定理 21.1.4(比较判别法) 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的有界区域, f

是定义在 Ω 上且在 Ω 中有瑕点 x0 的函数,使得对任意具有连续边界且与点 x0 有正

距离的区域 U ⊆ Ω , f 都在 U 上黎曼可积.又设存在满足同样条件的非负函数 g 使得

|f(x)| 6 g(x), ∀x ∈ Ω ,

且

∫

Ω

g(x)dx 收敛, 则
∫

Ω

f(x)dx 绝对收敛.

证明留给读者. 把这个定理与推论 21.1.3 相结合, 就得到

推论 21.1.4 对于有界区域 Ω ⊆ Rm 上以 x0 ∈ Ω 为唯一瑕点的广义重积分∫

Ω

f(x)dx, 设存在常数 0 < p < m 和 C > 0 使成立

|f(x)| 6 C|x− x0|−p, ∀x ∈ Ω\{x0}.

则它绝对收敛.

证明 根据定理 21.1.4, 只需证明
∫

Ω

|x − x0|−pdx 收敛. 根据推论 21.1.3, 这只

需证明函数

G(δ) =
∫

Ω\B(x0,δ)

|x− x0|−pdx

当 δ → 0+ 时有极限. 由于这个函数是单减函数, 所以为证明它当 δ → 0+ 时有极限,

只需证明它有界. 取 R > 0 充分大使 Ω ⊆ B(0, R), 有

G(δ) 6
∫

B(x0,R)\B(x0,δ)

|x− x0|−pdx = σm

∫ R

δ

r−p+m−1dr

=
σm

m− p
(Rm−p − δm−p) <

σm

m− p
Rm−p.

因此 G(δ) 是有界的. 证毕.

以上我们只讨论了只有一个瑕点的瑕积分. 对于含有不止一个但却只有有限多

个瑕点的瑕积分,显然可以通过运用剖分区域的方法化归为只含一个瑕点的情况来讨

论.另外,对于被积函数不是在个别点处无界、而是在一条或数条曲线 (一个或数个曲

面上) 无界的瑕积分, 也可类似地讨论其收敛性. 这里就不再赘述了.

21.1.2 含参变量的重积分

对于含参变量的重积分和广义重积分,处理方法与含参变量的定积分和一元广义

积分完全类似. 先看含参变量的重积分.
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定理 21.1.5 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的有界闭区域, D 是 Rk 中的

一个点集, f(x, y) 是定义在 D × Ω 上的函数, 对每个 x ∈ D, f(x, y) 作为变元 y 的函

数在 Ω 上黎曼可积. 令

F (x) =
∫

Ω

f(x, y)dy, x ∈ D.

则有下列结论：

(1) 如果 D 是开集或者闭集, f(x, y) 在 D × Ω 上连续, 则 F (x) 在 D 上连续, 即

对每个点 x0 ∈ D 成立

lim
x→x0
x∈D

∫

Ω

f(x, y)dy =
∫

Ω

f(x0, y)dy =
∫

Ω

lim
x→x0
x∈D

f(x, y)dy.

(2) 如果 D 是开集, f(x, y) 关于变元 x 在 D × Ω 上有关于其某个分变元 xi 的

偏导数, 且
∂f

∂xi
(x, y)在 D×Ω 上连续,则 F (x)在 D 上关于分变元 xi 有连续的偏导

数, 且
∂F (x)
∂xi

=
∂

∂xi

∫

Ω

f(x, y)dy =
∫

Ω

∂f

∂xi
(x, y)dy, x ∈ D.

(3) 如果 D 是具有连续边界的有界闭区域, f(x, y) 在 D × Ω 上连续, 则
∫

D

( ∫

Ω

f(x, y)dy
)
dx =

∫

Ω

( ∫

D

f(x, y)dx
)
dy =

∫∫

D×Ω

f(x, y)dxdy.

证明 对于结论 (1), 先看 D 是开集的情况. 这时 D 中每个点都是内点. 因此

对任意 x0 ∈ D, 存在相应的 σ > 0 使 B(x0, σ) ⊆ D. 由于 B(x0, σ) × Ω 是 Rk ×Rm

中的有界闭集且 f(x, y) 在 B(x0, σ) × Ω 上连续, 所以 f(x, y) 在 B(x0, σ) × Ω 上

一致连续. 因此, 对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 使对任意两点 (x′, y′),

(x′′, y′′) ∈ B(x0, δ)× Ω , 只要 |x′ − x′′| < δ, |y′ − y′′| < δ, 就有

|f(x′, y′)− f(x′′, y′′)| < ε

|Ω | .

因此当 |x− x0| < min{δ, σ} 时, 有

|f(x, y)− f(x0, y)| < ε

|Ω | , ∀y ∈ Ω ,

进而

|F (x)− F (x0)| =
∣∣∣
∫

Ω

f(x, y)dy −
∫

Ω

f(x0, y)dy
∣∣∣

6
∫

Ω

|f(x, y)− f(x0, y)|dy 6 ε

|Ω | · |Ω | = ε.
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所以 F (x) 在 D 上每个点 x0 处都连续.

再看 D 是闭集的情况. 这时对任意 x0 ∈ D 和任意选定的 σ > 0, 由于 (B(x0,

σ)
⋂

D)×Ω 是 Rk ×Rm 中的有界闭集且 f(x, y)在 (B(x0, σ)
⋂

D)×Ω 上连续,所以

运用与上面完全类似的推导, 即知对任意给定的 ε > 0, 存在相应的 δ > 0, 当 x ∈ D

且 |x− x0| < min{δ, σ} 时, 就有

|F (x)− F (x0)| 6 ε.

所以 F (x) 也在 D 上每个点 x0 处都连续.

为证结论 (2), 只需证明对任意 x0 ∈ D 都成立

lim
t→0

F (x0 + tei)− F (x0)
t

=
∫

Ω

∂f

∂xi
(x0, y)dy,

其中 ei 表示 Rk 中第 i 个分量为 1 而其余分量都是 0 的向量. 为此选取 σ > 0 充分

小使 B(x0, σ) ⊆ D, 然后对任意 (t, y) ∈ [−σ, σ]× Ω , 令

g(t, y) =





1
t
[f(x0 + tei, y)− f(x0, y)], 当 t 6= 0,

∂f

∂xi
(x0, y), 当 t = 0.

应用微分中值定理和函数
∂f

∂xi
(x, y)的连续性,不难证明 g(t, y)在 [−σ, σ]×Ω 上连续.

于是由已证明的结论 (1) 得

lim
t→0

∫

Ω

g(t, y)dy =
∫

Ω

g(0, y)dy.

这正是所要证明的等式.

最后, 结论 (3) 是定理 19.3.2 和结论 (1) 的直接推论. 证毕.

再看含参变量的广义重积分. 这时, 类似于含参变量的一元广义积分, 为得到与

上述定理各结论相应的结论, 需要附加广义重积分关于参变量一致收敛的条件. 一致

收敛的定义就不写了, 只写出结论.

定理 21.1.6(M 判别法) 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的闭区域, D 是

Rk 中的一个点集, f(x, y) 是定义在 D × Ω 上的函数, 使对每个 x ∈ D,
∫

Ω

f(x, y)dy

是收敛的广义重积分. 如果存在定义在 Ω 上的非负函数 g 使成立

|f(x, y)| 6 g(y), ∀(x, y) ∈ D × Ω ,

且广义重积分

∫

Ω

g(y)dy 收敛, 则
∫

Ω

f(x, y)dy 关于 x ∈ D 一致收敛.
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定理 21.1.7 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的闭区域, D 是 Rk 中的一个

点集, f(x, y) 是定义在 D ×Ω 上的函数, 使对每个 x ∈ D,
∫

Ω

f(x, y)dy 是收敛的广义

重积分. 令

F (x) =
∫

Ω

f(x, y)dy, x ∈ D.

则有下列结论：

(1)如果 D是开集或者闭集, f(x, y)在 D×Ω 上连续,且广义重积分
∫

Ω

f(x, y)dy

关于 x ∈ D 局部地一致收敛, 即对任意 x0 ∈ D 存在相应的 δ > 0, 使这个广义重积分

关于 x ∈ D
⋂

B(x0, δ) 一致收敛, 则 F (x) 在 D 上连续, 即对每个点 x0 ∈ D 都成立

lim
x→x0
x∈D

∫

Ω

f(x, y)dy =
∫

Ω

f(x0, y)dy =
∫

Ω

lim
x→x0
x∈D

f(x, y)dy.

(2)如果 D 是开集, f(x, y)关于变元 x在 D×Ω 上有关于其某个分变元 xi 的偏

导数,
∂f

∂xi
(x, y) 在 D × Ω 上连续, 且广义重积分

∫

Ω

∂f

∂xi
(x, y)dy 关于 x ∈ D 局部地

一致收敛, 则 F (x) 在 D 上关于分变元 xi 有连续的偏导数, 且

∂F (x)
∂xi

=
∂

∂xi

∫

Ω

f(x, y)dy =
∫

Ω

∂f

∂xi
(x, y)dy, x ∈ D.

(3)如果 D 是具有连续边界的有界闭区域, f(x, y)在 D×Ω 上连续,且广义重积

分

∫

Ω

f(x, y)dy 关于 x ∈ D 一致收敛, 则

∫

D

( ∫

Ω

f(x, y)dy
)
dx =

∫

Ω

( ∫

D

f(x, y)dx
)
dy =

∫∫

D×Ω

f(x, y)dxdy.

两个定理的证明留给读者完成.

习 题 21.1

1. 计算下列广义重积分：

(1)
∫∫

0<x2+y261

ln
1√

x2 + y2
dxdy; (2)

∫∫

x2+y2<1

dxdy√
1− x2 − y2

;

(3)
∫∫

0<x+y61
x>0, y>0

dxdy

x + y
; (4)

∫∫

0<x6y61

dxdy√
x2 + y2

;
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(5)
∫∫

06x6y

e−(x+y)dxdy; (6)
∫∫

y>x2+1

dxdy

x4 + y2
;

(7)
∫∫

x+y>0

dxdy

(1 + x + y)
5
2
; (8)

∫∫

− 1
2 6x6y

e−(x2+y)dxdy;

(9)
∫∫∫

0<x2+y2+z262z

dxdydz

x2+y2+z2
; (10)

∫∫∫

x2+y2+z2>1

zdxdydz

(a2+x2+y2+z2)3
;

(11)
∫∫∫

0<x+y+z61
x>0, y>0, z>0

dxdydz

(x+y+z)2
; (12)

∫∫∫

R3
e−

√
x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2 dxdydz.

2. 设 ϕ 是二元连续函数, ψ 是三元连续函数, 且 0 < c 6 |ϕ(x, y)| 6 C < ∞,

0 < c 6 |ψ(x, y, z)| 6 C < ∞. 确定为使下列广义重积分收敛, 参数 p, q, r 的取值

范围：

(1)
∫∫

0<x2+y261

ϕ(x, y)
(x2 + xy + y2)p

dxdy; (2)
∫∫

0<x2+y261

ϕ(x, y)
|x|p + |y|q dxdy;

(3)
∫∫

0<x2+y261

ϕ(x, y)
(1− x2 − y2)p

dxdy; (4)
∫∫

|x|61, |y|61

ϕ(x, y)
|x− y|p dxdy;

(5)
∫∫

R2

ϕ(x, y)
(1 + |x|)p(1 + |y|)q

dxdy; (6)
∫∫

|x|+|y|>1

ϕ(x, y)
|x|p + |y|q dxdy;

(7)
∫∫

|y|61

ϕ(x, y)
(1 + x2 + y2)p

dxdy; (8)
∫∫

x+y>1
06y61

ϕ(x, y)
(x + y)p

dxdy;

(9)
∫∫

x+y>1

ϕ(x, y)
(x + y)p

dxdy; (10)
∫∫

x+y>1

sinx sin y

(x + y)p
dxdy;

(11)
∫∫∫

|x|61, |y|61, |z|61

ψ(x, y, z)
|x|p|y|q|z|r dxdydz;

(12)
∫∫∫

|x|61, |y|61, |z|61

dxdydz

|x + y + z|p ;

(13)
∫∫∫

|x|+|y|+|z|>1

ψ(x, y, z)
|x|p + |y|q + |z|r dxdydz;

(14)
∫∫∫

x>1, y−z>1

dxdydz

xp + (y − z)q
.

3. 设 f 是 D = [a,+∞)× [c,+∞) 上的非负连续函数, 且两个累次积分

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy 和

∫ +∞

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx

都有意义且收敛. 证明：广义重积分
∫∫

D

f(x, y)dxdy 收敛, 且

∫ +∞

c

( ∫ +∞

a

f(x, y)dx
)
dy =

∫ +∞

a

( ∫ +∞

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫∫

D

f(x, y)dxdy.
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4. 证明：尽管两个累次积分
∫ +∞

1

( ∫ +∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy 和

∫ +∞

1

( ∫ +∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx

都收敛, 广义重积分
∫∫

R2

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy 却发散, 而且

∫ +∞

1

( ∫ +∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy 6=

∫ +∞

1

( ∫ +∞

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx.

5. 对广义瑕积分写出并证明类似于第 3 题的命题.

6. 设 x 是 m 维变元. 讨论为使下述 m 重广义积分收敛, 参数 p 的取值范围, 并求

积分的值 (用伽马函数表出)：
∫

|x|61

dx

(1− |x|2)p
.

7. 设 f 是 [1,+∞) 上的连续函数, 且存在常数 C > 0 和 p > m 使成立

|f(t)| 6 Ct−p, ∀t > 1.

证明：对任意 t > 1, m 重广义积分

∫

|x|>t

f(|x|)dx 收敛, 且

d
dt

( ∫

|x|>t

f(|x|)dx
)

= − 2π
m
2

Γ
(m

2

)f(t)tm−1, ∀t > 1.

8. 设 Ω 是 Rm 中的开区域 (可能有界,也可能无界), f 是 Ω 上的非负连续函数. 又

设 Ωn (n = 1, 2, · · · )是 Rm 中的一列具有连续边界的有界开区域,满足以下三个

条件：

(1) Ωn ⊆ Ω , n = 1, 2, · · · ;

(2) Ω1 ⊆ Ω2 ⊆ · · · ⊆ Ωn ⊆ · · · ;

(3)
∞⋃

n=1

Ωn = Ω .

证明：无论广义积分

∫

Ω

f(x)dx 是收敛还是发散, 都成立

lim
n→∞

∫

Ωn

f(x)dx =
∫

Ω

f(x)dx

(
∫

Ω

f(x)dx 发散时认为其值为正无穷大). 因此广义积分
∫

Ω

f(x)dx 收敛的充要

条件是由常义重积分组成的数列
{∫

Ωn

f(x)dx
}∞

n=1
收敛.
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9. 举例说明：如果去掉上题中 f 在 Ω 上非负的条件,则结论不成立,即可能存在满

足条件 (1)∼(2) 的有界开区域列 Ωn, n = 1, 2, · · · , 使得极限 lim
n→∞

∫

Ωn

f(x)dx 存

在, 而广义积分
∫

Ω

f(x)dx 发散.

10. 对 x = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm 和 ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξm) ∈ Rm, 用 xξ 表示它们的内

积, 即 xξ = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·+ xmξm. 证明：

(1)
∫

Rm

xie−
1
2 |x|2+xξdx = (2π)

m
2 ξie

1
2 |ξ|2 , i = 1, 2, · · · ,m;

(2)
∫

Rm

|x|2e− 1
2 |x|2+xξdx = (2π)

m
2 (|ξ|2 + m)e

1
2 |ξ|2 .

11. 设 Ω 是 Rm 中的有界闭区域, 边界分块光滑. 又设 u(x, t) 是 Ω × [0,+∞) 上的

二阶连续可微函数, 并且在 Ω × [0,+∞) 上满足以下偏微分方程：

∂ 2u

∂t2
= a2∆u,

其中 ∆u =
m∑

i=1

∂ 2u

∂x2
i

. 再设当 x ∈ ∂Ω 时 u(x, t) = 0, ∀t > 0. 令

E(t) =
1
2

∫

Ω

[(∂u

∂t
(x, t)

)2

+ a2|∇u(x, t)|2
]
dx, ∀t > 0,

其中 ∇u(x, t) 表示 u(x, t) 关于变元 x 的梯度. 证明：E(t) = E(0), ∀t > 0.

12. 写出定理 21.1.7 的证明.

21.2 函数的磨光及其应用

本节首先介绍现代分析数学中经常使用的一个重要技术：对不光滑的函数进行

磨光. 这是借助于含参量的重积分, 对给定的不光滑函数构作一族光滑函数, 使之可

以无限逼近给定的不光滑函数. 然后应用这一技术构作截断函数, 进而证明单位分解

定理. 最后应用单位分解定理证明延拓定理.

21.2.1 函数的磨光

分析学的一个基本方法是逼近法, 例如, 用有理数逼近无理数, 用容易求解的方

程 (如线性方程) 的根逼近不容易求解的方程 (如非线性方程) 的根, 用多项式和三角

多项式逼近连续函数, 用连续函数逼近不连续的函数, 等. 这个方法应用中最普遍碰

到的一个情况是, 需要用很光滑 (如无穷可微) 的函数逼近不太光滑甚至是不连续的

函数. 因此就需要对一个给定的不太光滑甚至是不连续的函数, 构作一列光滑的函数

使其收敛于这个给定的函数. 在一元函数的情形, 这个问题的解决途径很多, 因为这

样的函数列比较容易构作, 原因在于考虑的函数一般都是定义在区间上的, 而区间的
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结构很简单. 对于多元函数,由于函数的定义域很少有像区间那样结构很简单的情况,

构作这样的函数列就不是那么简单了. 借助于含参变量的重积分, 可以对任意可积函

数 f 用一种固定的方式构作一个单参数族的函数 {fε}ε>0, 其中的每个函数 fε 都是

无穷可微的, 且当 ε → 0+ 时 fε 收敛于 f . 这个过程叫做函数的磨光, 是现代分析学

在处理涉及多元函数问题时经常采用的一个基本技巧. 下面就介绍磨光函数 fε 的构

作方法, 以及用这种磨光技巧能够很快得到的一些有用命题.

先介绍一些通用的记号. 对 Rm 中的任意非空集合 E, 用 C(E) 表示定义在 E

上的全体连续函数组成的集合. 另外, 对 Rm 中的任意开集 Ω 和任意正整数 k, 用

Ck(Ω) 表示由 Ω 上所有具有全部阶数 6 k 的偏导数且这些偏导数都在 Ω 上连续

的函数所组成的集合, 并用 Ck(Ω) 表示由 Ck(Ω) 中那些本身及所有阶数 6 k 的偏

导数都可连续地延拓到 Ω 的闭包 Ω 上的函数所组成的集合. 规定 C0(Ω) = C(Ω),

C0(Ω) = C(Ω). 符号 C∞(Ω) 表示由 Ω 上所有无穷可微函数所组成的集合, 并用

C∞(Ω)表示由 C∞(Ω)中那些所有本身及各阶偏导数都可连续地延拓到 Ω 上的函数

所组成的集合, 即

C∞(Ω) =
∞⋂

k=0

Ck(Ω), C∞(Ω) =
∞⋂

k=0

Ck(Ω).

当 f ∈ C(Ω) 时, 习惯上也用同一记号 f 表示它在 Ω 上的连续延拓, 即对只定义在 Ω

上的 f 和它在 Ω 上的连续延拓不加区分. 又当 f ∈ Ck(Ω) (1 6 k 6 ∞)时, 对每个长

度不超过 k 的 m 重指标 α ∈ Zm
+ 和每点 x0 ∈ ∂Ω , 定义 ∂ αf(x0) 等于当 x 沿 Ω 趋于

x0 时, ∂ αf(x) 的极限：

∂ αf(x0) = lim
x→x0
x∈Ω

∂ αf(x).

对 Rm 中的任意非空集合 E 和定义在 E 上的任意函数 f , 记

suppf = 集合{x ∈ E : f(x) 6= 0}在E中的闭包

= 集合{x ∈ E : f(x) 6= 0}的闭包与E的交集,

并称为函数 f 的支集. 注意 suppf 相对于 E 是闭的, 或称 suppf 是 E 中的相对闭

集. 这里用到以下概念：对于 Rm 中的任意非空集合 E 和它的非空子集 E1, 如果存

在 Rm 中的闭集 F 使 E1 = F
⋂

E,就称 E1 是 E 中的相对闭集. 这等价于下述条件：

对任意点列 xn ∈ E1, n = 1, 2, · · · , 如果它在 E 中有极限点 x0, 则这个极限点 x0 就

在 E1 中. 例如, R2 中上边界开、下边界闭的上半单位圆盘

{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1, y > 0}
不是闭集, 但它作为单位开圆盘 x2 + y2 < 1 的子集, 是其相对闭子集.

对 Rm 中的任意开集 Ω , 用 C∞0 (Ω) 表示由 C∞(Ω) 中那些支集是 Rm 中的紧集

(即有界闭集)的函数所组成的集合.注意 f ∈ C∞0 (Ω)意味着其支集 suppf 是 Ω 中与
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其边界 ∂Ω 有正距离的有界闭子集, 如图 21-2-1 所示. C∞0 (Ω) 中的函数叫做 Ω 上具

有紧支集的无穷可微函数.

图 21-2-1 具有紧支集函数的支集

现在考虑函数的磨光问题. 令 φ 为 Rm 上

的下述函数：

φ(x) =





c−1
m e−

1
1−|x|2 , 当 |x| < 1,

0, 当 |x| > 1,

(21.2.1)

其中

cm =
∫

|x|<1

e−
1

1−|x|2 dx = σm

∫ 1

0

e−
1

1−r2 rm−1dr.

这个函数是 Rm 上以闭单位球 B(0, 1)作为其支集的无穷可微函数. 函数 φ的无穷可

微性质可以这样看到：令

φ0(t) =





e−
1
t , 当 t > 0,

0, 当 t 6 0,

则显然 φ(x) = c−1
m φ0(1−|x|2). 与 5.2 节例 7 类似地可以证明, φ0(t) 是直线 R1 上的

无穷可微函数. 因此, φ(x) 作为两个无穷可微函数的复合, 也是无穷可微函数. 特别

地

φ ∈ C∞0 (Rm), suppφ = B(0, 1) 且 φ > 0. (21.2.2)

注意由常数 cm 的定义可知成立下列等式：
∫

Rm

φ(x)dx =
∫

|x|<1

φ(x)dx = 1. (21.2.3)

图 21-2-2 是 m = 1 时函数 φ 的图像, 图 21-2-3 是 m = 2 时函数 φ 的图像.

图 21-2-2 m = 1 时 y = φ(x) 的图像 图 21-2-3 m = 2 时 y = φ(x) 的图像
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定义 21.2.1 设 Ω 是 Rm 中的一个具有连续边界的区域, f 是定义在 Ω 上

的函数, 使对 Rm 中的任意一个球 B(x0, R) (x0 ∈ Ω 任意, R > 0 任意), f 都在

Ω
⋂

B(x0, R)上绝对可积 (即或者黎曼可积,或者广义重积分
∫

Ω
⋂

B(x0,R)

f(y)dy 绝对

收敛). 则对每个 ε > 0, 定义 fε 是 Rm 上的下述函数：

fε(x) =
1

εm

∫

Ω

φ
(x−y

ε

)
f(y)dy, ∀x ∈ Rm. (21.2.4)

称 fε 为函数 f 的磨光函数, 简称磨光. 在有必要强调 fε 的定义式中参数 ε 的大小

时, 也称 fε 为 f 的ε- 磨光.

上述定义是合理的, 即式 (21.2.4) 右端的积分对任何 x ∈ Rm 都有意义. 这是因

为以下两点原因. 首先, 由于 φ 是具有紧支集的无穷可微函数, 所以对函数 f 乘以

φ 之后, 不会改变 f 的可积性. 其次, 尽管表面看式 (21.2.4) 右端的积分是在整个

Ω 上作的, 而定义中只要求 f 在 Ω 的每个子集 Ω
⋂

B(x0, R) 上绝对可积, 但是因为

φ
(x−y

ε

)
的支集为 B(x, ε),所以式 (21.2.4)右端的积分实际上可改写为在 Ω

⋂
B(x, ε)

上的积分：

fε(x) =
1

εm

∫

Ω
⋂

B(x,ε)

φ
(x−y

ε

)
f(y)dy, ∀x ∈ Rm. (21.2.5)

从此式知函数 fε 的定义是合理的.

定理 21.2.1 对任意 ε > 0 都有 fε ∈ C∞(Rm).

证明 如果 f 在 Ω 上连续, 那么本定理的结论可应用定理 21.1.5 和定理 21.1.7

推出. 对于 f 不在 Ω 上连续而只是在 Ω 的每个子集 Ω
⋂

B(x0, R) 上绝对可积的情

况, 不能应用这些定理, 而必须直接进行推导.

首先证明 fε 在每个点 x0 ∈ Rm 处连续. 为此注意对任意 x ∈ B(x0, ε) 都有

B(x, ε) ⊆ B(x0, 2ε).

所以由表达式 (21.2.5), 有

fε(x) =
1

εm

∫

Ω
⋂

B(x,ε)

φ
(x−y

ε

)
f(y)dy =

1
εm

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

φ
(x−y

ε

)
f(y)dy, (21.2.6)

以及

fε(x0) =
1

εm

∫

Ω
⋂

B(x0,ε)

φ
(x0−y

ε

)
f(y)dy =

1
εm

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

φ
(x0−y

ε

)
f(y)dy.

(21.2.7)

从而当 |x− x0| < ε 时, 有

|fε(x)− fε(x0)| 6 1
εm

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

∣∣∣φ
(x−y

ε

)
− φ

(x0−y

ε

)∣∣∣|f(y)|dy
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6 max
y∈B(x0,2ε)

∣∣∣φ
(x−y

ε

)
− φ

(x0−y

ε

)∣∣∣ · 1
εm

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

|f(y)|dy

6|x− x0| max
y∈B(0,1)

|∇φ(y)| · 1
εm+1

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

|f(y)|dy.

因此

lim
x→x0

fε(x) = fε(x0).

说明 fε 在每个点 x0 ∈ Rm 处连续. 因此 fε ∈ C(Rm).

其次, 应用式 (21.2.6) 和式 (21.2.7) 可知对每个 1 6 i 6 m, 当 |t| < ε 时, 有

1
t
[fε(x0 + tei)− fε(x0)]− 1

εm+1

∫

Ω
⋂

B(x0,ε)

φxi

(x0−y

ε

)
f(y)dy

=
1

εm+1

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

{
ε

t

[
φ
(x0 + tei−y

ε

)
− φ

(x0−y

ε

)]
− φxi

(x0−y

ε

)}
f(y)dy

6 max
y∈B(x0,2ε)

∣∣∣∣
ε

t

[
φ
(x0+tei−y

ε

)
−φ

(x0−y

ε

)]
−φxi

(x0−y

ε

)∣∣∣∣·
1

εm+1

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

|f(y)|dy

6 max
y∈B(x0,2ε)

∣∣∣∣φxi

(x0+θtei−y

ε

)
−φxi

(x0−y

ε

)∣∣∣∣·
1

εm+1

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

|f(y)|dy (0<θ<1)

6|t| max
x∈B(0,1)

|∇φxi(x)| · 1
εm+2

∫

Ω
⋂

B(x0,2ε)

|f(y)|dy.

这就得到

lim
t→0

fε(x0 + tei)− fε(x0)
t

=
1

εm+1

∫

Ω
⋂

B(x0,ε)

φxi

(x0−y

ε

)
f(y)dy.

说明 fε 在 Rm 上每点关于每个变元 xi 都有偏导数, 且

∂fε(x)
∂xi

=
1

εm+1

∫

Ω
⋂

B(x,ε)

φxi

(x−y

ε

)
f(y)dy, i = 1, 2, · · · ,m.

根据这个表达式和与前面类似的推导还可进一步证明,偏导函数
∂fε(x)

∂xi
(i = 1, 2, · · · ,

m) 都是 Rm 上的连续函数. 因此 fε ∈ C1(Rm).

依次类推, 应用数学归纳法即可证明, 对任意 α ∈ Zm
+ , fε 在 Rm 上都有 α 阶偏

导数, 而且

∂αfε(x) =
1

εm+|α|

∫

Ω
⋂

B(x,ε)

∂αφ
(x−y

ε

)
f(y)dy, (21.2.8)

并且运用这个表达式还可进一步证明 ∂αfε ∈ C(Rm). 因此 fε ∈ C∞(Rm). 证毕.

定理 21.2.2 下列结论成立：

(1) 如果 f ∈ C(Ω), 则对任意紧集 (即有界闭集)K ⊆ Ω , 当 ε → 0 时 fε 在 K 上

一致收敛于 f：

lim
ε→0

max
x∈K

|fε(x)− f(x)| = 0. (21.2.9)
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(2) 如果对某个正整数 k 有 f ∈ Ck(Ω), 则对任意紧集 K ⊆ Ω 和每个长度 6 k

的 m 重指标 α ∈ Zm
+ , 当 ε → 0 时, ∂αfε 在 K 上一致收敛于 ∂αf：

lim
ε→0

max
x∈K

|∂αfε(x)− ∂αf(x)| = 0. (21.2.10)

证明 先证结论 (1). K 是紧集、Ω 是开集且 K ⊆ Ω 意味着 dist(K, ∂Ω) > 0. 记

ε0 =
1
2
dist(K, ∂Ω).

以下设 0 < ε < ε0. 则对任意 x ∈ K, 有

B(x, ε) ⊆ B(x, ε0) ⊆ B(x, 2ε0) ⊆ Ω ,

从而 Ω
⋂

B(x, ε) = B(x, ε). 因此当 x ∈ K 时, 有

fε(x) =
1

εm

∫

Ω
⋂

B(x,ε)

φ
(x−y

ε

)
f(y)dy =

1
εm

∫

B(x,ε)

φ
(x−y

ε

)
f(y)dy.

而根据式 (21.2.3), 有

1
εm

∫

B(x,ε)

φ
(x−y

ε

)
dy =

∫

B(0,1)

φ(y′)dy′ = 1,

所以

fε(x)− f(x) =
1

εm

∫

B(x,ε)

φ
(x−y

ε

)
[f(y)− f(x)]dy

=
∫

B(0,1)

φ(y′)[f(x + εy′)− f(x)]dy′,

进而

max
x∈K

|fε(x)− f(x)| 6 max
x∈K
|y′|61

|f(x + εy′)− f(x)| 6 max
x,x′∈K1
|x−x′|<ε

|f(x′)− f(x)|, (21.2.11)

其中

K1 = {x ∈ Rm : dist(x,K) 6 ε0}.

因为 K 是紧集, 显然 K1 也是紧集, 并且由于 ε0 =
1
2
dist(K, ∂Ω), 所以 K1 ⊆ Ω . 因此

由 f ∈ C(Ω) 即知 f 在 K1 上连续, 从而也就在 K1 上一致连续. 这样就有

lim
ε→0

max
x,x′∈K1
|x−x′|<ε

|f(x′)− f(x)| = 0.

把这个等式和式 (21.2.11) 结合起来, 就得到了式 (21.2.9). 这就证明了结论 (1).
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为证明结论 (2), 设 0 < ε < dist(K, ∂Ω). 这时对任意 x ∈ K 都有 B(x, ε) ⊆ Ω ,

从而 Ω
⋂

B(x, ε) = B(x, ε). 因此, 应用式 (21.2.8), 当 f ∈ Ck(Ω) 时, 对任意长度 6 k

的 m 重指标 α ∈ Zm
+ , 有

∂αfε(x) =
1

εm+|α|

∫

Ω
⋂

B(x,ε)

∂αφ
(x−y

ε

)
f(y)dy =

1
εm+|α|

∫

B(x,ε)

∂αφ
(x−y

ε

)
f(y)dy

=
(−1)|α|

εm+|α|

∫

B(x,ε)

∂α
y

[
φ
(x−y

ε

)]
f(y)dy=

1
εm+|α|

∫

Ω
⋂

B(x,ε)

φ
(x−y

ε

)
∂αf(y)dy.

最后这个等式是通过作分部积分得到的 (用到了被积函数及其各阶偏导数都在边界

上等于零的条件). 应用这个表达式, 通过与前面的证明类似的推导, 即得式 (21.2.10).

这就证明了结论 (2). 证毕.

下一个定理的证明因为需要用到一些没有证明的命题,所以不要求读者完全掌握

(可以跳过这个定理及其证明继续阅读后面的内容).

定理 21.2.3 设 f 在 Ω 上绝对可积. 则当 ε → 0 时, fε 在 Ω 上积分平均收敛

于 f：

lim
ε→0

∫

Ω

|fε(x)− f(x)|dx = 0. (21.2.12)

证明 把函数 f 延拓到整个空间 Rm 上, 使在 Ω 之外恒为零. 记延拓后的函数

为 f̃ . 则有

fε(x)=
1

εm

∫

Ω

φ
(x−y

ε

)
f(y)dy=

1
εm

∫

Rm

φ
(x−y

ε

)
f̃(y)dy=

∫

B(0,1)

φ(y′)f̃(x + εy′)dy′.

因此

fε(x)− f(x) =
∫

B(0,1)

φ(y′)[f̃(x + εy′)− f(x)]dy′,

|fε(x)− f(x)| 6
∫

B(0,1)

φ(y′)|f̃(x + εy′)− f(x)|dy′,

从而 ∫

Ω

|fε(x)− f(x)|dx 6
∫

Ω

( ∫

B(0,1)

φ(y′)|f̃(x + εy′)− f(x)|dy′
)
dx

=
∫

B(0,1)

( ∫

Ω

|f̃(x + εy′)− f(x)|dx
)
φ(y′)dy

6 sup
|y′|61

∫

Ω

|f̃(x + εy′)− f(x)|dx ·
∫

B(0,1)

φ(y′)dy

= sup
|y′|61

∫

Ω

|f̃(x + εy′)− f(x)|dx.

因为 f 在 Ω 上绝对可积, 所以由积分的连续性可知

lim
ε→0

sup
|y′|61

∫

Ω

|f̃(x + εy′)− f(y′)|dx = 0.
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因此从上面得到的不等式即知式 (21.2.12) 成立. 证毕.

在上述证明中,用到了重积分及广义重积分交换次序的问题和重积分及广义重积

分的连续性, 其中的被积函数不一定是连续函数. 这两个结论的证明都不简单, 特别

是前一个结论的证明更难. 这里就不证明它们了, 因为后续课程实变函数将要细致地

讨论积分问题. 上面这个定理后面不会用到, 所以跳过它并不影响本课程的进程. 这

里写出这个定理只是让读者知道, 磨光函数的作用对不连续的函数也是有效的.

21.2.2 截断函数和单位分解定理

借助于函数的磨光, 可以根据实际需要构作出各种各样的无穷可微函数, 使它们

的支集包含在一个指定集合的任意小的邻域之内. 特别地, 有下述定理.

定理 21.2.4 设 K 是 Rm 中的一个紧集. 则对任意给定的 ε > 0, 存在值域包

含在区间 [0, 1] 中的函数 ϕε ∈ C∞0 (Rm), 它在 K 上恒取 1 值, 且支集包含在 K 的 ε-

邻域里：

ϕε(x) = 1, ∀x ∈ K; suppϕε ⊆ Kε = {x ∈ Rm : dist(x,K) < ε}.

证明 令 K1 为 K 的
ε

3
- 闭邻域 (图 21-2-4)：

K1 =
{

x ∈ Rm : dist(x,K) 6 ε

3

}
.

令 χK1 为 K1 的特征函数：

χK1(x) =

{
1, 当 x ∈ K1,

0, 当 x ∈ Rm\K1.

再令 ϕε 为 χK1 的
ε

3
- 磨光：

ϕε(x) =
(

3
ε

)m ∫

Rm

φ
(3(x−y)

ε

)
χK1(y)dy =

(
3
ε

)m ∫

K1

φ
(3(x−y)

ε

)
dy.

这个函数 ϕε 就满足了定理结论中的全部条件. 事实上, 易见 ϕε 的值域包含于区间

[0, 1], 并且由定理 21.2.1 知 ϕε ∈ C∞(Rm). 其次, 当 x ∈ K 时, 对任意 y ∈ B(x,
ε

3
),

因为 |x− y| < ε

3
, 而有 y ∈ K1, 说明 B(x,

ε

3
) ⊆ K1, 所以

ϕε(x) =
(

3
ε

)m ∫

K1

φ
(3(x−y)

ε

)
dy =

(
3
ε

)m ∫

B(x, ε
3 )

φ
(3(x−y)

ε

)
dy = 1.

最后, 当 dist(x,K) > 2ε

3
时, 对任意 y ∈ K1, 因 dist(y, K) 6 ε

3
, 由三角不等式知

|x− y| > 2ε

3
− ε

3
=

ε

3
,
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所以 φ
(3(x−y)

ε

)
= 0. 因此

ϕε(x) =
(

3
ε

)m ∫

K1

φ
(3(x−y)

ε

)
dy = 0.

这说明 suppϕε 包含在 K 的
2ε

3
- 闭邻域中. 因此定理结论的条件全部满足. 证毕.

函数 ϕε 叫做关于点集 K 的截断函数. 它在处理一些需要局限在一些点的小邻

域中或某个有界点集上进行讨论同时又不能改变函数的光滑性的问题时被经常应用.

图 21-2-5 画出了截断函数的截面图形.

图 21-2-4 K 的
ε

3
邻域 图 21-2-5 截断函数的截面

习惯上,对 Rm 中的任意开区域 Ω , C∞0 (Ω)中的函数认为也属于 C∞0 (Rm),即当

ϕ ∈ C∞0 (Ω) 时, 认为 ϕ(x) = 0, ∀x ∈ Rm\Ω . 换言之, C∞0 (Ω) 是 C∞0 (Rm) 的子集, 它

由 C∞0 (Rm) 中那些支集包含于 Ω 的函数组成.

定理 21.2.5(单位分解定理) 设 K 是 Rm 中的一个紧集, {Ωi}k
i=1 是该紧集的

一个开覆盖. 则存在一组相应的非负函数 ϕi ∈ C∞0 (Ωi)(i = 1, 2, · · · , k), 使成立

k∑

i=1

ϕi(x) = 1, ∀x ∈ K.

证明 对充分小的 ε > 0, 令

Ωε
i = {x ∈ Ωi : dist(x, ∂Ωi) > ε}, i = 1, 2, · · · , k.

Ωε
i 是从 Ωi 挖去边界的 ε- 闭邻域所得到的缩小了的开集. 先证明存在 ε > 0 使

{Ωε
i }k

i=1 覆盖了 K. (反证法) 设这个结论不成立, 则对任意给定的 ε > 0, 存在相应的

xε ∈ K, 使对每个 1 6 i 6 k 都有 xε 6∈ Ωε
i . 特别取 ε =

1
n

, n = 1, 2, · · · , 就得到了 K

中的一个点列 {xn}∞n=1, 使对每个 n 和 1 6 i 6 k 都有 xn 6∈ Ω
1
n
i . 由于 K 是紧集, 所

以 {xn}∞n=1 有在 K 中收敛的子列. 不妨设 {xn}∞n=1 本身收敛, 并记极限点为 x0. 自

然, x0 ∈ K. 于是, 由于 {Ωi}k
i=1 覆盖了 K, 应有某个 1 6 i0 6 k 使得 x0 ∈ Ωi0 . 由于

Ωi0 是开集, 所以存在 ε > 0 使 B(x0, ε) ⊆ Ωi0 . 而由 lim
n→∞

xn = x0 知, 对此 ε 存在正
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整数 n0, 使对所有 n > n0 都有 xn ∈ B(x0,
ε
2 ), 进而 dist(xn, ∂Ωi0) >

ε

2
, 这意味着当

n > n0 时, xn ∈ Ω
ε
2
i0

. 现在只要取 n 充分大以使
1
n

<
ε

2
, 就得到了矛盾.

取定 ε > 0 如上. 则由定理 21.2.4 知, 对每个 1 6 i 6 k 存在值域含于区间 [0, 1]

的函数 ψi ∈ C∞0 (Rm), 使得 suppψi ⊆ Ωi, 且当 x ∈ Ωε
i 时 ψi(x) = 1. 令

ϕ1 = ψ1, ϕ2 = ψ2(1− ψ1), · · · , ϕk = ψk(1− ψ1)(1− ψ2) · · · (1− ψk−1).

则对每个 1 6 i 6 k, ϕi 都是非负函数且 ϕi ∈ C∞0 (Ωi). 此外, 有

k∑

i=1

ϕi =ψ1 + ψ2(1− ψ1) + · · ·+ ψk(1− ψ1)(1− ψ2) · · · (1− ψk−1)

=1− (1− ψ1) + ψ2(1− ψ1) + · · ·+ ψk(1− ψ1)(1− ψ2) · · · (1− ψk−1)

=1− (1− ψ1)(1− ψ2) + · · ·+ ψk(1− ψ1)(1− ψ2) · · · (1− ψk−1)

· · ·
=1− (1− ψ1)(1− ψ2) · · · (1− ψk).

从而当 x ∈ K 时有
k∑

i=1

ϕi(x) = 1 (因为必有某个 1 6 i 6 k 使 ψi(x) = 1). 证毕.

上述单位分解定理虽然很简单, 却是现代分析数学的一个重要工具. 凡是在需要

把从局部分析获得的结论整合以便得到一个整体性的结论时, 一般都需要用到这个

定理.

21.2.3 延拓定理

下面应用单位分解定理来证明, 对于 Rm 中的有界闭区域 Ω , 只要其边界 ∂Ω 满

足适当的条件, 那么定义在 Ω 上的连续函数便可延拓成 Rm 上的连续函数, 同样定

义在 Ω 上的 n 阶连续可微函数也可以延拓成 Rm 上的 n 阶连续可微函数.

先看连续函数的延拓问题. 设 Ω 是 Rm 中的一个闭区域, f 是定义在 Ω 上的连

续函数. 问题是能否把 f 延拓到 Rm, 使之成为整个 Rm 上的连续函数? 对于一些边

界 ∂Ω 的形状比较简单的函数, 这是很容易办到的. 例如, 对于定义在闭的上半空间

R
m

+ = {(x′, xm) ∈ Rm : x′ ∈ Rm−1, xm > 0}

上的连续函数 f ,可按以下方法把它延拓成整个 Rm上的连续函数 f：对任意 x ∈ Rm,

设 x = (x′, xm), 其中 x′ ∈ Rm−1, 则定义

f(x) =





f(x′, xm), 当 xm > 0,

f(x′, 0), 当 xm < 0.
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又如, 对于定义在闭单位球 B(0, 1) 上的连续函数 f , 可按以下方法把它延拓成整个

Rm 上的连续函数 f：对任意 x ∈ Rm, 定义

f(x) =





f(x), 当 |x| 6 1,

f
( x

|x|
)
, 当 |x| > 1.

但是对于一般的闭区域 Ω , 问题便没有这么简单. 借助于上面得到的单位分解定理,

可对边界满足一定条件的任意有界闭区域 Ω 实现这样的延拓,而且还可保证,当 f 是

n 阶连续可微函数时, 延拓后的函数仍然是 n 阶连续可微函数.

以前曾引进了具有连续边界的区域的概念. 现在再引进以下概念.

定义 21.2.2 设 Ω 是 Rm 中的区域, n是一个正整数. 如果对任意 x0 ∈ ∂Ω , 存

在相应的 δ > 0, 使得 ∂Ω 在开球 B(x0, δ) 中的部分 ∂Ω
⋂

B(x0, δ) 可以表示成

xi = ϕ(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xm),

其中, (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xm) 在 Rm−1 中的某个开集上变化, ϕ 是此开集上的 n

阶连续可微函数, 则称 Ω具有 n 阶连续可微的边界, 或称 Ω 的边界 ∂Ω属于 Cn 类.

引理 21.2.1 设 Ω 是 Rm 中的闭区域. 则有以下结论：

(1) 如果 Ω 具有连续边界, 则对任意 x0 ∈ ∂Ω , 存在相应的 ε > 0 和 x0 点的邻域

U , 以及从 U 到 B(0, ε) 的连续映射 ψ, 它是双射且它的逆映射 ψ−1 也连续 (这时称

ψ 为同胚映射), 使得 ψ(x0) = 0, 且

ψ(Ω
⋂

U) = B+(0, ε) = {(y′, ym) : y′ ∈ Rm−1, ym > 0, |y′|2 + |ym|2 < ε},
ψ(∂Ω

⋂
U) = B(0, ε)

⋂
Rm−1 = {(y′, 0) : y′ ∈ Rm−1, |y′| < ε}

(图 21-2-6).

(2)对给定的正整数 n, Ω 具有 n阶连续可微的边界的充要条件是对任意 x0 ∈ ∂Ω ,

存在相应的 ε > 0和点 x0 的邻域 U ,以及从 U 到 B(0, ε)的 n阶连续可微映射 ψ,它

是双射且它的逆映射 ψ−1 也是 n 阶连续可微映射 (这时称 ψ 为n 阶微分同胚), 使得

上面的等式都成立.

图 21-2-6 边界同胚映射
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证明 先设 Ω 具有连续的边界. 则对任意 x0 ∈ ∂Ω , 存在相应的 δ > 0, 使得 ∂Ω

在开球 B(x0, δ) 中的部分 ∂Ω
⋂

B(x0, δ) 可以表示成

xi = ϕ(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xm),

其中, (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xm) 在 Rm−1 中的某个开集上变化, ϕ 是此开集上的连

续函数. 为记号简单起见, 不妨设 i = m. 设 x0 = (x′0, x0m), 其中 x′0 ∈ Rm−1, 并不

妨设 Ω 位于 xm > ϕ(x′) (其中 x′ = (x1, x2, · · · , xm−1) ∈ Rm−1) 的一侧. 定义映射

ψ : B(x0, δ) → Rm 如下：

ψ(x) = (x′ − x′0, xm − ϕ(x′)), ∀x = (x′, xm) ∈ B(x0, δ).

显然 ψ 是连续映射, ψ(x0) = 0, 且 ψ 有逆

ψ−1(y) = (y′ + x′0, ym + ϕ(y′ + x′0)), ∀y = (y′, ym) ∈ ψ(B(x0, δ)).

显然 ψ−1 也是连续映射, 因此 ψ 是同胚映射. 现在取 0 < σ 6 δ 充分小使得开球

B(x0, σ)中所有满足条件 xm > ϕ(x′)的点都在 Ω 中. 根据 ψ−1 的连续性,对此 σ > 0,

存在相应的 ε > 0, 使当 |y| < ε 时, 有 |ψ−1(y)− x0| < σ, 即 ψ−1(B(0, ε)) ⊆ B(x0, σ).

令 U = ψ−1(B(0, ε)), 则就得到了所需证明的结论.

如果 Ω 具有 n 阶连续可微的边界, 则 ϕ 是 n 阶连续可微函数, 从而上面定义的

映射 ψ 及其逆 ψ−1 都是 n 阶连续可微映射, 这就证明了结论 (2) 的必要性. 为证明

充分性, 令 ψm 为 ψ 的第 m 个分量. 则条件

ψ(∂Ω
⋂

U) = B(0, ε)
⋂

Rm−1 = {(y′, 0) : y′ ∈ Rm−1, |y′| < ε}

意味着 ∂Ω 在点 x0 附近由方程

ψm(x) = 0

确定. 注意通过对等式 ψ ◦ ψ−1 = ψ−1 ◦ ψ = id 求偏导数, 即知 ψ 的导映射 Dψ

是可逆的. 这特别蕴含着 ∇ψm(x0) 是非零向量. 因此应用隐函数定理, 即可从上述

方程可以解出某个 xi 为其余变元 x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xm 的函数：xi = ϕ(x1, · · · ,

xi−1, xi+1, · · · , xm), 其中 ϕ 是 n 阶连续可微函数. 所以 ∂Ω 是 n 阶连续可微的.

证毕.

定理 21.2.6(连续函数的延拓) 设 Ω 是 Rm 中具有连续边界的有界闭区域, f

是定义在 Ω 上的连续函数. 则存在定义在 Rm 上的有界连续函数 f , 使得 f |Ω = f ,

而且

sup
Rm

f = max
Ω

f, inf
Rm

f = min
Ω

f.
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证明 根据引理 21.2.1, 对任意 x0 ∈ ∂Ω , 存在相应的 ε > 0 和 x0 点的邻域 U ,

以及从 U 到 B(0, ε) 的同胚映射 ψ, 使得 ψ(x0) = 0, 且

ψ(Ω
⋂

U) = B+(0, ε) = {(y′, ym) : y′ ∈ Rm−1, ym > 0, |y′|2 + |ym|2 < ε},
ψ(∂Ω

⋂
U) = B(0, ε)

⋂
Rm−1 = {(y′, 0) : y′ ∈ Rm−1, |y′| < ε}.

令 g = f ◦ ψ−1 : B+(0, ε) → R. 则 g 是 B+(0, ε) 上的连续函数, 因而可按前面介绍的

方法延拓成 B(0, ε) 上的连续函数. 记延拓后的函数为 g. 则 g ◦ ψ 便是 U 上的连续

函数, 它在 Ω
⋂

U 上的限制等于 f |Ω ⋂
U . 取 δx0 > 0 充分小使得 B(x0, 2δx0) ⊆ U . 开

球族

{B(x0, δx0) : x0 ∈ ∂Ω}
是 ∂Ω 的一个开覆盖, 因此应用有限覆盖定理知, 存在 ∂Ω 上的有限个点 x1, x2, · · · ,
xn, 使得开球 B(x1, δx1), B(x2, δx2), · · · , B(xn, δxn

) 覆盖了 ∂Ω . 取开集 U0 ⊆ Ω , 使

得 U0 与 ∂Ω 有正的距离,且它与 B(x1, δx1), B(x2, δx2), · · · , B(xn, δxn
)合起来覆盖了

Ω . 于是根据单位分解定理, 存在一组非负函数 ϕi ∈ C∞0 (B(xi, δxi
)) (i = 1, 2, · · · , n)

和 ϕ0 ∈ C∞0 (U0), 使成立

k∑

i=1

ϕi(x) + ϕ0(x) = 1, ∀x ∈ Ω .

用 f i 表示把 f |Ω ⋂
B(xi,2δxi

) 按前述方法连续延拓到 B(xi, 2δxi
) 所得到的函数, i =

1, 2, · · · , n. 注意集合 V = U0

⋃
B(x1, δx1)

⋃ · · ·⋃ B(xn, δxn
) 是开集, 且 Ω ⊆ V , 因此

是 Ω 的邻域,从而根据定理 21.2.4知,存在 χ ∈ C∞0 (V ),使得 χ(x) = 1, ∀x ∈ Ω . 现在

定义 Rm 上的有界连续函数 f 如下：

f(x) =





k∑

i=1

f i(x)ϕi(x)χ(x) + f(x)ϕ0(x)χ(x), 当 x ∈ V,

0, 当 x 6∈ V.

不难知道 f 满足定理 21.2.6 中的所有条件, 从而该定理得到了证明. 证毕.

上述证明中构造的延拓函数 f 显然具有紧支集. 不难看出, f 的支集可以包含在

Ω 的任意预先指定的邻域中, 即对任意给定的 ε > 0, 都可构作出相应的延拓函数 f ,

使其支集包含在 Ω 的 ε 邻域里. 为达到这样的目的, 只需在上述证明中, 限制所有的

δx0 都不超过 ε 即可.

检查上述定理的证明不难发现, 其思想其实就是：由于对于一般的区域 Ω , 其边

界可能比较复杂因而无法如前面两例那样用一种统一的方式把函数 f 从其边界延拓

出去, 我们便在边界上每一点的一个小邻域中把 ∂Ω 局部地拉直, 然后采用把函数从

平直边界延拓到区域之外的方法进行延拓, 再把平直边界返拉回原来的弯曲边界, 就
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得到了 f 在每一点的一个小邻域中向区域 Ω 之外的延拓. 然后在 ∂Ω 上选取有限个

点, 使它们的相应小邻域覆盖 ∂Ω . 最后借助于单位分解, 把函数 f 在这有限个小邻

域上的延拓进行整合, 便得到了 f 从区域 Ω 的整个边界向 Ω 之外的延拓. 这个方法

是处理多元函数涉及其定义区域边界的问题时一种很典型方法.

再来看 n阶连续可微函数的延拓问题.自然希望延拓后的函数仍然是 n阶连续可

微函数. 为解决这一问题,上述证明的思想仍然是有效的,但需做两点修改.第一,当 f

是 n 阶连续可微函数时, 为了保证作坐标变换所得到的函数 g = f ◦ ψ−1 : B+(0, ε) →
R 也是 n 阶连续可微的, 并且把这个函数作 n 阶连续可微的延拓之后, 变换回原来

的坐标所得到的函数仍然是 n 阶连续可微函数, 这就需要坐标变换映射 ψ 及其逆映

射 ψ−1 都是 n 阶连续可微的. 根据引理 21.2.1, 这只需 Ω 具有 n 阶连续可微的边界

即可. 第二, 在前述证明中, 函数 g 通过平直边界 xm = 0 的延拓 g 只保留了连续性,

但却没有保留 g 可能具备的光滑性, 即当 g 有 n 阶连续偏导数时, g 一般并不具有 n

阶连续偏导数, 甚至可能连一阶偏导数都不具备. 为解决这个问题, 当 g 在闭的上半

空间 R
m

+ 上有 n 阶连续偏导数时, 改用如下的延拓 g̃：

g̃(x) =





g(x′, xm), 当 xm > 0,

m+1∑

k=1

ckg
(
x′,−xm

k

)
, 当 xm < 0,

(21.2.13)

其中 c1, c2, · · · , cm+1 是由以下线性方程组确定的一组实数：

m+1∑

k=1

ck

(
− 1

k

)j

= 1, j = 0, 1, · · · ,m. (21.2.14)

不难知道, g̃ 在整个 Rm 上有 n 阶连续偏导数, 且显然 g|Rm
+

= g. 注意如果 g 只在带

下边的上半球 B+(0, ε) 上定义, 则 g̃ 是在开球 B(0, ε) 上定义并有 n 阶连续偏导数的

函数.

通过做以上两点修改, 便可得到以下定理.

定理 21.2.7(n 阶连续可微函数的延拓) 设 Ω 是 Rm 中具有 n 阶连续可微边

界的有界闭区域, f 是定义在 Ω 上的 n 阶连续可微函数. 则存在定义在 Rm 上的 n

阶连续可微函数 f̃ , 使得 f̃ |Ω = f .

这个定理的证明细节留给读者.

习 题 21.2

1. 设 R 和 ε 是两个正数. 用 BR 和 BR+ε 分别表示半径为 R 和 R + ε的同心闭球.

证明：存在函数 ϕ ∈ C∞0 (Rm) 使得

ϕ(x)=1, ∀x ∈ BR; ϕ(x)=0, ∀x ∈ Rm\BR+ε; 06ϕ(x)61, ∀x ∈ BR+ε\BR;
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且对任意 α ∈ Zm
+ ,存在仅与 α及维数m有关而与 R和 ε无关的常数 C(m,α) > 0

使成立

|∂ αϕ(x)| 6 C(m,α)ε−|α|, ∀x ∈ BR+ε.

2. 把上题推广到一般情形,即设 Ω 是 Rm 中的有界开区域, ε是一个正数, Ωε 为 Ω

的 ε 邻域. 证明：存在函数 ϕ ∈ C∞0 (Rm) 使得

ϕ(x) = 1, ∀x ∈ Ω ; ϕ(x) = 0, ∀x ∈ Rm\Ωε; 0 6 ϕ(x) 6 1, ∀x ∈ Ωε\Ω ;

且对任意 α ∈ Zm
+ ,存在仅与 α及维数m有关而与 Ω 和 ε无关的常数 C(m,α) > 0

使成立

|∂ αϕ(x)| 6 C(m,α)ε−|α|, ∀x ∈ Ωε.

3. 设 Ω 是 Rm 中的有界开区域, Ω 是其闭包. 证明：对任意满足条件 u|∂Ω = 0 (即

u(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω) 的 u ∈ C(Ω), 存在函数列 un ∈ C∞0 (Ω), n = 1, 2, · · · , 使当
n →∞ 时, un 在 Ω 上一致收敛于 u.

4. 设 K 是 Rm 中的一个紧集, {Ωi}k
i=1 是该紧集的一个开覆盖. 证明：存在一组非

负函数 ϕi ∈ C∞0 (Ωi) (i = 1, 2, · · · , k), 使成立

k∑

i=1

ϕ2
i (x) = 1, ∀x ∈ K.

5. 证明：当 g ∈ Cn(R
m

+ ) 且常数 c1, c2, · · · , cm+1 由方程组 (21.2.14) 给出时, 由方

程组 (21.2.14) 定义的函数 g̃ 属于 Cn(Rm).

6. 写出定理 21.2.7 的证明.

7. 设 Ω 是 Rm 中的有界开区域, Ω 是其闭包, u ∈ C(Ω). 证明：存在函数列 un ∈
C∞(Ω), n = 1, 2, · · · , 使当 n →∞ 时, un 在 Ω 上一致收敛于 u.
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场是一个来源于物理学的概念. 例如, 引力场、电场、磁场、电势场、能量场、温

度场、(流体的)速度场、压力场等, 这些带 “场”的名词在物理学中比比皆是. 虽然物

理学中各种各样不同的场在物理性质方面一般都有较大的不同,但是它们在数学方面

却有许多共性. 这些数学方面的共性就决定了, 处理某一种场的数学工具和思想, 也

往往能够用来处理其他的场, 有些甚至可以从对一种场的研究直接 “拿来” 去研究另

一种场. 物理学中各种不同的场的概念在数学方面表现出的这种共性, 促使人们抽去

它们的物理学特性而从数学上作为一个统一的对象进行研究,以便为物理学中各种各

样不同场的研究在数学上提供一个共同的工具. 这就是本章的目的所在.

本章对场论做初步的介绍. 主要是介绍与场有关的一些基本概念如数量场的梯

度以及相应的梯度场的概念, 向量场的积分曲线和积分曲面, 向量场的通量和散度、

环量和旋度,以及无源场、无旋场、保守场、势函数等概念. 在此基础上再介绍场论中

的一些基本定理,如散度定理 (其实就是高斯定理)和旋度定理 (其实就是斯托克斯定

理), 梯度场、保守场和无旋场在一定条件下的等价性, 以及把任意一个向量场分解为

一个无旋场与一个无源场的叠加的亥姆霍兹分解定理等.

22.1 关于场的基本概念

数学上所说的场, 是指定义在立体空间中一个给定区域 Ω 上的一个数量或向量

函数. 当这个场是一个数量函数时, 就称它是 Ω 上的数量场, 而当这个场是一个向量

函数时, 就称它是 Ω 上的向量场.

例如, 在空间中的某个点 O 处放置一个质量为 m 的质点, 则这个质点就在空间

去掉点 O 的区域 Ω 中产生一个引力场, 使得对每个点 M ∈ Ω , 只要在点 M 有质量

存在, 该质量就会感受到点 O 处质点引力的作用. 刻画这个引力场的是向量函数

L(M) = −Gm

r3
r (r =

−−→
OM, r = |r|),

叫做这个引力场的引力场强度, 其中 G 为万有引力常数. 如果不在点 O 放置质点而

放置一个电荷量为 q 的点电荷, 则这个点电荷就在区域 Ω 中产生一个电场, 使得对
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每个点 M ∈ Ω , 只要在点 M 有电荷存在, 该电荷就会感受到点 O 处电荷库伦力的作

用. 刻画这个电场的是向量函数

E(M) =
q

4πε0r3
r (r =

−−→
OM, r = |r|),

叫做这个电场的电场强度, 其中 ε0 为真空介电常数. 再如, 如果一条导线 l 上有电流

通过,那么该电流就会在导线 l周围的空间激发一个磁场,使得如果在空间某点M 处

有电流强度为 I 的电流通过, 则该电流就会受到这个磁场的作用, 所受力为

F (M) = I ×B(M) (安培定律),

B(M) 叫做这个磁场的磁感应强度. 如果导线 l 上的电流密度为 i(x) (x 为 l 上的点),

l 的单位切向量为 v(x), 则根据毕奥–萨伐尔定律, 由 l 上的电流在周围空间所激发磁

场的磁感应强度为

B(M) =
µ0

4π

∫

l

i(x)v(x)× r(x,M)
|r(x,M)|3 ds,

其中, ε0 为真空磁导率, r(x,M) 为从点 x 到点 M 的向径.

以上这些场连同 21 章所介绍的稳恒流体的速度场等都是向量场. 电势场、位势

场、温度场、压力场等则为数量场. 总之, 物理中场的概念是形形色色的, 枚不胜举.

本章的目的就是对这各种各样不同的场所涉及的共同数学问题进行统一的研究.

这里需要指出的是：虽然场是数量或向量函数, 但它与以前各章讨论的数量和向

量函数略有不同, 区别在于：以前各章讨论的数量和向量函数, 其自变量是一个或一

组实数; 而作为场的数量或向量函数, 其自变量则是空间中的点. 如引力场 L、电场

E、磁场 B,其自变元都是空间中的点 M ,而不是一个或一组实数. 当然,如果在空间

中取定了一个笛卡儿直角坐标系或其他形式的坐标系,那么这些场就变成了一些三元

的数量或向量函数了.

尽管场的概念是与坐标系无关的, 但是为了从数学上研究场, 就不得不经常性地

选取坐标系,进而把数量场转化为三元数量函数、向量场转化为三元向量函数来研究.

当然, 所得到的结果应当是与坐标系的选取无关的. 如果某个结果只在某种特殊的坐

标系中才成立, 就必须特别地给予说明.

22.1.1 等值面和积分曲线

关于数量场的第一个基本概念是它的等值面.

定义 22.1.1 设 f 是定义在空间区域 Ω 上的一个数量场. 对其值域 f(Ω) 中的

任意一个实数 c, 称点集

f−1(c) = {M ∈ Ω : f(M) = c}
为 f 的一个等值面.

在物理学中, 温度场的等值面叫做等温面, 位势场的等值面叫做等位面或等势面,

压力场的等值面叫做等压面, 等等.

306



第 22 章 场 论 初 步

等值面一般是一张 (或数张) 曲面, 但也可能退化为一条 (或数条) 曲线, 甚至退

化为一个 (或数个)点. 当 c取 f 的值域 f(Ω)中不同的数值时,就得到了不同的等值

面. 显然不相同的等值面是互不相交的. 当 c 取遍 f(Ω) 中的所有数值时, 得到的等

值面便充满区域 Ω(图 22-1-1).

图 22-1-1 数量场 f(x, y) = 2x2 − 3y2 图 22-1-2 向量场 F (x, y) = (−6y, 4x)

的等值线 的积分曲线

关于向量场的第一个基本概念是它的积分曲线.这个概念要比数量场的等值面概

念复杂一些. 先考虑曲线的切线.

设 C 是空间中的一条有向曲线, M0 是其上一点. 对 C 上点 M0 附近的任意一

点 M , 设从 M0 到 M 的弧长为 ∆s, 规定当点 M 位于 M0 的前方 (即从 M0 到 M 的

走向与曲线的正向一致) 时 ∆s > 0, 否则 ∆s < 0. 考虑极限

lim
M→M0

−−−→
M0M

∆s
.

如果这个极限存在, 设为τ , 则曲线 C 在点 M0 有切线, 切线就是以τ为方向向量并通

过点 M0 的直线, 它正是通过 M0 和 M 的直线当 M → M0 时的极限. 向量τ是单位

向量, 称为曲线 C 在 M0 点的单位切向量.

定义 22.1.2 设 F 是定义在空间区域 Ω 上的一个向量场, C 是 Ω 中的一条有

向曲线. 如果对 C 上任意一点 M , 向量 F (M) 都平行于曲线 C 在点 P 的单位切向

量τ , 且方向一致, 则称 C 为向量场 F 的一条积分曲线.

在物理学中,电场 E 的积分曲线是电力线,磁场 B 的积分曲线是磁力线,流速场

v 的积分曲线是流体的流线.

对于定义在 Ω 上的向量场 F , 如果点 M0 ∈ Ω 使得 F (M0) = 0, 则称 M0 为 F

的奇点.

取定一个空间直角坐标系 Oxyz 后, 每个向量场 F 都可唯一地表示成

F (M) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k,

其中, (x, y, z)为点 M 的坐标, P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)为定义在区域 Ω 上的三

个数量函数. 这里及以后, 每当取定空间直角坐标系 Oxyz 时, 总是把空间区域 Ω 和
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它所对应的 R3 中的区域用同一个符号表示. 如果 P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) 都

在 Ω 上连续, 或可微, 或连续可微, 或 m 阶连续可微, 等等, 就相应地称向量场 F 在

Ω 上连续,或可微,或连续可微,或 m阶连续可微,等等. 根据常微分方程理论中解的

存在唯一性定理和延拓定理, 当向量场 F 在区域 Ω 上局部利普希茨连续, 即对每点

M0 ∈ Ω , 存在它的一个邻域 B(M0, δ) 和常数 L > 0, 使成立

|F (M)− F (M ′)| 6 Ldist(M, M ′), ∀M, M ′ ∈ B(M0, δ)

(这等价于三个分量函数 P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)在都 Ω 上局部利普希茨连续),

则对 Ω 中不是向量场 F 的奇点的任意一点 M0 ∈ Ω , 存在 F 的唯一的一条积分曲线

C 通过点 M0. 注意过每点的积分曲线的唯一性蕴涵着, 不同的积分曲线是互相不相

交的.

向量场积分曲线的研究是微分方程课程的任务, 这里就不作更深入的讨论了. 下

面仅举一例以说明如何求向量场的积分曲线.

例 1 求位于点 O 电荷量为 q 的点电荷在空间中激发的电场的积分曲线 (电

力线).

解 以点 O 为坐标原点建立笛卡儿直角坐标系, 则该电场的表达式为

E(x, y, z) =
q

4πε0r3
(xi + yj + zk), ∀(x, y, z) ∈ R3\{O},

其中 r =
√

x2 + y2 + z2. 设 C 是 R3\{O} 中的一条有向曲线, 其参数方程为

r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k.

则其切向量为 r′(t) = x′(t)i + y′(t)j + z′(t)k. 根据定义, C 是向量场 E 的积分曲线当

且仅当存在正值函数 λ(t) 使对 r(t) 的定义域中的每个 t 都成立

r′(t) = λ(t)E(x(t), y(t), z(t)).

由于曲线的参数方程是不唯一的, 而我们并不关心积分曲线参数方程中参数的取法,

所以通过作适当的参数变换, 可设 λ(t) = 1. 这样就得到了一个常微分方程组：




x′(t) =
qx(t)

4πε0r3(t)
,

y′(t) =
qy(t)

4πε0r3(t)
,

z′(t) =
qz(t)

4πε0r3(t)
,

其中 r(t) =
√

x2(t) + y2(t) + z2(t). 三个方程分别乘以 x(t), y(t) 和 z(t) 再相加, 化简

后就得到

r′(t) =
q

4πε0r2(t)
, 即

1
3
(r3(t))′ =

q

4πε0
.
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其通解为

r(t) = 3

√
3qt

4πε0
+ r3

0.

其中 r0 是任意常数. 代入原来的方程组, 应用定理 8.1.8 即可求得

x(t) = x0(1 + at)
4πε0

3 , y(t) = y0(1 + at)
4πε0

3 , z(t) = z0(1 + at)
4πε0

3 ,

其中 a =
3q

4πε0r3
0

. 容易看出, 这是从点 O 出发的射线.

对于空间区域 Ω 中给定的向量场 F 和光滑曲线 C, 如果在 C 上某点 M0 处 C

的切向量与 F 在该点的值 F (M0) 平行, 就称曲线 C 与向量场 F 在 M0 相切, 否则

称 C 与 F 在 M0横截. 类似地, 对于 Ω 中一张光滑曲面 S, 如果在某点 M0 ∈ S 处

F (M0) 平行于 S 在点 M0 的切平面, 就称曲面 S 与向量场 F 在 M0相切, 否则称 S

与 F 在 M0横截. 如果曲线 C 在其上每点处都与向量场 F 横截, 则称 C 与 F 横截.

类似地, 如果曲面 S 在其上每点处都与 F 横截, 则称 S 与 F 横截. 如果相反地, 曲

面 S 在其上每点处都与 F 相切, 则称 S 为向量场 F 的积分曲面.

22.1.2 方向导数和梯度 梯度场和势函数

既然在取定的直角坐标系下, 一个数量场就是一个三元数量函数, 一个向量场则

是一个三元向量函数, 而数量函数和向量函数都可以求偏导数和方向导数, 所以对向

量场和数量场便也可以考虑求偏导数和方向导数. 偏导数依赖于坐标系的选择, 而方

向导数则没有这种不便, 所以对向量场和数量场只定义方向导数.

定义 22.1.3 设 Ω 是一个空间区域, M0 是 Ω 中一点, v 是一个给定的单位

向量.

(1) 对于定义在 Ω 上的数量场 f , 它在点 M0 沿 v 方向的方向导数是指极限

∂f

∂v
(M0) = lim

M→M0

f(M)− f(M0)
dist(M0,M)

,

其中 M 是取自从 M0 发出以 v 为方向向量的射线上的点.

(2) 对于定义在 Ω 上的向量场 F , 它在点 M0 沿 v 方向的方向导数是指极限

∂F

∂v
(M0) = lim

M→M0

F (M)− F (M0)
dist(M0,M)

,

其中 M 是取自从 M0 发出以 v 为方向向量的射线上的点.

显然, 如果取定一个笛卡儿直角坐标系, 设数量场 f 在此坐标系下的表达式为

f = f(x, y, z), 并设单位向量 v 的坐标表示为 v = (cos α, cos β, cos γ), 其中 α, β, γ 是

v 与三个坐标轴的夹角, 而点 M0 的坐标为 (x0, y0, z0), 则有

∂f

∂v
(M0) = fx(x0, y0, z0) cos α + fy(x0, y0, z0) cos β + fz(x0, y0, z0) cos γ.
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向量场自然也可以通过它的分量函数来计算方向导数. 由上面这个公式中的三个实

数 fx(x0, y0, z0), fy(x0, y0, z0), fz(x0, y0, z0) 作成的向量

(fx(x0, y0, z0), fy(x0, y0, z0), fz(x0, y0, z0))

叫做函数 f = f(x, y, z) 在点 (x0, y0, z0) 的梯度向量, 它的方向是函数 f = f(x, y, z)

的值在点 (x0, y0, z0)增加最快的方向,模等于函数 f 在 (x0, y0, z0)的所有方向导数的

最大值. 因而这个向量应当只与数量场 f 以及点 M0 有关, 而不应依赖于坐标系的选

择. 这个事实也可直接证明, 即有

引理 22.1.1 设 Oxyz 和 O′x′y′z′ 是两个笛卡儿直角坐标系, 它们的三个坐标

轴上的单位向量分别是 i, j,k 和 i′, j′,k′. 又设空间区域 Ω 上的数量场 f 在这两个

坐标系下的坐标表示分别是数量函数 f(x, y, z) 和 f ′(x′, y′, z′). 则成立等式

fx(x, y, z)i+fy(x, y, z)j +fz(x, y, z)k=f ′x′(x
′, y′, z′)i′+f ′y′(x

′, y′, z′)j′+f ′z′(x
′, y′, z′)k′,

(22.1.1)

其中 (x, y, z) 和 (x′, y′, z′) 表示 Ω 中同一个动点 M 在这两个不同坐标系下的坐标.

证明 由条件知存在正交矩阵 (aij)3×3 使成立





i′ = a11i + a12j + a13k,

j′ = a21i + a22j + a23k,

k′ = a31i + a32j + a33k.

(22.1.2)

由 (aij)3×3 是正交矩阵可知它的逆矩阵等于它的转置矩阵, 所以




i = a11i
′ + a21j

′ + a31k
′,

j = a12i
′ + a22j

′ + a32k
′,

k = a13i
′ + a23j

′ + a33k
′.

(22.1.3)

设 O′x′y′z′ 坐标系的坐标原点 O′ 在 Oxyz 坐标系下的向径为

−−→
OO′ = x0i + y0j + z0k. (22.1.4)

对 Ω 中同一个点 M ,它在两个不同坐标系下的坐标 (x, y, z)和 (x′, y′, z′)应满足关系

式 (图 22-1-3)

x′i′ + y′j′ + z′k′ +
−−→
OO′ = xi + yj + zk.

把式 (22.1.2) 和式 (22.1.4) 代入此关系式, 就得到




x = a11x
′ + a21y

′ + a31z
′ + x0,

y = a12x
′ + a22y

′ + a32z
′ + y0,

z = a13x
′ + a23y

′ + a33z
′ + z0.
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图 22-1-3 引理 22.1.1 的证明

因此有

f ′(x′, y′, z′) =f(x, y, z)

=f(a11x
′ + a21y

′ + a31z
′ + x0, a12x

′ + a22y
′ + a32z

′

+ y0, a13x
′ + a23y

′ + a33z
′ + z0).

进而 



f ′x′ = a11fx + a12fy + a13fz,

f ′y′ = a21fx + a22fy + a23fz,

f ′z′ = a31fx + a32fy + a33fz.

因此

f ′x′i
′ + f ′y′j

′ + f ′z′k
′ =(a11fx + a12fy + a13fz)i′ + (a21fx + a22fy + a23fz)j′

+ (a31fx + a32fy + a33fz)k′

=fx(a11i
′ + a21j

′ + a31k
′) + fy(a12i

′ + a22j
′ + a32k

′)

+ fz(a13i
′ + a23j

′ + a33k
′)

=fxi + fyj + fzk.

最后这个等式应用了式 (22.1.3). 这就证明了式 (22.1.1). 证毕.

根据这个引理, 以下定义是合理的.

定义 22.1.4 设 f 是空间区域 Ω 上的一个可微数量场, M0 是 Ω 中一点. 选取

一个空间直角坐标系 Oxyz,设其三个坐标轴上的单位向量依次为 i, j,k. 又设数量场

f 在这个坐标系下的坐标表示为数量函数 f(x, y, z), 点 M0 的坐标是 (x0, y0, z0). 则

称向量

fx(x0, y0, z0)i + fy(x0, y0, z0)j + fz(x0, y0, z0)k

为数量场 f 在点 M0 的梯度, 记作 ∇f(M0) 或 gradf(M0).
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数量场的梯度有以下性质.

定理 22.1.1 设 f 是区域 Ω 上的一个可微数量场. 则有下列结论：

(1) 对任意 M0 ∈ Ω 和任意单位向量 v, f 在点 M0 沿 v 方向的方向导数有表

达式
∂f

∂v
(M0) = v · ∇f(M0).

(2) f 在点 M0 的梯度 ∇f(M0) 的方向是 f 的值在点 M0 增加最快的方向, 模等

于 f 在点 M0 的所有方向导数的最大值.

(3) f 在点 M0 的梯度 ∇f(M0) 正交于 f 过点 M0 的等值面, 方向指向 f 的值增

大的一侧.

证明留给读者.

定义 22.1.5 (1) 设 f 是区域 Ω 上的可微数量场. 则称向量场 M 7→ ∇f(M),

∀M ∈ Ω 为 f 的梯度场, 用符号 ∇f 表示.

(2) 对区域 Ω 上的一个给定的向量场 F , 如果存在 Ω 上的可微数量场 f 使得

F = ∇f , 则称该向量场 F 为 Ω 上的梯度场, 并称数量场 f 为 F 的势函数.

例 2 证明：由点电荷在空间中激发的电场是梯度场.

证明 设点电荷的电荷量为 q, 位于点 O. 则它在空间中激发的电场的强度为

E(M) =
q

4πε0|−−→OM |3
−−→
OM, ∀M 6= O.

令

f(M) =
q

4πε0|−−→OM |
, ∀M 6= O.

借助于这些场在直角坐标系下的表示知, 成立关系式

E = −∇f.

因此 E 是梯度场. 证毕.

从电学知道, 例 2 中的数量场 f 正是电场 E 的电势. 因此, 电场 E 的电势与其

势函数相差一个负号. 对于引力场也有类似的结论, 即引力场是梯度场, 其势函数与

位势相差一个负号.

最后, 写出梯度运算的基本公式：

(1) ∇(c) = 0(c 为常数);

(2) ∇(cf) = c∇f(c 为常数);

(3) ∇(f ± g) = ∇f ±∇f ;

(4) ∇(fg) = g∇f + f∇g;

(5) ∇
(f

g

)
=

1
g2

(g∇f − f∇g);
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(6) ∇(f ◦ g) = (f ′ ◦ g)∇g;

(7) 更一般地, 有

∇f(g1, g2, · · · , gn) =
n∑

i=1

fi(g1, g2, · · · , gn)∇gi,

其中 fi 表示函数 f 关于第 i 个变元的偏导数.

习 题 22.1

1. 设 r =
√

x2 + y2 + z2, r = xi + yj + zk, 而 c = ai + bj + ck 是常向量. 求：

(1) grad r, grad r2, grad
1
r
;

(2) grad(c · r);

(3) grad(|c× r|2).
2. 设 f 是定义在 [0,+∞)上的可微函数,且 f ′+(0) = 0. 考虑定义在 R3 上的数量场

u(x, y, z) = f(r), 其中 r =
√

x2 + y2 + z2.

(1) 证明：u 在原点 O(0, 0, 0) 沿任意方向的方向导数都是零;

(2) 对于任意不是原点的点M(x, y, z),求 u在点M 沿向径方向 r◦ =
1
r
(xi+yj+

zk) 的方向导数
∂u

∂r◦
(M) 以及任意垂直于 r◦ 的方向 v 的方向导数

∂u

∂v
(M);

(3) 对于任意不是原点的点 M(x, y, z), 求 u 在点 M 的梯度 ∇u(M). 说明其方

向是什么方向?

(4) 问 u 的等值面是怎样的曲面?

3. 证明：弧连通曲面 S 是数量场 u 的等值面的充要条件是对任意 M ∈ S 和 S 在

M 点的任意切方向 v, 都有
∂u

∂v
(M) = 0.

4. 证明：曲面族
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= λ (λ > 0) 是数量场 u 的等值面族的充要条件是存

在定义于 [0,+∞) 上的函数 f 使

u(x, y, z) = f
(x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)
.

5. 给定数量场 u(x, y, z) =
z

x2 + y2 + z2
, 求其等值面和梯度的等模面.

6. 证明：对定义在凸区域 Ω 上并在 Ω 上可微的数量场 u, 如果成立 |gradu| 6 C,

其中 C 是常数, 则对 Ω 中任意两点 P, Q 都成立 |u(P )− u(Q)| 6 Cd(P, Q).

7. 设 Ω 是弧连通区域, u 是定义在 Ω 上的可微数量场. 证明：

(1) gradu = 0 的充要条件是 u = 常数;

(2) gradu = 常向量的充要条件是 u = a · (r − r0), a 和 r0 都是常向量;

(3) 如果 u(M) 6 u(M0), ∀M ∈ Ω, 则 gradu(M0) = 0.
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8. 证明：如果定义在整个空间上的向量场 F 关于某点M0 是球对称的,即具有形式

F (x, y, z) = f(r)[(x − x0)i + (y − y0)j + (z − z0)k], 其中 r =√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2, 而 f 是定义在 [0,+∞) 上的连续函数, 则 F

是梯度场, 并求其势函数.

9. 求以下向量场的积分曲线：

(1) F (x, y, z) = c, c 为常向量;

(2) F (x, y, z) = xi + yj + zk;

(3) F (x, y, z) = a(yi− xj), a 为常数;

(4) F (x, y, z) = a(yi− xj) + bk, a, b 为常数.

22.2 向量场的通量和散度

22.2.1 向量场的通量

在上两章定义了多元函数的重积分、曲线积分和曲面积分. 检查那里的定义便不

难看出, 如果考虑数量场和向量场, 那么这些定义都不依赖于直角坐标系的选取, 因

此可对数量场和向量场定义相应类型积分. 例如, 对定义在空间区域 Ω 上的向量场

F , 设 S 是 Ω 中一个分块光滑的有向曲面, 其单位法向量为 n, 则定义 F 沿 S 的第

二型曲面积分为
∫∫

S

F (M) · dS =
∫∫

S

F (x, y, z) · dS =
∫∫

S

F (x, y, z) · n(x, y, z)dσ,

其中 F (x, y, z)和 n(x, y, z)分别为 F 和 n在任意一个选定的直角坐标系下的坐标表

示.
∫∫

S

F (M) ·dS 也可写成

∫∫

S

F (M) ·n(M)dσ. 当然也可直接定义
∫∫

S

F (M) ·dS

为积分和的极限：

∫∫

S

F (M) · dS =
∫∫

S

F (M) · n(M)dσ = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

F (Mi) · n(Mi)∆σi, (22.2.1)

其中, 符号
n∑

i=1

表示关于曲面 S 的任意一个分割 ∆ = {∆S1,∆S2, · · · ,∆Sn}求和, Mi

为分割出的第 i 个小曲面块 ∆Si 上任意选取的一点, ∆σi 为 ∆Si 的面积.

对于向量场而言, 第二型曲线积分和第二型曲面积分有特殊的重要性. 本节考虑

向量场的第二型曲面积分, 关于其第二型曲线积分的意义将在 22.3 节讨论.

在 21.2节看到, 稳恒流体的流速场 v(x, y, z)沿一个分块光滑有向曲面 S 的第二

型曲面积分

∫∫

S

v(M) · dS 表示的是该流体在单位时间里流过曲面 S 的体积.而从电

磁学知道, 电场强度 E 的 ε0 倍 (称为电位移向量) 沿有向曲面 S 的第二型曲面积分
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ε0

∫∫

S

E · dS 表示的是电场通过曲面 S 的电通量, 磁感应强度 B 沿有向曲面 S 的第

二型曲面积分

∫∫

S

B · dS 则表示磁场通过曲面 S 的磁通量. 因此一般地在数学上引

进下述定义.

定义 22.2.1 设 F 是区域 Ω 上的一个向量场, S 是区域 Ω 中的一张分块光滑

的有向曲面, S 的单位法向量为 n. 则称 F 沿 S 的第二型曲面积分∫∫

S

F (M) · dS =
∫∫

S

F (M) · n(M)dσ

为向量场 F 穿过曲面 S 的通量.

通量的物理意义用流体的速度场为例来解释是

最直观的. 设流体的速度场为 v. 把通量
∫∫

S

v(M)·

dS 按式 (22.2.1) 表示成积分和的极限. 对每个 1 6
i 6 n, 当 v(Mi) · n(Mi) > 0 时, 意味着 v(Mi) 与

n(Mi)之间的夹角是锐角. 由于每个曲面块 ∆Si 都

很小, 所以可以认为在整块 ∆Si 上 v 与 n 之间的

夹角都是锐角,这说明流体从曲面块 ∆Si 的负侧流

向其正侧. 因此流体穿过曲面块 ∆Si 的是正流量.

相反, 如果 v(Mi) · n(Mi) < 0, 则表示流体从曲面
图 22-2-1 通量的定义

块 ∆Si 的正侧流向负侧, 为负流量. 因此, 式 (22.2.1) 右端的积分和表示的是流体穿

过曲面 S 的正流量与负流量的代数和. 这样可以看到, 对流体而言当其速度场穿过曲

面 S 的通量大于零时, 表示该流体从 S 的负侧流向其正侧的流量大于从其正侧流向

其负侧的流量, 相反如果通量小于零, 则表示从 S 的正侧流向其负侧的流量大于从其

负侧流向其正侧的流量 (图 22-2-1).

向量场穿过封闭曲面的通量具有特别的意义. 对于封闭曲面, 本章总规定其单位

法向量指向其外侧, 即外侧为正侧, 内侧为负侧. 仍以流体的速度场为例来讨论. 设 S

是流体所在区域中一张光滑的封闭曲面. 则根据上面的讨论可知, 当流体速度场穿过

S 的通量大于零时, 意味着流体从 S 所包围区域之内穿过 S 流向该区域之外的流量

大于从其外部流向区域之内的流量,表明 S 所包围区域内必然有供给流体的源泉. 当

然, 也可能既有供给流体的源泉又有排泄流体的排孔, 但总的来说供给的流体多于排

泄掉的流体. 相反, 当流体速度场穿过 S 的通量小于零时, 意味着流体从 S 所包围区

域之外穿过 S 流向该区域之内的流量大于从区域之内流向其外的流量, 表明 S 所包

围区域内一定有排孔, 或者既有排孔又有源泉, 但排掉的流体总量大于从源泉里补充

的流体总量.

在静电场的情形, 从电磁学知道, 电场强度 E 穿过封闭曲面 S 的通量即电通量

如果大于零, 意味着从曲面 S 之内穿出的电力线条数要多于从 S 之外穿进 S 之内的
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电力线条数, 说明 S 所包围区域内必然有正电荷源, 或更确切地说正电荷源多于负电

荷源. 相反, 当电通量小于零时, 意味着 S 所包围区域内必然有负电荷源, 或者既有

负电荷源又有正电荷源, 但负电荷总量大于正电荷总量.

22.2.2 向量场的散度

从上面的讨论可以看到, 向量场 F 穿过封闭曲面 S 的通量反映了 S 所包围区

域中产生向量场 F 的物质的正源与负源的某种代数和. 但仅此还不能了解这种正源

与负源在 S 所包围区域中的分布情况以及它们各自的强弱. 为了解决这个问题,就必

须把问题局部在每一点来考虑, 即对区域内的每个点 M0, 考虑向量场 F 穿过包围点

M0 的非常小的封闭曲面 S 的通量, 然后让曲面 S 向点 M0 收缩取极限. 但是如果直

接这样取极限, 显然只能得到零而不能获得任何其他信息. 为了克服这个困难, 可以

像以往经常做的那样, 先求这个通量关于 S 的某种平均值, 然后再取极限. 初看起来,

似乎应当求 F 穿过 S 的通量关于 S 的面积的平均值, 然而略微仔细的分析知, 这样

的平均值趋于零, 因而仍然不能提供任何有用的信息. 合适的办法是求这个通量关于

S 所包围区域的体积的平均值. 这就引出以下定义.

定义 22.2.2 设 F 是在开区域 Ω 上定义的一个向量场, M0 是 Ω 中任意一点.

任取一包围点 M0 的分块光滑的封闭曲面 S, 使其所包围区域 V 完全包含于 Ω . 如

前令 |V | 表示区域 V 的体积. 如果极限

lim
diam(V )→0

M0∈V

∫∫

S

F (M) · dS

|V |

存在, 则称极限值为 F 在点 M0 的散度, 记作 divF (M0) 或 ∇ · F (M0).

由此定义可知, 向量场的散度是一个实数. 根据前面的分析知道, 当向量场 F 在

点 M0 的散度 divF (M0) 大于零时, 在点 M0 必有产生向量场 F 的物质的正源, 并且

divF (M0) 的值越大则这种正源的强度就越大; 相反当 divF (M0) 小于零时, 在点 M0

必有产生向量场 F 的物质的负源, 并且 divF (M0) 的绝对值越大则这种负源的强度

就越大;如果 divF (M0)等于零, 则在点 M0 既没有正源又没有负源, 因而点 M0 不是

向量场 F 的源点. 因此, 散度的概念很好地反映了产生向量场 F 的物质在各点处的

分布情况.

散度的定义中没有出现坐标系, 因此散度是与坐标系无关的概念. 但是在具体计

算时, 一般必须借助于坐标系. 下面的定理给出了散度在直角坐标系中的表达式.

定理 22.2.1 设 F 是定义在开区域 Ω 上的一个连续可微的向量场, 在取定了

一个直角坐标系 Oxyz 之后, 它的坐标表示式为

F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k, ∀(x, y, z) ∈ Ω .
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则对任意一点 M(x, y, z) ∈ Ω , 有

divF (M) =
∂P (x, y, z)

∂x
+

∂Q(x, y, z)
∂y

+
∂R(x, y, z)

∂z
. (22.2.2)

证明 设 S 是 Ω 中任意一个包围点 M(x, y, z) 且所包围区域 V 完全包含于 Ω

的分块光滑的封闭曲面. 则由高斯公式, 有
∫∫

S

F · dS =
∫∫

S

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

=
∫∫∫

V

(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz.

因此, 应用积分中值定理, 就得到

divF (M) = lim
diam(V )→0

M∈V

1
|V |

∫∫

S

F · dS

= lim
diam(V )→0

M∈V

1
|V |

∫∫∫

V

(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz

= lim
diam(V )→0

M∈V

(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)∣∣∣
(ξ,η,ζ)

(其中 (ξ, η, ζ) ∈ V )

=
(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)∣∣∣
M

.

证毕.

根据这个定理, 可把高斯公式改述如下.

定理 22.2.2(高斯公式) 设 F 是定义在具有分块光滑边界的有界闭区域 Ω 上

的一个连续可微的向量场, 则成立
∫∫

∂Ω

F · dS =
∫∫∫

Ω

divFdV.

符号 dV 表示体积微元, 即在直角坐标系下 dV = dxdydz.

因此, 高斯公式也经常叫做散度定理.

给定了区域 Ω 上的一个连续可微的向量场 F , 对 F 在 Ω 中每点处求散度,就得

到了 Ω 上的一个数量场 divF , 称为向量场 F 的散度场, 而映射 F 7→ divF 则叫做散

度运算. 容易看出, 散度运算具有以下基本规律：

(1) div(cF ) = cdivF (c 为常数);

(2) div(F ±G) = divF ± divG;

(3) div(fF ) = fdivF +∇f · F .
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22.2.3 无源场及其性质

定义 22.2.3 对定义在区域 Ω 上的向量场 F , 如果成立

divF (M) = 0, ∀M ∈ Ω ,

则称 F 为 Ω 上的无源场.

应用高斯公式, 可以得到无源场的一些等价条件. 先介绍一些术语.

对于区域 Ω 中的两个分块光滑的封闭曲面 S 和 S′, 如果可通过在区域 Ω 中的

连续形变把 S 变为 S′, 即存在 Ω 中的一族分块光滑的封闭曲面 St, 0 6 t 6 1, 它们

连续地依赖于 t,使得 S0 = S 且 S1 = S′,则称 S 和 S′ 在 Ω 中同伦.把点看成特殊的

曲面,即退缩了的曲面. 如果 Ω 中的一个分块光滑的封闭曲面 S 在 Ω 中同伦于一点,

则称 S 在 Ω 中零伦. 显然封闭曲面 S 在 Ω 中零伦当且仅当它所包围的区域完全在

Ω 中. 例如, 在去掉一点 M0 所得到的空间区域中, 任意两个以 M0 为球心的同心球

面都是同伦的, 并且任意一个不包围点 M0 的球面是零伦的, 但包围点 M0 的球面则

不零伦. 另外也容易看出, 在这样的区域中, 任何两个不包围点 M0 的球面是同伦的,

但包围点 M0 的球面则与不包围点 M0 的球面不同伦.

定理 22.2.3 设 F 是开区域 Ω 上的连续可微向量场. 则下面三个条件互相

等价：

(1) F 是 Ω 上的无源场;

(2) 对 Ω 中任意一个零伦的分块光滑封闭曲面 S, F 穿过 S 的通量为零;

(3) 对 Ω 中任意两个同伦的分块光滑封闭曲面 S 和 S′, F 穿过 S 和 S′ 的通量

相等.

证明 条件 (1) 和 (2) 的等价性由散度定理立刻得到. 由散度定理也立知条件

(1)蕴涵着条件 (3) (因为由散度定理易知,在条件 (1)下当 St 连续形变时,
∫∫

St

F ·dS

不依赖于 t). 为证明条件 (3) 蕴涵着条件 (1), 对任意一点 M0 ∈ Ω 和任意一张包围

点 M0 的充分小的分块光滑封闭曲面 S, 选取一点 P ∈ S, 并取 ε > 0 充分小, 使小球

Bε(P ) 被 S 分割为两个近似的半球 (图 22-2-2). 把球面 ∂Bε(P ) 不在 S 所包围区域

中的部分记作 S3, 再令 S1 为曲面 S 不在小球 Bε(P ) 中的部分与 S3 拼接成的封闭

曲面, 又令 S2 为曲面 S 位于小球 Bε(P ) 中的部分与 S3 拼接成的封闭曲面. 则易见

S1 与 S2 同伦. 因此按条件 (3),F 穿过 S1 和 S2 的通量是相等的. 据此推知 F 穿过

S 的通量为零, 进而得条件 (1). 证毕.
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例 1 考察由置于点 O 处电荷量为 Q 的

点电荷在空间中激发的电场. 根据 20.3 节例 4

可知,在从全空间去掉点 O所得开集 Ω 中,这个

电场是无源场, 并且对 Ω 中任何零伦的分块光

滑封闭曲面 S, 该电场穿过 S 的电通量都是零,

而对 Ω 中任何不零伦的分块光滑封闭曲面 S,该

电场穿过 S 的电通量都等于 ε0 · Q

ε0
= Q. 由于

电场具有叠加性,据此推知对于由一组点电荷激

发的电场而言, 穿过任一封闭曲面的电通量, 等

于该曲面所包围区域中各电荷之电荷量的代数

和, 这就是静电学中的高斯定理. 散度定理 (高

斯公式) 是对这个定理推广而来的.

图 22-2-2 曲面 S1, S2, S3 的作法

习 题 22.2

1. 设 r = xi + yj + zk, r = |r|, 而 c = ai + bj + ck 是常向量. 求：

(1) div(r), div(
r

r
); (2) div[f(r)c]; (3) div[f(r)r]; (4) div[grad f(r)].

2. 求向量场 F 从内向外穿出指定的封闭曲面 S 的通量 Φ：

(1) F (x, y, z) = x3i + y3j + z3k, S 为球面 x2 + y2 + z2 = 1;

(2) F (x, y, z) = (x− y2 + z2)i + (y − z2 + x2)j + (z − x2 + y2)k, S 为椭球面：

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
+

(z − z0)2

c2
= 1.

3. 证明：向量场 F 穿过由参数方程 r = r(u, v), (u, v) ∈ D 给出的光滑曲面 S 的

通量

Φ =
∫∫

D

(F , ru, rv)dudv.

其中 D 为平面上具有光滑边界的有界区域.

4. 求向量场 F (x, y, z) =
ar

r3
从内向外穿出封闭光滑曲面 S 的通量 Φ, 其中, a 是常

数, 而 r 和 r 同第 1 题. 这里曲面 S 不经过坐标原点.

5. 给定向量场 F 如下

F (M) = −
m∑

j=1

grad
( Qj

4πrj

)
,

其中, Q1, Q2, · · · , Qm都是常数, rj = |MMj |, j = 1, 2, · · · ,m,而M1,M2, · · · ,Mm

是空间中给定的 m 个点. 求 F 从内向外穿出封闭光滑曲面 S 的通量 Φ, 这里曲

面 S 不经过 M1,M2, · · · ,Mm 这 m 个点.
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6. 根据直角坐标系的坐标变换法则, 证明：散度 divF 的坐标表示式 (22.2.2) 不依

赖于坐标系的选取.

7. 设记号同第 1 题. 求：

(1) 使 div[f(r)r] = 0 的函数 f ;

(2) 使 div[grad f(r)] = 0 的函数 f .

8. 设 u 和 v 是区域 Ω 上的二次连续可微的数量场. 令 F = gradu × grad v. 证

明：F 是 Ω 上的无源场.

9. 设 r = xi + yj + zk, r = |r|, f 是可微函数, 而 a, b 是互相正交的常向量. 证明

以下向量场都是无源场：

(1) a× r; (2) f(r)(a× r); (3) (a · r)b; (4) (a× r)× b.

22.3 向量场的环量和旋度

22.3.1 向量场的环量

散度的概念反映了产生向量场的物质源的分布情况. 向量场的另一重要概念是

旋度, 它反映向量场涡旋的分布情况. 正如为了引进散度概念必须首先研究向量场穿

过封闭曲面的通量一样, 为了引进旋度的概念, 需先研究向量场沿封闭曲线的环量.

定义 22.3.1 设 F 是区域 Ω 上的一个向量场, C 是 Ω 中的一条分段光滑的有

向封闭曲线, 其单位切向量为τ . 则称 F 沿 C 的第二型曲线积分
∫

C

F (M) · dr =
∫

C

F (M) · τ (M)ds

为 F 沿曲线 C 的环量.

为了分析环量的具体意义, 把 F 沿 C 的环量写成积分和的极限：

∫

C

F (M) · dr =
∫

C

F (M) · τ (M)ds = lim
‖∆‖→0

n∑

i=1

F (Mi) · τ (Mi)∆si,

其中, Mi 是 C 的分割 ∆ = {Â0A1, Â1A2, · · · , ̂An−1An} (An = A0) 中第 i 个弧段

Âi−1Ai 上任取的一点, ∆si 表示第 i 个弧段的弧长. 当分割作的很细时, F 和τ在每

个弧段上都可近似地看成是常向量. 所以, 如果 F (Mi) · τ (Mi) > 0, 那么意味着向量

场 F 与曲线 C 的切向量τ在第 i个弧段上相交成锐角,即 F 与 C 在第 i个弧段上走

向基本一致. 相反, 如果 F (Mi) · τ (Mi) < 0, 那么意味着 F 与 C 的切向量τ在第 i 个

弧段上相交成钝角, 即 F 与 C 在第 i 个弧段上走向相背. 假如 F 在每个弧段上都与

C 走向基本一致, 或者虽然在个别弧段上相背但在大多数弧段上是基本一致的, 那么

上面的积分和便大于零; 而如果 F 在每个弧段上都与曲线 C 走向相背, 或者虽然在

个别弧段上一致却在大多数弧段上相背, 那么上面的积分和便小于零. 当然, 如果 F

320



第 22 章 场 论 初 步

的方向沿着曲线 C 基本上没有变化, 那么上述积分和便正负项相互抵消因而总量等

于零或接近于零. 因此, 向量场 F 沿封闭曲线 C 的环量反映了 F 沿 C 的旋转情况.

对于流体的速度场 v, 如果流体中有漩涡并且曲线 C 包围了一个漩涡的涡管, 则

当 C 的方向与漩涡的方向一致时 v 沿 C 的环量大于零, 当 C 的方向与漩涡的方向

相反时该环量小于零, 总之不会为零; 而如果流体中没有漩涡或者 C 没有包围涡管,

则 v 沿 C 的环量等于零. 因此对于流体而言, 速度场沿封闭曲线的环量是否为零反

映了曲线是否包围了漩涡的涡管; 当环量非零时, 其正负号反映了曲线的方向是否与

它所包围漩涡的旋转方向一致, 其大小则反映了该漩涡的旋转强度.

后面将会看到, 由点电荷激发的静电场是无旋场 (没有封闭的电力线), 因而电场

强度 E 沿任何封闭曲线的环量都是零. 但是由电流激发的磁场则是有旋场. 根据安

培环路定律, 磁场强度 H(=
1
µ

B, µ 为磁导率) 沿封闭曲线 C 的环量

∫

C

H · dr 等于

穿过 C 上所张与 C 按右手螺旋法则定向的曲面的电流强度的代数和.

22.3.2 向量场的旋度

和散度概念类似, 为了了解向量场涡旋的分布情况, 还必须把环量进行局部化的

处理. 这就引出方向旋量的概念.

定义 22.3.2 设 Ω 是空间中的一个开区域,

F 是定义在 Ω 上的一个向量场. 对 Ω 中任意一

点 M0 和任意一个单位向量 n, 在通过点 M0 并以

n为法向量的平面上任取一条围绕点M0 右旋的分

段光滑的封闭曲线 C,设它所包围平面区域为 ∆D,

面积为 |∆D|(图 22-3-1). 如果极限

lim
diam(∆D)→0

M0∈∆D

∫

C

F (M) · dr

|∆D|

存在, 则称此极限值为 F 在点 M0 绕 n 方向的方

向旋量, 记作 rotnF (M0).

图 22-3-1 方向旋量

同散度类似, 方向旋量的定义中没有出现坐标系, 因此它是与坐标系无关的概念.

但是在具体计算时, 一般必须借助于坐标系. 下面的定理给出了方向旋量在直角坐标

系中的表达式.

定理 22.3.1 设 F 是定义在开区域 Ω 上的一个连续可微的向量场, 在取定了

一个直角坐标系 Oxyz 之后, 它的坐标表示式为

F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k, ∀(x, y, z) ∈ Ω .

则对任意一点 M0 ∈ Ω 和任意单位向量 n = cos αi + cos βj + cos γk,有
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rotnF (M0) =
(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cos α +

(∂P

∂z
− ∂R)

∂x

)
cos β +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ. (22.3.1)

等式右端的函数都在点 M0 取值.

证明 设 C 是在通过点 M0 并以 n 为法向量的平面上任意一条围绕点 M0 右

旋的分段光滑的封闭曲线. 令 C 所包围的平面区域为 D. 则由斯托克斯公式, 有
∫

C

F (M) · dr =
∫

C

Pdx + Qdy + Rdz

=
∫∫

D

(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(∂P

∂z
− ∂R)

∂x

)
dzdx +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=
∫∫

D

[(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cos α+

(∂P

∂z
− ∂R)

∂x

)
cos β+

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ

]
dσ.

因此, 应用积分中值定理, 就得到

rotnF (M0)

= lim
diam(D)→0

M0∈D

1
|D|

∫

C

F (M) · dr

= lim
diam(D)→0

M0∈D

1
|D|

∫∫

D

[(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cos α+

(∂P

∂z
− ∂R)

∂x

)
cos β+

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ

]
dσ

= lim
diam(D)→0

M0∈D

[(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cos α+

(∂P

∂z
− ∂R)

∂x

)
cos β+

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ

]∣∣∣
M̃

(M̃ ∈ D)

=
[(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cos α +

(∂P

∂z
− ∂R)

∂x

)
cos β +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ

]∣∣∣
M0

.

证毕.

从式 (22.3.1) 可知, 如果引进向量

rotF (M0) =
[(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i +

(∂P

∂z
− ∂R)

∂x

)
j +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k
]∣∣∣

M0

, (22.3.2)

则有

rotnF (M0) = rotF (M0) · n. (22.3.3)

所以这个向量有特殊的意义. 但是从式 (22.3.2) 来看, 向量 rotF (M0) 依赖于坐标系.

如果换一个坐标系,按同样的定义是否得到了另外一个向量? 与引理 22.1.1类似地可

以证明, 对此问题的答案是否定的, 即这个向量实际上是不依赖于坐标系的.

引理 22.3.1 由式 (22.3.2) 定义的向量 rotF (M0) 不依赖于直角坐标系 Oxyz

的选取.
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证明留给读者. 根据这个引理, 引进以下定义.

定义 22.3.3 称由式 (22.3.2) 定义的向量 rotF (M0) 为向量场 F 在点 M0 的

旋度.

按此定义, 旋度是一个向量. 而且, 对定义在开区域 Ω 上的一个连续可微的向量

场 F , 在 Ω 中每点求旋度而作映射 M → rotF (M), ∀M ∈ Ω , 就得到了 Ω 上的一个

新的向量场, 这个向量场叫做向量场 F 的旋度场, 记作 rotF .

旋度也记作 ∇× F . 在有些科技文献和书籍上, 旋度也被记作 curlF .

从式 (22.3.3) 和柯西不等式可得

rotnF (M0) 6 |rotF (M0)||n| = |rotF (M0)|,

而且等号成立当且仅当 n 与 rotF (M0) 平行并且同向. 把这个结论和式 (22.3.3) 写成

下述定理.

定理 22.3.2 (1) 旋度 rotF (M0) 的模等于向量场 F 在点 M0 方向旋量的最大

值, 方向为方向旋量取最大值的方向.

(2) F 在点M0 绕任意方向 n的方向旋量,等于它在该点的旋度在此方向的投影.

应用旋度的概念, 不难看出可把斯托克斯公式改述如下.

定理 22.3.3(斯托克斯公式) 设 F 是定义在开区域 Ω 上的一个连续可微的向

量场, S 是 Ω 中一张分块光滑的曲面, 其边界 ∂S 是 Ω 内一条分段光滑的封闭曲线.

则成立 ∫

∂S

F · dr =
∫∫

S

rotF · dS.

∂S 的正向为按 S 的正法向右旋的方向.

因此, 也可把斯托克斯公式叫做旋度定理.

给定了区域 Ω 上的一个连续可微的向量场 F , 对 F 在 Ω 中每点处求旋度,就得

到了 Ω 上的一个新的向量场 rotF , 称为向量场 F 的旋度场, 而映射 F 7→ rotF 则叫

做旋度运算. 容易看出, 旋度运算具有以下基本规律：

(1) rot(cF ) = crotF (c 为常数);

(2) rot(F ±G) = rotF ± rotG;

(3) rot(fF ) = frotF +∇f × F .

此外, 把数量场的梯度运算、向量场的散度运算和旋度运算结合起来考虑, 还可得到

许多其他运算公式. 对此将在 22.3.3 节专门讨论.

22.3.3 无旋场及其性质

定义 22.3.4 如果向量场 F 在 Ω 中任意一点的旋度都是零：

rotF (M) = 0, ∀M ∈ Ω ,
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则称 F 为 Ω 上的无旋场.

例 1 引力场和静电场都是无旋场.

为证明这个结论, 回忆由位于空间中点 O 处质量为 m 的质点所激发的引力场的

场强为

L(M) = −Gm

r3
r (r =

−−→
OM, r = |r|).

在直角坐标系 Oxyz 下, 其表达式为

L(x, y, z) = −Gm

r3
r (r = xi + yj + zk, r = |r|).

有

∂R

∂y
− ∂Q

∂z
= −Gm

[ ∂

∂y

( z

r3

)
− ∂Q

∂z

( y

r3

)]
= −Gm

[(
− 3yz

r5

)
−

(
− 3yz

r5

)]
= 0.

同理可知
∂P

∂z
− ∂R

∂x
= 0,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0.

这说明 rotL(x, y, z) = 0, ∀(x, y, z) ∈ R3\{O}. 所以引力场是无旋场.

对于放置在点 O 电荷量为 q 的点电荷在空间中激发的电场, 其场强的表达式为

E(M) =
q

4πε0r3
r (r =

−−→
OM, r = |r|).

由于这个表达式与 L 的类似, 所以同样地有 rotE = 0. 因此静电场也是无旋场.

和无源场类似, 应用斯托克斯公式可以得到无旋场的一些等价条件. 先介绍一些

术语.

对于区域 Ω 中两条分段光滑的封闭曲线 C 和 C ′, 如果可通过在区域 Ω 中的连

续形变把 C 变为 C ′, 即存在 Ω 中的一族分段光滑的封闭曲线 Ct, 0 6 t 6 1, 它们连

续地依赖于 t, 使得 C0 = C 且 C1 = C ′, 则称 C 和 C ′ 在 Ω 中同伦. 把点看成特殊的

曲线,即退缩了的曲线.如果 Ω 中的一条分段光滑的封闭曲线 C 在 Ω 中同伦于一点,

则称 C 在 Ω 中零伦. 例如在从空间中挖去一个球体所得到的区域中, 任意一条简单

闭曲线 (即不打结的闭曲线)都零伦,因而任意两条简单闭曲线都是同伦的. 但是在从

空间中挖去一个由环面所包围的闭区域所得到的开区域中, 情况就不是这样的：任意

一条围绕环体的封闭曲线都不零伦;围绕环体的封闭曲线与不围绕环体的封闭曲线不

同伦.

显然 Ω 中分段光滑的封闭曲线 C 在 Ω 中零伦当且仅当存在一张完全位于 Ω 中

的光滑曲面以 C 为边界.

定理 22.3.4 设 F 是开区域 Ω 上的连续可微向量场. 则下面三个条件互相

等价：

(1) F 是 Ω 上的无旋场;

(2) 对 Ω 中任意一条零伦的分段光滑的简单闭曲线 C, F 沿 C 的环量为零;
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(3) 对 Ω 中任意两条同伦的分段光滑的简单闭曲线 C 和 C ′, F 沿 C 和 C ′ 的环

量相等.

证明 条件 (1) 和 (2) 的等价性由旋度定理立刻得到. 由旋度定理也立知条件

(1)蕴涵着条件 (3)(因为应用旋度定理易知,在条件 (1)下当 Ct 连续形变时,
∫

Ct

F ·dr

不依赖于 t). 为证明条件 (3) 蕴涵着条件 (1), 对任意一点 M0 ∈ Ω 和任意一个单位

向量 n, 在通过 M0 并以 n 为法向量的平面 π 上任意一条包围点 M0 的充分小的分

段光滑的封闭曲线 C 上, 选取一点 P ∈ C, 并取 ε > 0 充分小, 使平面 π 上的小圆盘

Bε(P )被 C 分割为两个近似的半圆 (图 22-3-2).

把圆周 ∂Bε(P ) 不在 C 所包围区域中的部分记

作 C3, 再令 C1 为曲线 C 不在圆盘 Bε(P ) 中

的部分与 C3 拼接成的封闭曲线, 又令 C2 为曲

线 C 位于圆盘 Bε(P ) 中的部分与 C3 拼接成的

封闭曲线, 则易见 C1 与 C2 同伦. 因此按条件

(3),F 沿 C1 和 C2 的环量是相等的. 据此推知

F 沿 C 的环量为零, 进而可知 F 在点 M0 绕 n

方向的方向旋量为零. 由 n的任意性,由此推知

F 在点 M0 的旋度为零. 再由点 M0 的任意性,

即得条件 (1). 证毕.

图 22-3-2 曲线 C1, C2, C3 的作法

习 题 22.3

1. 设 r = xi + yj + zk, r = |r|, 而 c = ai + bj + ck 是常向量. 求：

(1) rot(r), rot(
r

r
); (2) rot[f(r)c]; (3) rot[f(r)r]; (4) rot[c× f(r)r].

2. 根据直角坐标系的坐标变换法则, 证明：旋度 rotF 的坐标表示式 (22.3.2) 不依

赖于坐标系的选取.

3. 证明：

(1) rot(uF ) = urotF + gradu× F ;

(2) div(F 1 × F 2) = F 2 · rotF 1 − F 1 · rotF 2.

4. 设 r 同第 1 题, a, b 和 r0 都是常向量.

(1) 对 F = r0 + a× r, 证明：div F = 0, rotF = 2a.

(2) 对 F = a× (b× r), 证明：div F = −2a · b, rotF = a× b.

5. 求向量场 F = −yi + xj + ck (c) 的环量 Γ：

(1) 沿圆周 x2 + y2 = 1, z = 0; (2) 沿圆周 (x− 2)2 + y2 = 1, z = 0.

6. 求向量场 F =
−yi + xj

x2 + y2
沿封闭曲线 C 的环量 Γ：
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(1) C 不围绕 Oz 轴; (2) C 围绕 Oz 轴逆时针旋转 n 圈.

7. 设 F 1 和 F 2 是区域 Ω 上的无旋场. 令 F = F 1 × F 2. 证明：F 是 Ω 上的无源

场.

8. 设向量场 F 与数量场 u 的等位面正交, 且 F 是无旋场. 证明：uF 也是无旋场.

特别地, f(r)r 是无旋场.

9. 设 n 是单位常向量. 证明：

divF = n · [grad(n · F ) + rot(n× F )].

22.4 一些重要定理

22.4.1 梯度、散度和旋度联合的一些运算公式

对于梯度、散度和旋度运算, 除了上面各节罗列的一些基本运算公式之外, 把它

们合在一起考虑, 还有下面一些常用的运算公式 (假定所出现的数量场与向量场都充

分光滑)：

(1) ∇(F ·G) = F × rotG + G× rotF + (F · ∇)G + (G · ∇)F .

其中, (F · ∇)G 表示向量场 G 沿 F 方向的方向导数与 F 模的乘积：(F · ∇)G =

|F | ∂G

∂F ◦ , F ◦ 表示 F 的单位化向量 (如果 F 在某点等于零, 则规定 (F · ∇)G 在该点

也等于零).

(2) div(F ×G) = G · rotF + F · rotG.

(3) rot(F ×G) = (divG)F − (divF )G + (G · ∇)F − (F · ∇)G.

(4) rot(∇f) = 0.

(5) div(rotF ) = 0.

这些公式通过一些简单的计算即可验证,留给读者完成. 从最后两个公式得以下定理.

定理 22.4.1 假定所考虑的向量场都一阶连续可微. 则有以下结论：

(1) 梯度场是无旋场;

(2) 旋度场是无源场.

为了给出另外两个重要的运算公式, 需要先介绍拉普拉斯算子∆ 的概念, 这是一

个对具有二阶连续偏导数的函数所作的运算, 在直角坐标系下的表示式为

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
.

与引理 22.1.1 类似地可以证明, ∆f 只与 f 有关而不依赖于直角坐标系的选取, 因此

对场而言是一个有意义的运算.对于向量场, ∆则表示对每个分量函数分别作此运算,

即若 F = P i + Qj + Rk, 则

∆F = ∆P i + ∆Q j + ∆R k.
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自然, ∆F 也不依赖于直角坐标系的选取, 因而定义是合理的. 下面是前面提到的两

个公式：

(6) div(∇f) = ∆f .

(7) rot(rotF ) = ∇(divF )−∆F .

这些公式也是通过一些简单的计算获得的, 留给读者. 最后这个公式将在后面推导亥

姆霍兹分解定理时起到重要的作用.

22.4.2 保守场及其等价条件

梯度场是最简单的向量场, 它有如下的另外一个名称和另外一种内在的定义

方式.

定义 22.4.1 设 F 是定义在开区域 Ω 上的一个向量场. 如果对 Ω 中任意两点

M0 和 M , F 沿以 M0 为起点、以 M 为终点的任意一条分段光滑曲线 C 的第二型曲

线积分

∫

C

F · dr 都相等, 即这个积分只与起点 M0 和终点 M 有关而与连接这两点

的具体曲线无关, 则称 F 为 Ω 上的保守场. 这时积分
∫

C

F · dr 也用符号

∫ M

M0

F · dr

表示, 并称函数

M 7→
∫ M

M0

F · dr, ∀M ∈ Ω

为 F 的势函数.

上述定义中的势函数依赖于始点 M0 的选择. 如果以另外一点 M ′
0 ∈ Ω 作始点,

就得到了另外一个势函数. 但是由显然的等式
∫ M

M ′
0

F · dr =
∫ M0

M ′
0

F · dr +
∫ M

M0

F · dr

可知任意两个不同的势函数都相差一个常数.

定理 22.4.2 设 F 是开区域 Ω 上的连续向量场. 则下列三个条件互相等价：

(1) F 是保守场;

(2) F 是梯度场;

(3) F 沿 Ω 中任意一条分段光滑的封闭曲线的环量都是零.

证明 任意取定一个直角坐标系 Oxyz. 设在此坐标系下, F 的表示式为

F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k, ∀(x, y, z) ∈ Ω .

先证 (1) ⇒ (2). 为此令 f 为 F 的一个势函数, 即取定一点 M0(x0, y0, z0) ∈ Ω ,

而定义

f(x̄, ȳ, z̄) =
∫ (x̄,ȳ,z̄)

(x0,y0,z0)

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz, ∀(x̄, ȳ, z̄) ∈ Ω .
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按照保守场的定义, 这个定义是合理的. 下面来证明：∇f = F . 这只需证明

∂f

∂x
= P,

∂f

∂y
= Q,

∂f

∂z
= R.

以第一个等式为例, 对任意一点 M(x̄, ȳ, z̄) ∈ Ω , 取 δ > 0 充分小使 Bδ(M) ⊆ Ω . 则当

|∆x| < δ 时, 有

f(x̄+∆x, ȳ, z̄)− f(x̄, ȳ, z̄)
∆x

=
1

∆x

[ ∫ (x̄+∆x,ȳ,z̄)

(x0,y0,z0)

Pdx+Qdy+Rdz −
∫ (x̄,ȳ,z̄)

(x0,y0,z0)

Pdx+Qdy+Rdz
]

=
1

∆x

∫ (x̄+∆x,ȳ,z̄)

(x̄,ȳ,z̄)

Pdx+Qdy+Rdz.

对于最后这个积分, 选取积分路径为连接 (x̄, ȳ, z̄) 和 (x̄ + ∆x, ȳ, z̄) 的直线段, 则在其

上 y 和 z 都是常数：y = ȳ, z = z̄. 因此

f(x̄+∆x, ȳ, z̄)− f(x̄, ȳ, z̄)
∆x

=
1

∆x

∫ x̄+∆x

x̄

P (x, ȳ, z̄)dx = P (ξ, ȳ, z̄),

其中 ξ 是介于 x̄ 和 x̄ + ∆x 之间的一个实数. 令 ∆x → 0, 就得到

∂f

∂x
(x̄, ȳ, z̄) = lim

∆x→0

f(x̄+∆x, ȳ, z̄)− f(x̄, ȳ, z̄)
∆x

= P (x̄, ȳ, z̄).

同理可证其他两个等式. 这就证明了, 条件 (1) 蕴涵条件 (2).

再证 (2) ⇒ (1). F 是梯度场意味着存在数量场 f 使得 ∇f = F , 即

∂f

∂x
= P,

∂f

∂y
= Q,

∂f

∂z
= R.

对 Ω 中任意两点 M0(x0, y0, z0) 和 M(x̄, ȳ, z̄), 和任意一条以 M0 为起点、以 M 为终

点的分段光滑曲线 C, 设 C 的参数方程为

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [a, b]

(其中, 参数 a 对应于点 M0, 参数 b 对应于点 M), 则有
∫

C

F · dr =
∫

C

Pdx+Qdy+Rdz =
∫

C

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy+

∂f

∂z
dz

=
∫ b

a

[
fx(x(t), y(t), z(t))x′(t)+fy(x(t), y(t), z(t))y′(t)

+ fz(x(t), y(t), z(t))z′(t)
]
dt
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=
∫ b

a

d
dt

(
f(x(t), y(t), z(t))

)
dt = f(x̄, ȳ, z̄)− f(x0, y0, z0),

可见

∫

C

F · dr 只与起点和终点有关而与具体路径无关, 即 F 为保守场. 这就证明了,

条件 (2) 蕴涵条件 (1).

最后, 条件 (1) 显然与条件 (3) 等价. 因此定理各结论均成立. 证毕.

保守场即梯度场由于积分与路径无关, 因而处理起来比较方便. 但是要检验一个

给定的向量场是否为保守场, 如果按定义来做, 则或者需要找出它的势函数, 或者需

要计算第二型曲线积分, 这都不是比较简单的工作. 定理 22.4.1 给出了梯度场的一个

必要条件, 即梯度场必是无旋场. 自然要问：这个条件是否也是充分的? 对一般的区

域而言, 这个问题的答案是否定的. 下面是一个反例.

例 1 令 Ω 为 R3 去掉 Oz 轴所得区域. 考虑 Ω 上的下列向量场：

F (x, y, z) =
y

x2 + y2
i− x

x2 + y2
j, ∀(x, y, z) ∈ Ω .

容易验证 F 是无旋场. 但它不是保守场. 这是因为, 令 C 为 Oxy 坐标面上以原点为

圆心的单位圆周, 方向为关于 Oz 轴右旋, 则有
∫

C

F · dr =
∫

C

ydx− xdy

x2 + y2
= −2π 6= 0.

下一个定理说明, 只要对区域附加一定的条件, 则就能够保证无旋场必是梯度场.

先介绍一些术语.

如果一个空间区域 Ω 中的任意一条简单闭曲线 C 都是零伦的, 即它可以通过连

续的形变收缩为一个点 (等价于存在完全位于 Ω 中的分块光滑曲面以 C 为边界), 则

称 Ω 是线单连通区域, 否则叫做线复连通区域. 如由两个同心球包围的区域 (球壳)

是线单连通区域, 但由两个同心环面围成的区域则是线复连通区域. 与此对应的是面

单连通区域和面复连通区域, 前者是指任意简单闭曲面都零伦的空间区域, 后者则是

指不是面单连通的区域.

定理 22.4.3 设 F 是开区域 Ω 上的连续向量场. 则当区域 Ω 是下列情况之一

时, 其上定义的任意无旋场都是保守场：

(1) Ω 是线单连通区域;

(2) Ω 是凸区域.

证明 在第一种情况下,应用斯托克斯公式知, Ω 上的任意无旋场沿任何环路的

环量都是零, 因而都是保守场. 在第二种情况下, 对 Ω 上的任意无旋场 F 和任意点

M0,M ∈ Ω , 定义函数

f(M) =
∫ 1

0

F (M0 + t(M −M0)) · −−−→M0Mdt, M ∈ Ω ,
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其中 M0 是 Ω 任意选取的一点. 不难验证, f 是 F 的势函数 (请读者自己检验). 因

此 F 是保守场. 证毕.

22.4.3 亥姆霍兹分解定理

下面推导一个重要定理 ——亥姆霍兹分解定理. 粗略地说, 这个定理告诉我们,

每个向量场都可分解为一个无源场和一个无旋场的和.

为了推导这个定理,需要先考虑下述问题：给定 R3 上的函数 f ,求 R3 上的另一

个函数 u 使它满足方程

∆u = f. (22.4.1)

这个方程叫做位势方程或泊松方程. 它来源于下述静电学问题：已知分布在空间中的

一些电荷的密度函数为 ρ, 求由这些电荷激发的静电场的电势函数 u. 上述方程是这

样得到的,应用高斯定理不难知道,由这些电荷激发的电场的电场强度 E 满足关系式

divE = ρ, 而电场强度 E 与电势函数 u 的关系式是 E = −∇u. 把 E = −∇u 代入

divE = ρ, 应用公式 div(∇u) = ∆u, 就得到了上面的方程, 其中 f = −ρ. 当然这个方

程的物理学背景远不止上述静电学问题. 这里就不一一罗列它们了.

以下为了记号简单起见, 用 x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) 等符号表示 R3 中的

点. 采用这样的记号, 上述方程准确地写出就是

∂2u(x)
∂x2

1

+
∂2u(x)
∂x2

2

+
∂2u(x)
∂x2

3

= f(x), x ∈ R3.

为了避免一些比较烦琐的推理, 我们在函数 f 满足比较强的条件下求解上述方程. 确

切地说, 假设函数 f 在 R3 上连续可微, 且存在常数 p > 3 和 C > 0 使成立

|f(x)|+
3∑

i=1

∣∣∣∂f(x)
∂xi

∣∣∣ 6 C(1 + |x|)−p, ∀x ∈ R3. (22.4.2)

下面证明在这样的假设下, 上述方程有以下的解：

u(x) = − 1
4π

∫

R3

f(y)
|x−y|dy, x ∈ R3. (22.4.3)

这里不讨论解的表达式 (22.4.3) 是如何得到的, 只证明这个表达式的确给出了位势方

程 (22.4.1) 的解.

首先注意, 式 (22.4.3) 是一个含参量的广义重积分. 这里广义的意思既在于它的

积分区域是无界域, 而且还在于它是无界函数的积分. 显然在条件 (22.4.2) 下, 对每

个 x ∈ R3, 这个广义重积分都是收敛的, 因此 u(x) 的定义是合理的. 但是要注意, 由

于这个积分中的瑕点 x 正好是参变量, 因此瑕点是随着参变量变化而变化的, 不属于

19.7 节讨论的类型, 所以在作求偏导数的运算时, 不能直接应用那里的定理. 不过这

个困难是容易克服的.
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为了简化推导过程中的书写, 记

K(r) = − 1
4πr

, r > 0.

则表达式 (22.4.3) 可改写为

u(x) =
∫

R3
K(|x−y|)f(y)dy, x ∈ R3. (22.4.4)

函数 K(r) 的一阶和二阶导数为

K ′(r) =
1

4πr2
, K ′′(r) = − 1

2πr3
, r > 0. (22.4.5)

再记

vi(x) =
∫

R3

∂

∂xi
K(|x−y|)f(y)dy,

wij(x) =
∫

R3

∂

∂xi
K(|x−y|)∂f(y)

∂yj
dy,

其中 x ∈ R3, i, j = 1, 2, 3. 注意到

∂

∂xi
K(|x−y|) = K ′(|x−y|)xi−yi

|x−y| , x 6= y, i = 1, 2, 3,

以及

∂2K(|x−y|)
∂xi∂xj

=





K ′′(|x−y|) (xi−yi)(xj−yj)
|x−y|2 −K ′(|x−y|) (xi−yi)(xj−yj)

|x−y|3 , 当 i 6=j,

K ′′(|x−y|) (xi−yi)2

|x−y|2 +K ′(|x−y|) |x−y|2 − (xi−yi)2

|x−y|3 , 当 i=j,

(22.4.6)

所以由式 (22.4.5) 可知




∣∣∣ ∂

∂xi
K(|x−y|)

∣∣∣ 6 1
4π

1
|x−y|2 , x 6= y, i = 1, 2, 3,

∣∣∣∂
2K(|x−y|)
∂xi∂xj

∣∣∣ 6 3
4π

1
|x−y|3 , x 6= y, i, j = 1, 2, 3.

(22.4.7)

从式 (22.4.7)、式 (22.4.2) 和推论 19.7.2 与推论 19.7.4 可知, 定义函数 vi(x) 和 wij(x)

的广义积分都是收敛的. 另外, 从式 (22.4.5) 和式 (22.4.6) 易见

∆xK(|x−y|) =
3∑

i=1

∂2K(|x−y|)
∂x2

i

= K ′′(|x−y|) +
2K ′(|x−y|)
|x−y| = 0, 当 x 6= y.
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这是一个很重要的事实, 下面将会用到它.

引理 22.4.1 u(x) 在 R3 上连续可微, 且

∂u(x)
∂xi

= vi(x), ∀x ∈ R3, i = 1, 2, 3.

证明 由于定义函数 u(x) 的广义积分中的瑕点 x 不是固定的, 因而不能直接

应用 19.7 节中的定理. 为了克服这个困难, 对积分作截断, 办法如下：选取一个函

数 ψ ∈ C∞(R) 使其在区间 [−1, 1] 上恒为零, 而在 (−∞,−2]
⋃

[2,∞) 上恒取 1 值, 且

0 6 ψ 6 1. 这样的函数是有的, 因为可先取 ϕ ∈ C∞0 (R) 使其在区间 [−1, 1] 上恒取 1

值, 0 6 ϕ 6 1, 且支集含于区间 [−2, 2], 然后令 ψ = 1 − ϕ, 则此函数 ψ 便符合要求.

取定这样的函数 ψ 之后, 对每个 ε > 0, 令

uε(x) =
∫

R3
ψ

( |x−y|
ε

)
K(|x−y|)f(y)dy, x ∈ R3.

这里的积分便没有了瑕点, 而只是在无界区域上的积分, 因此可以应用 19.7节的定理

来处理. 下面先证明

结论一 当 ε → 0+ 时, uε(x) 在 R3 上一致收敛于 u(x).

事实上, 由于当 |x−y| > 2ε 时 ψ
( |x−y|

ε

)
= 1, 有

uε(x)− u(x) =
∫

R3

[
ψ

( |x−y|
ε

)
− 1

]
K(|x−y|)f(y)dy

=
∫

|x−y|62ε

[
ψ

( |x−y|
ε

)
− 1

]
K(|x−y|)f(y)dy.

这样应用式 (22.4.2)(⇒ |f(y)| 6 C), 就得到

|uε(x)− u(x)| 6
∫

|x−y|62ε

|K(|x−y|)||f(y)|dy

6 C

4π

∫

|x−y|62ε

dy

|x−y| = 2Cε2, ∀x ∈ R3.

这就证明了结论一.

再来证明

结论二 当 ε → 0 时,
∂uε(x)

∂xi
在 R3 上一致收敛于 vi(x), i = 1, 2, 3.

为证明这个结论, 先注意形式地对
∂uε(x)

∂xi
在积分号下求偏导数得

∂uε(x)
∂xi

=
∫

R3
ψ

( |x−y|
ε

) ∂

∂xi
K(|x−y|)f(y)dy

+
1
ε

∫

R3
ψ′

( |x−y|
ε

)xi−yi

|x−y|K(|x−y|)f(y)dy. (22.4.8)
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为证明这个等式的确成立,必须证明其右端的两个广义积分都关于 x在 R3 上局部地

一致收敛 (注意这里 ε 是固定的, 参变量是 x 而不是 ε). 事实上, 由于 ψ
( |x−y|

ε

)
和

ψ′
( |x−y|

ε

)
都在 |x−y| 6 ε 时等于零, 所以根据式 (22.4.2) 和式 (22.4.7) 可知

∣∣∣∣ψ
( |x−y|

ε

) ∂

∂xi
K(|x−y|)f(y)

∣∣∣∣ 6 C

4πε2
(1 + |y|)−p, ∀x, y ∈ R3,

∣∣∣∣ψ′
( |x−y|

ε

)xi−yi

|x−y|K(|x−y|)f(y)
∣∣∣∣ 6 CC1

4πε
(1 + |y|)−p, ∀x, y ∈ R3

(其中 C1 = max
16|t|62

|ψ′(t)|). 而条件 p > 3保证了广义重积分
∫

R3
(1+ |y|)−pdy 收敛,所

以根据魏尔斯特拉斯 M 判别法 (定理 21.1.6) 可知, 对每个固定的 ε,
∂uε(x)

∂xi
的表达

式中的两个积分都关于 x ∈ R3 一致收敛, 进而根据定理 21.1.7 可知在积分号下求偏

导数是合理的.

这样就有

∂uε(x)
∂xi

− vi(x) =
∫

R3

[
ψ

( |x−y|
ε

)
− 1

] ∂

∂xi
K(|x−y|)f(y)dy

+
1
ε

∫

R3
ψ′

( |x−y|
ε

)xi−yi

|x−y|K(|x−y|)f(y)dy.

于是, 与证明结论一时类似地, 应用式 (22.4.2)(⇒ |f(y)| 6 C) 和式 (22.4.7) 得到

∣∣∣∂uε(x)
∂xi

− vi(x)
∣∣∣

6C

∫

|x−y|62ε

∣∣∣ ∂

∂xi
K(|x−y|)

∣∣∣dy +
CC1

ε

∫

|x−y|62ε

|K(|x−y|)|dy

6 C

4π

∫

|x−y|62ε

dy

|x−y|2 +
CC1

4πε

∫

|x−y|62ε

dy

|x−y| = 2C(1 + C1)ε, ∀x ∈ R3.

这就证明了结论二.

有了结论一和结论二, 根据函数列求导数的原理, 知 u(x) 对各变元都有偏导数,

且
∂u(x)
∂xi

= vi(x), i = 1, 2, 3. 证毕.

引理 22.4.2 u(x) 在 R3 上有二阶连续偏导数, 且

∂2u(x)
∂xi∂xj

= wij(x), ∀x ∈ R3, i, j = 1, 2, 3.

证明 只需再证明

结论三 当 ε → 0 时,
∂2uε(x)
∂xi∂xj

在 R3 上一致收敛于 = wij(x), i, j = 1, 2, 3.
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为证明这个结论, 注意通过采用与证明式 (22.4.8) 类似的推理, 从式 (22.4.8) 可得

∂2uε(x)
∂xi∂xj

=
∫

R3

∂

∂xj

[
ψ

( |x−y|
ε

) ∂

∂xi
K(|x−y|)

]
f(y)dy

+
1
ε

∫

R3

∂

∂xj

[
ψ′

( |x−y|
ε

)xi−yi

|x−y|K(|x−y|)
]
f(y)dy

=−
∫

R3

∂

∂yj

[
ψ

( |x−y|
ε

) ∂

∂xi
K(|x−y|)

]
f(y)dy

− 1
ε

∫

R3

∂

∂yj

[
ψ′

( |x−y|
ε

)xi−yi

|x−y|K(|x−y|)
]
f(y)dy

≡− I − II.

由于函数 ψ′
( |x−y|

ε

)
只在 ε 6 |x−y| 6 2ε 上非零, 所以第二个积分 II 实际上是在有

界区域 ε 6 |x−y| 6 2ε 上进行的, 并且被积函数在这个区域的边界上等于零, 故对它

可直接分部积分, 得

II = −1
ε

∫

R3
ψ′

( |x−y|
ε

)xi−yi

|x−y|K(|x−y|)∂f(y)
∂yj

dy.

对于第一个积分 I, 把它表示成极限：

I = lim
R→∞

∫

|y|6R

∂

∂yj

[
ψ

( |x−y|
ε

) ∂

∂xi
K(|x−y|)

]
f(y)dy,

然后再应用三维分部积分公式做分部积分. 应用式 (22.4.2)和式 (22.4.7),易知分部积

分所得到的在曲面 |y| = R 上的积分当 R →∞ 时趋于零. 因此

I = −
∫

R3
ψ

( |x−y|
ε

) ∂

∂xi
K(|x−y|)∂f(y)

∂yj
dy.

这样就得到

∂2uε(x)
∂xi∂xj

=
∫

R3
ψ

( |x−y|
ε

) ∂

∂xi
K(|x−y|)∂f(y)

∂yj
dy

+
1
ε

∫

R3
ψ′

( |x−y|
ε

)xi−yi

|x−y|K(|x−y|)∂f(y)
∂yj

dy.

根据这个表达式, 采用与证明引理 22.4.1 结论二相同的推理即得结论三. 证毕.

引理 22.4.3 u(x) 在 R3 上满足位势方程

∆u(x) = f(x).

证明 注意到

−
3∑

i=1

∂2

∂yi∂xi
K(|x−y|) =

3∑

i=1

∂2

∂x2
i

K(|x−y|) = ∆xK(|x−y|) = 0, 当 x 6= y,
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所以由引理 22.4.2 和三维分部积分公式, 有

∆u(x) =
3∑

i=1

wii(x) =
3∑

i=1

∫

R3

∂

∂xi
K(|x−y|)∂f(y)

∂yi
dy

= lim
ε→0

3∑

i=1

∫

ε6|x−y|6 1
ε

∂

∂xi
K(|x−y|)∂f(y)

∂yi
dy

= lim
ε→0

[
−

∫

ε6|x−y|6 1
ε

3∑

i=1

∂2

∂yi∂xi
K(|x−y|)f(y)dy

+
∫

|x−y|= 1
ε

(
3∑

i=1

∂

∂xi
K(|x−y|) cos αi

)
f(y)dσy

−
∫

|x−y|=ε

(
3∑

i=1

∂

∂xi
K(|x−y|) cos βi

)
f(y)dσy

]

= lim
ε→0

[ ∫

|x−y|= 1
ε

(
3∑

i=1

∂

∂xi
K(|x−y|) cos αi

)
f(y)dσy

−
∫

|x−y|=ε

(
3∑

i=1

∂

∂xi
K(|x−y|) cos βi

)
f(y)dσy

]
,

其中, (cos α1, cos α2, cos α3) 为球面 |x−y| = 1
ε

(y 为球面上的点, x 为球心) 外法向量

的方向余弦, (cos β1, cos β2, cos β3) 为球面 |x−y| = ε(y 为球面上的点, x 为球心) 外法

向量的方向余弦. 显然 cos αi =
yi−xi

|y−x| = −xi−yi

|x−y| , i = 1, 2, 3, 从而

3∑

i=1

∂

∂xi
K(|x−y|) cos αi = −

3∑

i=1

K ′(|x−y|) (xi−yi)2

|x−y|2 = −K ′(|x−y|) = − 1
4π|x−y|2 ,

所以

∫

|x−y|= 1
ε

(
3∑

i=1

∂

∂xi
K(|x−y|) cos αi

)
f(y)dSy

=−
∫

|x−y|= 1
ε

f(y)
4π|x−y|2 dy = − ε2

4π

∫

|x−y|= 1
ε

f(y)dy

=− ε2

4π
· 4π

ε2
· f(ξε) = −f(ξε),

其中 ξε 为球面 |x−y| = 1
ε
上的点. 类似地,

∫

|x−y|=ε

(
3∑

i=1

∂

∂xi
K(|x−y|) cos βi

)
f(y)dSy
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=−
∫

|x−y|=ε

f(y)
4π|x−y|2 dy = − 1

4πε2

∫

|x−y|=ε

f(y)dy

=− 1
4πε2

· 4πε2 · f(ηε) = −f(ηε),

其中 ηε 为球面 |x−y| = ε 上的点. 根据式 (22.4.2) 易见 f(ξε) → 0 (当 ε → 0), 又显然

f(ηε) → f(x) (当 ε → 0), 所以最终得到

∆u(x) = lim
ε→0

[−f(ξε) + f(ηε)] = f(x).

证毕.

定理 22.4.4(亥姆霍兹分解定理) 设 F 是定义在全空间上的二阶连续可微向量

场, 且存在常数 p > 3 和 C > 0 使成立

|F (x)|+
3∑

i=1

∣∣∣∂F (x)
∂xi

∣∣∣ +
3∑

i,j=1

∣∣∣∂
2F (x)

∂xi∂xj

∣∣∣ 6 C(1 + |x|)−p, ∀x ∈ R3.

则存在定义在全空间上的连续可微的无旋场 F 1 和无源场 F 2, 使成立：

F = F 1 + F 2.

证明 由引理 22.4.3 知在所设条件下, 存在定义在全空间上的二阶连续可微向

量场 G 使成立

∆G = F .

因为 F 二阶连续可微, 从引理 22.4.2 的证明可知 G 实际上是三阶连续可微的 (因为

可多作一次分部积分). 令 F 1 = ∇(divG), F 2 = −rot(rotG). 则 F 1 和 F 2 都连续可

微, 且 F 1 是无旋场 (因为它是梯度场), F 2 是无源场 (因为它是旋度场). 由公式

rot(rotG) = ∇(divG)−∆G

有

F = ∆G = ∇(divG)− rot(rotG) = F 1 + F 2.

这就证明了定理的结论. 证毕.

结合应用以上定理和延拓定理就得到了以下定理.

定理 22.4.5 设 Ω 是 R3 中具有二阶连续可微边界的有界闭区域, F 是定义在

Ω 上的二阶连续可微向量场. 则存在定义在 Ω 上的连续可微的无旋场 F 1 和无源场

F 2 使得
F = F 1 + F 2.

证明 把 F 的每个分量函数都延拓成 R3 上的二阶连续可微函数, 使得延拓后

的分量函数都在 Ω 的一个邻域之外恒等于零, 就得到了一个定义在全空间 R3 上的
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二阶连续可微向量场 F̃ , 它是 F 的延拓, 即 F̃ |Ω = F , 且满足定理 22.4.4 的条件. 因

此, 对 F̃ 应用定理 22.4.4, 知存在 R3 上的连续可微的无旋场 F̃ 1 和无源场 F̃ 2, 使

成立
F̃ = F̃ 1 + F̃ 2.

令 F 1 = F̃ 1|Ω , F 2 = F̃ 2|Ω ,则 F 1 是定义在 Ω 上的连续可微的无旋场,而 F 2 是定义

在 Ω 上的连续可微的无源场, 并且把上式限制在 Ω 即是

F = F 1 + F 2.

这就得到了所需要的结论. 证毕.

习 题 22.4

1. 证明以下公式：

(1) ∇(F ·G) = F × rotG + G× rotF + (F · ∇)G + (G · ∇)F ;

(2) div(F ×G) = G · rotF + F · rotG;

(3) rot(F ×G) = (divG)F − (divF )G + (G · ∇)F − (F · ∇)G;

(4) rot(rotF ) = ∇(divF )−∆F .

2. 证明以下公式：

(1)
∫∫

∂Ω

(F ×G) · dS =
∫∫∫

Ω

(G · rotF − F · rotG)dV ;

(2)
∫∫

∂Ω

(F × gradu) · dS =
∫∫∫

Ω

gradu · rotFdV ;

(3)
∫

∂S

udv =
∫∫

S

(gradu× grad v) · dS.

3. 设 Ω = (a1, b1)× (a2, b2)× (a3, b3), F 是 Ω 上的无源场. 证明：存在 Ω 上的向量

场 G 使成立 F = rotG.

(提示：考虑以形如 U =
1
2

( ∫
Qdz −

∫
Rdy

)
, V =

1
2

( ∫
Rdx −

∫
Pdz

)
,

U =
1
2

( ∫
Pdy −

∫
Qdx

)
的函数为分量的向量场).

4. 判别下列向量场是否为有势场, 或对什么区域来说是有势场：

(1) F = ϕ(x)i + ψ(y)j + χ(z)k, ϕ, ψ, χ 是连续函数;

(2) F = f(ax + by + cz)(ai + bj + ck), f 是连续函数, a, b, c 是常数;

(3) F = f(x2 + y2 + z2)(xi + yj + zk), f 是连续函数;

(4) F = f
(x

y

)yi− xj

x2 + y2
, f 是连续函数, 且极限 lim

|u|→+∞
f(u) 存在.

5. 验证下列向量场是有势场, 并求它们的势函数：

(1) F = yz(2x + y + z)i + xz(x + 2y + z)j + xy(x + y + 2z)k;

(2) F = (x2 − 2yz)i + (y2 − 2xz)j + (z2 − 2xy)k;
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(3) F = (yzexyz + 3x2)i + (xzexyz + 2y)j + (xyexyz + 4z3)k;

(4) F = (x2y3 + 3x2y + z)i + (x3y2 + x3 + y)j + (x + y + z)k.

6. (1) 求由位于坐标原点的质量为 m 的质点所产生引力场的势函数;

(2) 更一般地,求由位于Mi(xi, yi, zi) (i = 1, 2, · · · , n)的质量为mi (i = 1, 2, · · · , n)

的质点系所产生引力场的势函数.

7. 求第 4 题各小题向量场的势函数.

22.5 平面和曲面上的向量场

22.5.1 平面上的向量场

如果一个向量场 F 定义在一个平面区域 D 上, 并且对每个 M ∈ D, F (M) 都平

行于该平面, 则称 F 为平面向量场. 平面向量场自然应当局限在平面上研究, 因此其

散度和旋度的定义与一般三维向量场相应概念的定义略有不同.

首先来看通量. 设 C 是区域 D 中的一条有向光滑曲线,其单位切向量为 v. 把 v

顺时针旋转 90◦, 就得到了 C 的一个单位法向量, 称为 C 的外法向量, 记作 n. 定义

在 D 上的平面向量场 F 穿过曲线 C 的通量定义为 F 在 n 方向的投影 Fn = F · n
沿 C 的第一型曲线积分

∫

C

Fnds =
∫

C

F · nds. 设取定了平面直角坐标系 Oxy 之后,

F 的分量表示为

F (x, y) = P (x, y)i + Q(x, y)j, (x, y) ∈ D.

又设 C 的参数方程为

x = x(t), y = y(t), a 6 t 6 b.

则有

v(x(t), y(t)) =
x′(t)√

x2(t) + y2(t)
i +

y′(t)√
x2(t) + y2(t)

j,

n(x(t), y(t)) =
y′(t)√

x2(t) + y2(t)
i− x′(t)√

x2(t) + y2(t)
j.

进而

Fn(x(t), y(t)) = (F · n)(x(t), y(t)) =
P (x(t), y(t))y′(t)−Q(x(t), y(t))x′(t)√

x2(t) + y2(t)
.

因此 F 穿过 C 的通量等于
∫

C

Fnds =
∫ b

a

P (x(t), y(t))y′(t)−Q(x(t), y(t))x′(t)√
x2(t) + y2(t)

·
√

x2(t) + y2(t)dt =
∫

C

Pdy−Qdx.

有了通量, 对任意一点 M0 ∈ D, F 在点 M0 的散度 divF (M0) 便定义为

divF (M0) = lim
diam(σ)→0

M0∈σ

1
|σ|

∫

∂σ

Fnds = lim
diam(σ)→0

M0∈σ

1
|σ|

∫

∂σ

F · nds,

338



第 22 章 场 论 初 步

其中, σ 为 D 中任意包含 M0 且具有光滑边界的小区域, |σ| 表示其面积, n 为 ∂σ 的

单位外法向量.

根据格林公式, 有
∫

∂σ

F · nds =
∫

∂σ

Pdy −Qdx =
∫∫

σ

(∂P

∂x
+

∂Q

∂y

)
dxdy.

由此不难得到散度在直角坐标系下的表达式：

divF (x0, y0) =
∂P

∂x
(x0, y0) +

∂Q

∂y
(x0, y0).

再来看环量和旋度. 环量的定义与空间情形下类似, 即平面向量场 F 沿曲线 C

的环量定义为 F 在曲线的切方向 v 的投影 Fv = F · v 沿 C 的第一型曲线积分∫

C

Fvds =
∫

C

F · dr. 但是旋度 rotF (M0) 在平面向量场的情形则定义为以下数量：

rotF (M0) = lim
diam(σ)→0

M0∈σ

1
|σ|

∫

∂σ

Fvds = lim
diam(σ)→0

M0∈σ

1
|σ|

∫

∂σ

F · vds,

其中, σ 为 D 中任意包含 M0 且具有光滑边界的小区域, |σ| 表示其面积, v 为 ∂σ 的

单位切向量 (∂σ 的正向为右旋即逆时针旋转方向).

根据格林公式, 有
∫

∂σ

F · vds =
∫

∂σ

Pdx + Qdy =
∫∫

σ

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

由此不难得到旋度在直角坐标系下的表达式：

rotF (x0, y0) =
∂Q

∂x
(x0, y0)− ∂P

∂y
(x0, y0).

借助于散度和旋度, 格林公式可写成以下两种形式：
∫

∂σ

F · nds =
∫∫

σ

divFdσ, (22.5.1)

∫

∂σ

F · vds =
∫∫

σ

rotFdσ. (22.5.2)

与空间向量场的情况类似, 如果一个平面向量场 F 的散度 divF 恒为零, 就称它

为无源场; 如果 F 的旋度 rotF 恒为零, 就称它为无旋场. 假如存在 F 的定义域 D

上的可微函数 f 使得 ∇f = F , 就称 F 为梯度场或有势场, 函数 f 叫做 F 的势函数.

如果第二型曲线积分

∫

C

F · dr =
∫

C

F · vds 与具体路径无关而只与 C 的起点和终点

有关, 就称 F 为保守场. 容易证明以下结论：
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(1) 梯度场是无旋场;

(2) 反梯度场, 即由梯度场旋转 90◦ 所得到的向量场, 是无源场;

(3) F 是梯度场当且仅当它是保守场;

(4) 在单连通区域里, 无旋场必是梯度场, 无源场必是反梯度场.

假如定义在某个空间区域 Ω 上的一个三维向量场 F 具有以下两个性质：

(1) 每个向量 F (M) (M ∈ Ω) 都平行于一个平面 π;

(2) 在每条垂直于 π 的直线上, F (M) 是一常向量.

则向量场 F 在每个平行于平面 π 的平面上的性质都完全一样, 因此只需研究它在其

中一张这样的平面上的性质即可, 即这样的向量场可简化为平面向量场来研究. 这样

的例子很多, 如均匀地带有电荷的导体直线上的电荷所产生的电场、电流强度为常数

的直线导体上的电流所激发的磁场, 都是这种向量场的实际例子.

22.5.2 曲面上的向量场

设 S 是空间中的一张有向光滑曲面, F 是定义在 S 上的向量场. 假如对每点

M ∈ S, F (M) 都是曲面 S 在点 M 的一个切向量, 即若令 n(M) 为 S 在点 M 的单

位法向量, 则有

F (M) · n(M) = 0,

则称 F 为曲面 S 上的切向量场. 习惯上简单地把曲面 S 上的切向量场就叫做 S 上

的向量场.

曲面上的切向量场可类似于平面上的向量场进行研究. 设 C 是 S 上的一条有

向光滑曲线, 其单位切向量为 v. 对每点 M ∈ C, 令 m(M) = v(M) × n(M), 其中

n(M) 为 S 在 M 点的单位法向量. m(M) 是曲面 S 在 M 点的一个单位切向量 (因

m(M) · n(M) = 0), 但却是曲线 C 在 M 点的一个法向量 (因 m(M) · v(M) = 0), 称

为曲线 C在曲面 S 上的外法向量. 对 S 上的切向量场 F , 称 F 在 m 方向的投影

Fm(M) = F (M) ·m(M) (M ∈ C) 沿 C 的第一型曲线积分
∫

C

Fmds =
∫

C

F ·mds =
∫

C

(F ,v,n)ds

为切向量场 F 穿过曲线 C 的通量. 对任意一点 M0 ∈ S, F 在点 M0 的散度

divSF (M0) 定义为

divSF (M0) = lim
diam(σ)→0

M0∈σ

1
|σ|

∫

∂σ

Fmds = lim
diam(σ)→0

M0∈σ

1
|σ|

∫

∂σ

F ·mds,

其中, σ 为 S 上任意包含 M0 点且具有光滑边界的小曲面块, |σ| 表示其面积. F 在

M0 点的旋度 rotSF (M0) 则定义为以下数量：

rotSF (M0) = lim
diam(σ)→0

M0∈σ

1
|σ|

∫

∂σ

Fvds = lim
diam(σ)→0

M0∈σ

1
|σ|

∫

∂σ

F · vds,
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这里 σ 的意义同前.

根据曲面上向量场的散度和旋度的定义并采用对曲面作分割的方法不难证明,成

立以下类似于式 (22.5.1) 和式 (22.5.2) 的公式：

∫

∂σ

F ·mds =
∫∫

σ

divSFdσ, (22.5.3)

∫

∂σ

F · vds =
∫∫

σ

rotSFdσ. (22.5.4)

它们其实是斯托克斯公式的两个不同表述形式.

对于曲面 S 上的切向量场 F , 如果其散度 divSF 恒为零, 就称它为无源场; 如果

其旋度 rotSF 恒为零, 就称它为无旋场.

定义在曲面 S上的数量函数叫做 S上的数量场. 设 f 是 S上的一个数量场. 对任

意一点 M0 ∈ S 和 S 在点 M0 的一个单位切向量 v,任取 S 上通过点 M0 的一条光滑

曲线 C, 使 C 在点 M0 的切向量为 v, 更确切地说就是任取一个函数 ϕ : (−ε, ε) → S,

其中 ε 是一个充分小的正数, 使 ϕ(0) = M0 且 ϕ′(0) = v, 然后考虑函数 t 7→ f(ϕ(t)),

∀t ∈ (−ε, ε). 这个函数在 t = 0 处的导数叫做数量场 f 在点 M0 沿 v 方向的方向导

数, 记作
∂f

∂v
(M0), 即

∂f

∂v
(M0) =

d
dt

∣∣∣
t=0

f(ϕ(t)).

不难证明这个定义是合理的, 即以上导数的值只依赖于函数 f、点 M0 以及 S 在点

M0 的单位切向量 v, 而与曲线 C 及其参数方程 ϕ : (−ε, ε) → S 沿 S 在 M0 点的所

有切方向的无关. f 在点 M0 的梯度 gradSf(M0) 或 ∇Sf(M0) 定义为 f 在点 M0 的

所有方向导数取最大值的方向连同这个最大的方向导数,即 gradf(M0)是 S 在点 M0

的一个切向量, 其方向为 f 在点 M0 沿 S 在 M0 点的所有切方向的方向导数取最大

值的方向,其模等于这个方向导数的最大值.可以证明,知道了梯度 gradSf(M0)之后,

f 在点 M0 沿 S 的任意切方向 v 的方向导数便如下计算：

∂f

∂v
(M0) = gradSf(M0) · v.

曲面 S 上的切向量场 F 如果是 S 上的某个数量场 f 的梯度, 就称它为梯度场

或有势场, 数量场 f 叫做 F 的势函数. 类似于平面上的向量场的情形, 不难证明对于

曲面上的向量场也成立以下结论：

(1) 梯度场是无旋场;

(2) 反梯度场, 即使得 n× F 为梯度场的切向量场 F , 是无源场;

(3) 如果曲面 S 单连通, 则 S 上的无旋场必是梯度场, 无源场必是反梯度场.
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习 题 22.5

1. 设 F 是区域 Ω 中的可微向量场, S 是 Ω 中的一张光滑的有向曲面, 其单位法向

量为 n. 假设 F 在 S 上每点都与 n 正交, 则 F 在 S 上的限制 (仍然记作 F ) 是

S 上的切向量场. 证明：

rotSF = rotnF = rotF · n.

2. 设 S 是一张光滑的有向曲面, 单位法向量为 n. 又设 F 是 S 上的切向量场.

证明：

(1) n× F 也是 S 上的切向量场;

(2) divSF = rotS(n× F ), rotSF = divS(F × n).

3. 证明公式 (22.5.3) 和公式 (22.5.4).

4. 设有向曲面 S 的参数方程为 r = r(u, v),其中, r(u, v)是定义在二维区域 D ⊆ R2

上的连续可微的向量函数, 且 ru × rv 6= 0, 并设 ru · rv = 0, 即 ru 与 rv 互相

正交.

(1) 设 S 上的切向量场 F 在此参数方程下的表示式为 F (u, v) = a(u, v)ru +

b(u, v)rv,其中 a(u, v), b(u, v)都是 D上的连续可微函数. 求 divSF 和 rotSF

的表达式;

(2) 对 S 上的数量场 f = f(u, v), 求其梯度 gradSf 的表达式.

5. 向量 a 在以 n 为单位法向量的平面 π 上的投影向量定义为 aπ = a − (a · n)n.

注意 aπ ⊥ n 且 a = aπ + (a ·n)n. 设 f 是区域 Ω 中的可微数量场, S 是 Ω 中的

一张光滑的有向曲面, 其单位法向量为 n. 证明：f 在曲面 S 上的限制 (仍记为

f) 的梯度 gradSf 等于 f 的通常梯度 gradf 在 S 的切平面上的投影.

6. 设 S 是单位球面. 对 S 上的以下切向量场 F , 求其散度 divSF 和旋度 rotSF：

(1) 对任意 M ∈ S, F (M) 平行于通过点 M 的经线的切线, 方向向北, F (M) 的

模等于点 M 到北极点和南极点的最小球面距离的平方;

(2) 对任意 M ∈ S, F (M) 平行于通过点 M 的纬线的切线, 方向向东, F (M) 的

模等于点 M 到北极点和南极点的最小球面距离的平方.

7. 设 S 是单位球面. 对 S 上的以下数量场 f , 求其梯度 gradSf：

(1) f(M) = |M0M |, ∀M ∈ S, 其中 M0 是 S 外到球心 O 的距离为 a > 1 的给

定点;

(2) f(M) = d(M,π), ∀M ∈ S, 其中 π 是 S 外到球心 O 的距离为 a > 1 的给定

平面.

8. 证明本节最后的三个结论.

9. 设 f 是曲面 S 上的数量场. 证明：如果 f 在点M0 ∈ S 达到极值,则 gradSf(M0)

= 0.
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22.5 节给出了牛顿–莱布尼茨公式向二维和三维情形的三种推广形式, 即格林公

式、高斯公式和斯托克斯公式. 读者自然会想到, 这些公式还应当有向更高维情形的

推广. 显然, 在更高维的情形, 如果还像在二维和三维情形时那样, 一个一个地写出这

些公式, 然后再一个一个地给予证明, 将是一件非常繁琐的事情. 有没有一种可能, 把

这些公式的所有高维推广写成同一个公式, 进而一起予以证明呢? 借助于由法国数学

家嘉当 (Elie Cartan, 1869∼1951)在 20世纪初引进的微分形式及其外微分运算,可以

很好地解决这个问题, 即把牛顿–莱布尼茨公式的各种形式的高维推广用同一个公式

表示, 并进而给予统一的证明. 微分形式和外微分运算, 现在已是分析数学和几何学

经常使用的数学工具. 本章就来学习这个理论.

23.1 反对称多线性函数和外积

23.1.1 反对称多线性函数

对于平面上的两个向量 r1 = (a1, b1) 和 r2 = (a2, b2), 用它们的坐标作成的二阶

行列式

〈r1, r2〉 =

∣∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣

表示的是由这两个向量张成的平行四边形的有向面积,即 〈r1, r2〉的绝对值等于以 r1

和 r2 为两邻边的平行四边形的面积, 且当 〈r1, r2〉 > 0 时从 r1 到 r2 的角度 θ 是右

旋的, 而当 〈r1, r2〉 < 0 时 θ 是左旋的 (图 23-1-1).

类似地, 对于空间中的三个向量 r1 = (a1, b1, c1), r2 = (a2, b2, c2) 和 r3 = (a3, b3,

c3), 用它们的坐标作成的三阶行列式

(r1, r2, r3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
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表示的是由这三个向量张成的平行六面体的有向体积,即 (r1, r2, r3)的绝对值等于以

r1, r2, r3 为三个相邻边的平行六面体的体积, 且当 (r1, r2, r3) > 0 时, r1, r2, r3 按

所书写顺序构成右手系, 而当 (r1, r2, r3) < 0 时, r1, r2, r3 按所书写顺序构成左手系

(图 23-1-2).

图 23-1-1 向量的括积 图 23-1-2 向量的混合积

对于两个空间向量 r1 = (a1, b1, c1) 和 r2 = (a2, b2, c2), 由它们张成的平行四边形

的面积等于它们的叉积 r1 × r2 的模.

平面向量的括积 〈r1, r2〉、空间向量的叉积 r1 × r2 和混合积 (r1, r2, r3) 有以下

共同的性质.

(1) 多线性性, 即对每个变量都是线性的：对固定的 r2, 映射 r1 7→ 〈r1, r2〉 和映
射 r1 7→ r1 × r2 都是线性的, 且对固定的 r1, 映射 r2 7→ 〈r1, r2〉和映射 r2 7→ r1 × r2

也都是线性的. 同样地, 对固定的 r2 和 r3, 映射 r1 7→ (r1, r2, r3) 是线性的, 又对

固定的 r1 和 r3, 映射 r2 7→ (r1, r2, r3) 也是线性的, 同样对固定的 r1 和 r2, 映射

r3 7→ (r1, r2, r3)还是线性的. 确切地说, 〈r1, r2〉和 r1×r2 是双线性映射, (r1, r2, r3)

是三线性映射.

(2) 反对称性, 即任意交换两个变量的位置, 而保持其他变量的位置不变, 就得到

了与原来相反的量：

〈r2, r1〉 = −〈r1, r2〉, r2 × r1 = −r1 × r2,

(r2, r1, r3) = (r3, r2, r1) = (r1, r3, r2) = −(r1, r2, r3).

本章的任务是讨论高维空间中的积分. 由于积分是长度、面积和体积这些概念的

推广, 所以为了一般地考虑高维空间中的积分, 必须首先解决高维空间中一般的平行

多面体体积的计算问题.这就需要把二维空间中向量的括积和三维空间中向量的叉积

和混合积进行推广, 以便对任意 m 维空间 Rm 中的 k (1 6 k 6 m) 维平行多面体能

够计算体积. 前面已经看到括积和混合积是通过行列式来定义的, 叉积也可以应用行

列式来定义：对 r1 = (a1, b1, c1) 和 r2 = (a2, b2, c2), 有

r1 × r2 =

∣∣∣∣∣
b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣∣ i +

∣∣∣∣∣
c1 a1

c2 a2

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ k.
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因此, 与计算 Rm 中 k 维平行多面体的体积有关的量必然与行列式有关, 并且一定具

有前面所述的两种性质.

先给出多线性性和反对称性的严格定义.

定义 23.1.1 设 F 是 n 个 Rm 中变元的函数, 即

F : Rm ×Rm × · · · ×Rm

︸ ︷︷ ︸
n个

→ R.

如果对每个 1 6 i 6 n, 当固定向量 v1, · · · ,vi−1,vi+1, · · · ,vn ∈ Rm 时, 映射

vi 7→ F (v1, · · · ,vi−1,vi,vi+1, · · · ,vn), ∀vi ∈ Rm

都是线性的, 则称 F 为 Rm 上的n 线性函数. 特别当 n = 2 时称为双线性函数, 当

n = 3 时称为三线性函数.

例 1 设 A = (aij) 是 m × m 矩阵. 定义 F : Rm × Rm → R 如下, 对任意

u = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm 和 v = (y1, y2, · · · , ym) ∈ Rm, 有

F (u,v) =
m∑

i,j=1

aijxiyj .

则 F 是 Rm 上的双线性函数.

例 2 设 1 6 k 6 m, 而 i1, i2, · · · , ik 是从 1, 2, · · · , m 中任意选定的 k 个

互不相同的数. 定义函数 F : Rm ×Rm × · · · ×Rm

︸ ︷︷ ︸
k 个

→ R 如下, 对任意 k 个向量

vi = (xi1, xi2, · · · , xim) ∈ Rm, i = 1, 2, · · · , k, 令

F (v1,v2, · · · ,vk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1i1 x1i2 · · · x1ik

x2i1 x2i2 · · · x2ik

...
...

xki1 xki2 · · · xkik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (23.1.1)

根据行列式运算的加法规则和数乘规则可知,这样定义的 F 是 Rm 上的 k 线性函数.

把 1, 2, · · · , n 这 n 个自然数任意打乱次序重新排列所得到的一个有序数组 i1,

i2, · · · , in 都叫做一个n 排列, 简称排列. 当 ij > ik 而 j < k 时, 称 ij 和 ik 是这个排

列中的一对逆序; 全部逆序的总数叫做这个排列的逆序数, 记作 τ(i1i2 · · · in). 如

τ(2431) = 4, τ(45321) = 9, τ(132465) = 2, τ(654321) = 15.

定义 23.1.2 设 F 是 Rm 上的 n 线性函数. 如果对任意 n 排列 i1, i2, · · · , in

都成立
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F (vi1 ,vi2 , · · · ,vin) = (−1)τ(i1i2···in)F (v1,v2, · · · ,vn), ∀(v1,v2, · · · ,vn) ∈ (Rm)n,

则称 F 是反对称的 n 线性函数.

注意这个定义等价于交换 (v1,v2, · · · ,vn) 中任意两个变元的位置, 函数

F (v1,v2, · · · ,vn) 的值变号, 即

F (v1, · · · ,vi, · · · ,vj , · · · ,vn) = −F (v1, · · · ,vj , · · · ,vi, · · · ,vn).

这是因为, 任意对换 (即只交换 1, 2, · · · , n 中两个数的位置而保持其他数的位置不变

的排列) 的逆序数都是奇数. 每个排列都可表示成若干个对换的复合, 且逆序数的奇

偶性与这种表示式中对换个数的奇偶性是一致的.

从上面这个等价定义可知, 对 Rm 上的任意反对称 n 线性函数 F , 当 v1,v2, · · · ,

vn 中至少有两个相同时, 有

F (v1,v2, · · · ,vn) = 0.

顺便提到,对于 Rm 上的 n线性函数 F ,如果对任意一个 n排列 i1, i2, · · · , in 都

成立

F (vi1 ,vi2 , · · · ,vin
) = F (v1,v2, · · · ,vn), ∀(v1,v2, · · · ,vn) ∈ (Rm)n,

则称 F 是对称的 n 线性函数. 对称多线性函数也是一类十分重要的数学对象, 在许

多问题的研究中都很有用 (如在处理多元函数的高阶导数等问题时就需要用到对称多

线性函数). 不过这里并不需要用到这个概念.

显然, 例 1 中的 F 是对称双线性函数当且仅当矩阵 A 是对称矩阵; F 是反对称

双线性函数当且仅当矩阵 A 是反对称矩阵. 而根据行列式的换行规则可知, 例 2 中

的 F 是反对称 k 线性函数.

用记号 Mn
m 表示由 Rm 上的全体反对称 n 线性函数组成的集合. 注意当 n = 1

时, 规定 M1
m 就是由 Rm 上的全体线性函数组成的集合. 换言之, 对于 1 线性函数

即线性函数, 既认为它们是对称的, 也认为它们是反对称的. 另外, 为方便起见定义

M0
m = R.

显然成立下列结论：

(1) 如果 F 和 G 是 Rm 上的两个反对称 n 线性函数, 则其和 F + G 仍然是反对

称 n 线性函数;

(2) 如果 F 是 Rm 上的两个反对称 n 线性函数, 则对任意实数 λ, λF 仍然是反

对称 n 线性函数.

因此, Mn
m 是一个线性空间. 这个线性空间的维数一会儿再计算. 以下, 对每个

1 6 i 6 m, 用 ei 表示 Rm 中第 i 个坐标为 1, 其余坐标为零的单位向量：

e1 = (1, 0, · · · , 0), e2 = (0, 1, · · · , 0), · · · , em = (0, 0, · · · , 1).

定义 23.1.3 设 n ∈ N, 而 i1, i2, · · · , in 是从 1, 2, · · · , m 这 m 个自然数中任

意取出的 n 个数 (可以重复). 定义 γi1 i2 ··· in
为 Rm 上的下述反对称 n 线性函数：
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对 Rm 中任意 n 个向量 vj = (xj1, xj2, · · · , xjm), j = 1, 2, · · · , n, 函数 γi1i2···in 在点

(v1,v2, · · · ,vn) 的值为

γi1 i2 ··· in(v1,v2, · · · ,vn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1i1 x1i2 · · · x1in

x2i1 x2i2 · · · x2in

...
...

...

xni1 xni2 · · · xnin

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= det(vj · eik
). (23.1.2)

这里 (vj · eik
) 表示第 j 行、第 k 列元素为 vj · eik

= xjik
的 n× n 矩阵.

从定义得到下面两个基本结论.

(1) 当 n 个足标 i1, i2, · · · , in 中至少有两个相等时,

γi1 i2 ··· in
= 0.

这是因为, 行列式中如果有两列元素对应相等, 则其值为零.

特别地, 当 n > m 时, 恒有 γi1 i2 ··· in
= 0. 这个结论也可这样得到：当 n > m

时, n个 m维向量 v1, v2, · · · , vn 必然线性相关.因此,式 (23.1.2)右端的行列式中至

少有一行是其他各行的线性组合, 从而其值为零.

(2) 对任意 1 6 j < k 6 n 都有

γi1 ··· ij ··· ik ··· in = −γi1 ··· ik ··· ij ··· in . (23.1.3)

这是因为, 对换行列式中两列的位置行列式的值变号.

对于 Rm 中任意 m 个线性无关的向量 vj = (xj1, xj2, · · · , xjm), j = 1, 2, · · · ,m,

由它们张成的平行 2m 面体的 m 维体积为其坐标行列式
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11 x12 · · · x1m

x21 x22 · · · x2m

...
...

...

xm1 xm2 · · · xmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

的绝对值. 因此, 若把 Rm 中由单位向量 ei 张成的坐标轴叫做 xi 轴, i = 1, 2, · · · ,m,

并对给定的 1 6 k 6 m, 用 v̄1, v̄2, · · · , v̄k 表示向量 v1, v2, · · · , vk 在由 xi1 轴、xi2

轴、· · · · · ·、xik
轴张成的 k 维线性子空间中的投影向量, 即

v̄j = (xji1 , xji2 , · · · , xjik
), j = 1, 2, · · · , k,

则定义式 (23.1.2) 说明, 反对称 k 线性函数 γi1 i2 ··· ik
在点 (v1,v2, · · · ,vk) 的值等于

由 v̄1, v̄2, · · · , v̄k 张成的平行 2k 面体的 k 维有向体积.

定理 23.1.1 (1) 对任意 1 6 k 6 m, 当 i1, i2, · · · , ik 取遍所有满足条件

1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 m 的整数时, 所得到的全部 γi1 i2 ··· ik
组成 Mk

m 的一个线性

基底, 因而
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dimMk
m =

(
m

k

)
, k = 1, 2, · · · ,m.

(2) 当 n > m 时, Mn
m = {0}.

证明 (1) 先证明所有 γi1i2···ik
(1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 m) 线性无关. 为此设有(

m

k

)
个实数 λi1i2···ik

使得

∑

16i1<i2<···<ik6m

λi1i2···ik
γi1i2···ik

= 0. (23.1.4)

对每个 1 6 j1 < j2 < · · · < jk 6 m, 由于

γi1i2···ik
(ej1 , ej2 , · · · , ejk

)=det(ejp
· eiq

)=

{
1, 当 (i1, i2, · · · , ik) = (j1, j2, · · · , jk),

0, 当 (i1, i2, · · · , ik) 6= (j1, j2, · · · , jk),

(这是因为矩阵 (ei · ej)是 m阶单位矩阵,所以它的所有主子行列式都是 1,而所有的

非主子行列式都是零),所以式 (23.1.4)左端在点 (ej1 , ej2 , · · · , ejk
)的值等于 λj1j2···jk

,

从而

λj1j2···jk
= 0.

因此所有 γi1i2···ik
(1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 m) 是线性无关的. 其次, 对任意 α ∈ Mk

m

和每个 1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 m, 记

λi1i2···ik
= α(ei1 , ei2 , · · · , eik

).

对任意一组向量 vi ∈ Rm, i = 1, 2, · · · , k, 设

vi = (xi1, xi2, · · · , xim) =
m∑

j=1

xijej ,

则利用 α 的线性性和反对称性得

α(v1,v2, · · · ,vk) =
m∑

j1=1

m∑

j2=1

· · ·
m∑

jk=1

x1j1x2j2 · · ·xkjk
α(ej1 , ej2 , · · · , ejk

)

=
∑

16i1<i2<···<ik6m

{ ∑
{j1,j2,··· ,jk}
={i1,i2,··· ,ik}

(−1)τ(j1j2···jk)x1j1x2j2 · · ·xkjk

}
α(ei1 , ei2 , · · · , eik

)

=
∑

16i1<i2<···<ik6m

γi1i2···in(v1,v2, · · · ,vk)λi1i2···ik

=
∑

16i1<i2<···<ik6m

λi1i2···ik
γi1i2···in(v1,v2, · · · ,vk).
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倒数第二个等式是因为
∑

{j1,j2,··· ,jk}
={i1,i2,··· ,ik}

(−1)τ(j1j2···jk)x1j1x2j2 · · ·xkjk
正是式 (23.1.2)中的

行列式, 因而等于 γi1i2···in
(v1,v2, · · · ,vk). 于是, 由 v1,v2, · · · ,vk 的任意性得到

α =
∑

16i1<i2<···<ik6m

λi1i2···ik
γi1i2···ik

.

所以所有 γi1i2···ik
(1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 m) 构成 Mk

m 的一个线性基底. 这就证明

了结论 (1). 结论 (2) 是显然的, 因为当 n > m 时, Rm 中任意 n 个向量都线性相关,

即其中至少有一个能够被其他 n− 1 个线性表出, 因此任意 α ∈ Mn
m 在它们上的值为

零, 说明 α = 0. 所以 Mn
m 中只有零元素. 证毕.

上述定理的结论 (1) 意味着当 1 6 k 6 m 时, Mk
m 中任意元素 α 都可唯一地表

示成

α =
∑

16i1<i2<···<ik6m

λi1i2···ik
γi1i2···ik

.

以下将经常应用这个结论.

23.1.2 外积运算

定义 23.1.4 对任意 α ∈ Mk
m 和 β ∈ M l

m (1 6 k, l 6 m), 设

α =
∑

16i1<i2<···<ik6m

λi1i2···ik
γi1i2···ik

,

β =
∑

16j1<j2<···<jl6m

µj1j2···jl
γj1j2···jl

,

则定义 α 与 β 的外积 α ∧ β 为 Mk+l
m 中的下述元素：

α ∧ β =
∑

16i1<i2<···<ik6m

16j1<j2<···<jl6m

λi1i2···ik
µj1j2···jl

γi1i2···ikj1j2···jl
.

定理 23.1.2 (1) 外积运算是双线性运算：

(α1 + α2) ∧ β = α1 ∧ β + α2 ∧ β, α ∧ (β1 + β2) = α ∧ β1 + α ∧ β2,

(λα) ∧ β = α ∧ (λβ) = λ(α ∧ β), ∀λ ∈ R.

(2) 外积运算满足结合律：

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ).

(3) 外积运算满足广义交换律：对 ∀α ∈ Mk
m, ∀β ∈ M l

m, 有

α ∧ β = (−1)klβ ∧ α.
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证明 结论 (1) 和 (2) 是显然的. 为证结论 (3), 只需对 α = γi1i2···ik
和

β = γj1j2···jl
的情况证明即可. 而这时易见 α ∧ β = γi1i2···ikj1j2···jl

经过 kl 次对换

就成为了 γj1j2···jli1i2···ik
= β ∧ α, 所以根据式 (23.1.2) 即得结论 (3). 证毕.

推论 23.1.1 对任意 α, β ∈ M1
m, 成立

α ∧ β = −β ∧ α,

α ∧ α = 0.

根据定义 23.1.4 和外积运算的结合律, 有

γi ∧ γj = γij ,

γi ∧ γj ∧ γk = γij ∧ γk = γijk,

γi1 ∧ γi2 ∧ · · · ∧ γik
= γi1i2 ∧ γi3 ∧ · · · ∧ γik

= · · · = γi1i2···ik
.

因此, 由定理 23.1.1 知对每个 1 6 k 6 m, Mk
m 中任意元素 ω 都可唯一地表示成

ω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

λi1i2···ik
γi1 ∧ γi2 ∧ · · · ∧ γik

.

习 题 23.1

1. 对 Rm 上的任意 n 线性函数 F 和 l 线性函数 G, 定义它们的张量积 F ⊗ G

如下：

(F ⊗G)(v1,v2, · · · ,vn+l) = F (v1,v2, · · · ,vn)G(vn+1,vn+2, · · · ,vn+l)

∀vi ∈ Rm, i = 1, 2, · · · , n + l.

证明：F ⊗G 是 n + l 线性函数, 而且映射 (F, G) 7→ F ⊗G 是双线性映射.

2. 对 Rm 上的任意 n 线性函数 F , 定义

Alt(F )(v1,v2, · · · ,vn) =
1
n!

∑

i1,i2,··· ,in

(−1)τ(i1i2···in)F (vi1 ,vi2 , · · · ,vin
),

∀(v1,v2, · · · ,vn) ∈ (Rm)n.

其中和式
∑

i1,i2,··· ,in

表示关于 1, 2, · · · , n 的所有排列 i1, i2, · · · , in 求和. 证明：

(1) Alt(F ) 是反对称 n 线性函数.

(2) 如果 F 反对称, 则 Alt(F ) = F ; 如果 F 对称, 则 Alt(F ) = 0.

(3) 对任意两个反对称 n 线性函数 F 和 G, 它们的外积 F ∧G 有表示式：

F ∧G =
(n+l)!
n! l!

Alt(F ⊗G).
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3. 证明：

(1) 设 α1, α2, · · · , αn 是 M1
m 中的一组元素. 则它们线性相关的充要条件是

α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn = 0.

(2) 如果 α1, α2, · · · , αm 构成 M1
m 的基底, 则每个元素 β ∈ Mk

m (1 6 k 6 m) 都

可唯一地表示成

β =
∑

16i1<i2<···<ik6m

λi1i2···ik
αi1 ∧ αi2 ∧ · · · ∧ αik

,

其中 λi1i2···ik
表示实数. 此即 {αi1∧αi2∧· · ·∧αik

: 1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 m}
构成 Mk

m 的基底.

4. 设 α1, α2, · · · , αk 是 M1
m 中一组线性无关的元素. 证明：

(1) 如果 β1, β2, · · · , βk 使得
k∑

k=1

αi ∧ βi = 0,

则它们可由 α1, α2, · · · , αk 线性表出, 即存在一组实数 λij(i, j = 1, 2, · · · , k)

使得

βi =
k∑

j=1

λijαj , i = 1, 2, · · · , k,

而且 λij = λji.

(2) 如果 γ ∈ Mp
m (1 6 p 6 m−k) 使得

α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αk ∧ γ = 0,

则存在 βi ∈ Mp−1
m (i = 1, 2, · · · , k) 使得

γ =
k∑

i=1

αi ∧ βi.

23.2 微分形式和外微分

23.2.1 微分形式

定义 23.2.1 设 Ω 是 Rm 中的一个开集. 对每个整数 0 6 k 6 m, 称从 Ω 到

Mk
m 的映射为 Ω 上的k 次微分形式,简称k 形式. Ω 上全体 k 次微分形式的集合记作

Λk(Ω).

1 形式又叫Pfaff 形式. 注意当 k = 0 时, 因为 M0
m = R, 所以按定义 Λ0(Ω) 就是

由 Ω 上的全体实值函数组成的集合, 即 Ω 上的 0 形式就是 Ω 上的实值函数.
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今后用 ω, η, ζ 等记号表示微分形式. 按照定义和 23.1 节末的说明, 对任意 ω ∈
Λk(Ω),必存在唯一的一组定义在 Ω 上的函数 ai1i2···ik

(x) (1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 m),

使得

ω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(x)γi1 ∧ γi2 ∧ · · · ∧ γik

.

以后, 当选定了 Ω 中变元的符号 x = (x1, x2, · · · , xm) 时, 将把 γ1, γ2, · · · , γm 分别改

记作 dx1, dx2, · · · , dxm(23.3 节将说明这一记法的理由). 因此, 上述 ω 应相应地重新

表示为

ω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

. (23.2.1)

以后将会看到,这样的记法就像积分的记号
∫

f(x)dx、导数的记号
df(x)

dx
等一样,在

演算时有很大的便利之处. 注意按照这种表示方法,如果自变元换用其他符号来表示,

则微分形式的表示式也必须相应地改变. 例如, 当用符号 y = (y1, y2, · · · , ym) 表示 Ω

上的自变元时, 则微分形式应相应地表示成

ω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(y)dyi1 ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyik

, (23.2.2)

等等. 表达式 (23.2.1)(当然也包括式 (23.2.2)) 叫做微分形式的标准表示式.

定义 23.2.2 对任意 k 形式 ω ∈ Λk(Ω) 和函数 f ∈ Λ0(Ω), 定义它们的乘积 fω

为 Ω 上的以下 k 形式：

x 7→ f(x)ω(x), ∀x ∈ Ω .

按此定义, 当 ω ∈ Λk(Ω) 有表达式

ω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

.

时, fω 有表达式

fω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

f(x)ai1i2···ik
(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

.

定义 23.2.3 对任意两个微分形式 ω ∈ Λk(Ω) 和 η ∈ Λl(Ω), 如果 k > 1 且

l > 1, 则定义它们的外积 ω ∧ η 为 Ω 上的以下 k + l 形式.

x 7→ ω(x) ∧ η(x), ∀x ∈ Ω .

当 k 和 l 至少有一个等于零从而 ω 和 η 中至少有一个是函数时, 则定义它们的外积

ω ∧ η 为其乘积 ωη.
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按此定义, 当 ω ∈ Λk(Ω) 和 η ∈ Λl(Ω) 分别有表达式

ω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

,

η =
∑

16j1<j2<···<jl6m

bj1j2···jl
(x)dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjl

时, ω ∧ η 有表达式

ω∧η =
∑

16i1<i2<···<ik6m

16j1<j2<···<jl6m

ai1i2···ik
(x)bj1j2···jl

(x)dxi1∧dxi2∧· · ·∧dxik
∧dxj1∧dxj2∧· · ·∧dxjl

.

当然需要应用推论 23.1.1 进行适当的演算, 以把这个表达式改写为标准的形式.

定理 23.2.1 微分形式的外积运算满足以下规律.

(1) 双线性性和分配律：对任意 ω, ω1, ω2 ∈ Λk(Ω), η, η1, η2 ∈ Λl(Ω) 和 λ ∈ R, 有

ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2,

(ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η,

ω ∧ (λη) = (λω) ∧ η = λ(ω ∧ η).

(2) 结合律：对任意 ω ∈ Λk(Ω), η ∈ Λl(Ω) 和 ζ ∈ Λp(Ω), 有

(ω ∧ η) ∧ ζ = ω ∧ (η ∧ ζ).

(3) 广义交换律：对任意 ω ∈ Λk(Ω) 和 η ∈ Λl(Ω), 有

ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω.

证明 这是定理 23.1.2 的直接推论.

推论 23.2.1 对任意两个 1 形式 ω 和 η, 成立

ω ∧ η = −η ∧ ω.

特别地, 对任意 1 形式 ω 成立

ω ∧ ω = 0.

以上推论中的两个公式是外积运算中最常用的两个公式.

23.2.2 外微分运算

定义 23.2.4 设 Ω 是 Rm 中的开集. Ω 上微分形式的外微分定义如下：

(1) 对 Ω 上的任意可微函数 f , 当把它作为 Ω 上的 0 次微分形式看待时, 定义它

的外微分 df 为 Ω 上的以下一次微分形式：

df =
∂f(x)
∂x1

dx1 +
∂f(x)
∂x2

dx2 + · · ·+ ∂f(x)
∂xm

dxm,
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即 df 是 f 的全微分.

(2) 对 Ω 上的任意 k (1 6 k 6 m) 次微分形式 ω ∈ Λk(Ω), 设它有表达式

ω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

,

并且系数函数 ai1i2···ik
(x) 都是 Ω 上的可微函数, 则定义它的外微分 dω 为 Ω 上的以

下 k + 1 次微分形式：

dω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

dai1i2···ik
(x) ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

16i1<i2<···<ik6m

( m∑

j=1

∂ai1i2···ik
(x)

∂xj
dxj

)
∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=
m∑

j=1

∑

16i1<i2<···<ik6m

∂ai1i2···ik
(x)

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

.

按照这个定义, 任意 m 次微分形式的外微分都是零.

现在来说明, 为什么要把 1 形式 x 7→ γi 记作 dxi. 为此注意如果不采用这个记

号, 那么定义 23.2.4 中的各个表达式就要重新用原来的记号表示. 特别地, df 应当表

示成

df =
∂f(x)
∂x1

γ1 +
∂f(x)
∂x2

γ2 + · · ·+ ∂f(x)
∂xm

γm.

对每个 1 6 i 6 m, 把这个表示式应用于函数 f(x) = xi, 就得到

dxi = γi, i = 1, 2, · · · ,m.

这就是把 Ω 上的每个 x 都映照成 γi 的 1 形式 x 7→ γi 记作 dxi 的缘由.

例 1 设 ω = P (x, y)dx + Q(x, y)dy, 则

dω =
(∂P

∂x
dx +

∂P

∂y
dy

)
∧ dx +

(∂Q

∂x
dx +

∂Q

∂y
dy

)
∧ dy

=
∂P

∂x
dx ∧ dx +

∂P

∂y
dy ∧ dx +

∂Q

∂x
dx ∧ dy +

∂Q

∂x
dy ∧ dy.

由于

dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0, dy ∧ dx = −dx ∧ dy,

所以

dω =
(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy.

例 2 设 ω = P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz, 则

dω =
(∂P

∂x
dx +

∂P

∂y
dy +

∂P

∂z
dz

)
∧ dx +

(∂Q

∂x
dx +

∂Q

∂y
dy +

∂Q

∂z
dz

)
∧ dy
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+
(∂R

∂x
dx +

∂R

∂y
dy +

∂R

∂z
dz

)
∧ dz

=
(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy.

例 3 设

ω = P (x, y, z)dy ∧ dz + Q(x, y, z)dz ∧ dx + R(x, y, z)dx ∧ dy.

则

dω =
(∂P

∂x
dx +

∂P

∂y
dy +

∂P

∂z
dz

)
∧ dy ∧ dz +

(∂Q

∂x
dx +

∂Q

∂y
dy +

∂Q

∂z
dz

)
∧ dz ∧ dx

+
(∂R

∂x
dx +

∂R

∂y
dy +

∂R

∂z
dz

)
∧ dx ∧ dy

=
(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz.

定理 23.2.2 外微分运算满足以下规律.

(1) 线性性：对任意系数可微的 ω1, ω2, ω ∈ Λk(Ω) 和 λ ∈ R, 有

d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2, d(λω) = λdω.

(2) 莱布尼茨法则：对任意系数可微的 ω ∈ Λk(Ω) 和 η ∈ Λl(Ω), 有

d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)kω ∧ dη. (23.2.3)

(3) 对每个系数有二阶连续偏导数的 ω ∈ Λk(Ω), 有

d2ω = d(dω) = 0. (23.2.4)

证明 结论 (1) 是显然的, 为证明结论 (2), 注意根据结论 (1), 只需对

ω = a(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
, η = b(x)dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjl

这种特殊的 ω ∈ Λk(Ω) 和 η ∈ Λl(Ω)(称为单项式) 来证明式 (23.2.3), 这里 a(x) 和

b(x) 都是 Ω 上的可微函数. 根据定义, 有

ω ∧ η = a(x)b(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
∧ dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjl

,

d(ω ∧ η)

=
m∑

p=1

(
b(x)

∂a(x)
∂xp

+a(x)
∂b(x)
∂xp

)
dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧· · ·∧ dxik

∧ dxj1 ∧ dxj2 ∧· · ·∧ dxjl

=
m∑

p=1

(∂a(x)
∂xp

dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

)
∧ b(x)dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjl
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+
m∑

p=1

a(x)
∂b(x)
∂xp

dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
∧ dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjl

=
( m∑

p=1

∂a(x)
∂xp

dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

)
∧ b(x)dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjl

+ (−1)ka(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
∧

( m∑
p=1

∂b(x)
∂xp

dxp ∧ dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjl

)

=(dω) ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

这就证明了结论 (2). 为证明结论 (3), 同样根据结论 (1), 只需对形如

ω = a(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

的 ω ∈ Λk(Ω) 来证明式 (23.2.4), 这里 a(x) 是在 Ω 上有二阶连续偏导数的函数. 有

dω =
m∑

p=1

∂a(x)
∂xp

dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
,

进而

d(dω) =
m∑

p,q=1

∂2a(x)
∂xq∂xp

dxq ∧ dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=
m∑

p>q

∂2a(x)
∂xq∂xp

dxq ∧ dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

+
m∑

p<q

∂2a(x)
∂xq∂xp

dxq ∧ dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=
m∑

p>q

∂2a(x)
∂xq∂xp

dxq ∧ dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

−
m∑

q>p

∂2a(x)
∂xp∂xq

dxp ∧ dxq ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
.

最后这个等式用到了事实
∂2a(x)
∂xq∂xp

=
∂2a(x)
∂xp∂xq

, 它由函数 a(x) 在 Ω 上有二阶连续偏

导数这个条件所保证. 由于最后这个等号后面的两项是相同的, 所以得到 d(dω) = 0.

证毕.

23.2.3 闭形式和恰当形式

定义 23.2.5 设 ω ∈ Λk(Ω), 1 6 k 6 m.

(1) 如果 ω 的系数是可微函数且 dω = 0, 则称 ω 为闭形式.
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(2) 如果存在 η ∈ Λk−1(Ω) 使得 ω = dη, 则称 ω 为恰当形式.

根据定理 23.2.2 结论 (3) 可知, 系数可微的恰当形式必然是闭形式. 但反过来则

不然.

例 4 考虑区域 Ω = R2\{(0, 0)} 上的 Pfaff 形式

ω =
y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy.

有

dω =
( −2xy

(x2 + y2)2
dx +

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
∧ dx−

( y2 − x2

(x2 + y2)2
dx +

−2xy

(x2 + y2)2
dy

)
∧ dy = 0.

所以 ω 是闭形式. 但 ω 不是恰当形式. 这是因为, 如果 ω 是恰当形式, 则按定义应存

在 Ω = R2\{(0, 0)} 上的可微函数 f , 使得 ω 等于 f 的全微分

ω = df = fxdx + fydy.

令 u(x, y) = − arctan
y

x
, x 6= 0. 易知在开集 x 6= 0 上有 du = ω. 因此在这个开集上成

立 fx = ux, fy = uy, 即 (f − u)x = 0, (f − u)y = 0, 从而在此开集上 f − u 是常值函

数, 即存在常数 C 使成立

f(x, y) = − arctan
y

x
+ C, 当 x 6= 0.

由此推知对任意 y > 0, 有

lim
x→0+

f(x, y) = −π
2

+ C, lim
x→0−

f(x, y) =
π

2
+ C,

表明函数 f 在每个点 (0, y) (y > 0) 处不连续. 这与 f 的可微性矛盾.

但是, 对任意满足 a2 + b2 = 1 的实数 a 和 b, 若令

Ω = {(x, y) : ax + by > 0}, 即 Ω 是有向直线 ax + by = 0

正侧的半平面, 则 ω 是 Ω 上的恰当形式. 这是因为, 令

f(x, y) = arctan
bx− ay

ax + by
, 则易知在 Ω 上成立 df = ω.

这个例子说明,闭形式是否为恰当形式与区域的形状

有关. 下面的定理表明, 星形区域上的闭形式必是恰当形

式. 所谓 Ω 是星形区域, 是指 Ω 中存在点 x0, 使对任意

x ∈ Ω , 连接 x和 x0 的直线段 xx0 都在 Ω 中 (图 23-2-1).

这时称 x0 为 Ω 的中心. 注意中心不必是唯一的.
图 23-2-1 星形区域

定理 23.2.3(庞加莱引理) 设 Ω 是 Rm 中的星形区域. 则对任意 1 6 k 6 m, Ω

上的所有可微的 k 次闭形式都是恰当形式. 特别地, Ω 上的所有可微的 m 次形式都

是恰当形式.
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证明 对每个 1 6 k 6 m, 定义线性映射

Ik : Λk(Ω) → Λk−1(Ω),

使得对每个 k 次单项式

ω = a(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
, (23.2.5)

有

Ik(ω)=
k∑

j=1

(−1)j−1
( ∫ 1

0

tk−1a(tx+(1−t)x0)dt
)
(xij

−x0ij
)dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij

∧ · · · ∧ dxik
,

其中, x0 = (x01, x02, · · · , x0m) 为区域 Ω 的中心, 记号 d̂xij 表示去掉因子 dxij . 下面

来证明：对每个 1 6 k 6 m 和任意 ω ∈ Λk 都有

ω = Ik+1(dω) + d(Ik(ω)). (23.2.6)

为此注意由于 Ik+1, Ik 和 d 都是线性映射, 只需就 ω 是由式 (23.2.5) 给出的单项式

来证明这个等式即可. 这时,

dω =
m∑

p=1

∂pa(x)dxp ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
,

其中 ∂pa(x) 表示函数 a(x) 对第 p 个变元求偏导数. 因此

Ik+1(dω)

=
m∑

p=1

( ∫ 1

0

tk∂pa(tx + (1−t)x0)dt
)
(xp − x0p)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

+
m∑

p=1

k∑

j=1

(−1)j
( ∫ 1

0

tk∂pa(tx + (1−t)x0)dt
)

(xij
−x0ij

)dxp ∧ dxi1∧ · · · ∧ d̂xij
∧ · · · ∧ dxik

.

又易见

dIk(ω)

=
k∑

j=1

(−1)j−1
( ∫ 1

0

tk−1a(tx + (1− t)x0)dt
)
dxij ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij ∧ · · · ∧ dxik

+
m∑

p=1

k∑

j=1

(−1)j−1
( ∫ 1

0

tk∂pa(tx + (1− t)x0)dt
)
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(xij
− x0ij

)dxp ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij
∧ · · · ∧ dxik

,

而

k∑

j=1

(−1)j−1
( ∫ 1

0

tk−1a(tx + (1−t)x0)dt
)
dxij ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij ∧ · · · ∧ dxik

=
k∑

j=1

( ∫ 1

0

tk−1a(tx + (1−t)x0)dt
)
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=k
( ∫ 1

0

tk−1a(tx + (1−t)x0)dt
)
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

,

所以

dIk(ω)

=k
( ∫ 1

0

tk−1a(tx + (1− t)x0)dt
)
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

−
m∑

p=1

k∑

j=1

(−1)j
( ∫ 1

0

tk∂pa(tx + (1− t)x0)dt
)

(xij
− x0ij

)dxp ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xij
∧ · · · ∧ dxik

.

把所得两个结果相加就得到

Ik+1(dω) + d(Ik(ω))

=
m∑

p=1

( ∫ 1

0

tk∂pa(tx + (1−t)x0)dt
)
(xp − x0p)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

+ k
( ∫ 1

0

tk−1a(tx + (1−t)x0)dt
)
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=
( ∫ 1

0

d
dt

(
tka(tx + (1−t)x0)

)
dt

)
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=a(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
= ω.

这就证明了式 (23.2.6).

如果 ω ∈ Λk(Ω) 是闭形式, 那么 dω = 0, 从而令 η = Ik(ω), 则根据式 (23.2.6) 即

得 ω = dη, 因此 ω 是恰当形式. 证毕.

推论 23.2.2 设 Ω 是 Rm 中的星形区域. 又设 Pfaff 形式

ω =
m∑

i=1

fi(x)dxi

满足以下两个条件：
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(1) 函数 f1, f2, · · · , fm 都在 Ω 上可微;

(2)
∂fi(x)
∂xj

=
∂fj(x)

∂xi
, ∀x ∈ Ω , i, j = 1, 2, · · · ,m.

则存在 Ω 上的二次可微函数 u 使成立 du = ω, 即 ω 是全微分.

证明 只需证明 ω 是闭形式. 事实上, 简单的计算表明

dω =
∑

i<j

(∂fj(x)
∂xi

− ∂fi(x)
∂xj

)
dxi ∧ dxj .

根据条件 (2) 知 dω = 0, 所以 ω 是闭形式. 证毕.

习 题 23.2

1. 给定三个 Pfaff 形式

ω = xdx + ydy + zdz, η = ydx + zdy + xdz, ζ = zdx + xdy + ydz.

(1) 求 ω ∧ η ∧ ζ;

(2) 求 ω ∧ η + η ∧ ζ + ζ ∧ ω.

2. (1) 等式 ω ∧ ω = 0 一定成立吗? 问在什么条件下这个等式一定成立?

(2) 等式 ω ∧ η = −η ∧ ω 一定成立吗? 问在什么条件下这个等式一定成立?

3. 给定 R4 上的 2 形式

ω = dx1 ∧ dx2 + dx2 ∧ dx3 + dx3 ∧ dx4,

证明：不存在 Pfaff 形式 η 和 ζ 使成立 ω = η ∧ ζ.

4. 求 dω, 已知

(1) ω = (y2 − z2)dx + (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz;

(2) ω = (x2 − yz)dx + (y2 − zx)dy + (z2 − xy)dz;

(3) ω =
yz(y2+z2)

r3
dx +

zx(z2+x2)
r3

dy +
xy(x2+y2)

r3
dz, 其中 r =

√
x2 + y2 + z2;

(4) ω = x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx ∧ dy;

(5) ω =
1
r3

(xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy), 其中 r =
√

x2 + y2 + z2.

5. 给定 2 形式 ω =
∑

16i<j6m

aij(x)dxi ∧ dxj , 其中 aij(x) 都是可微函数. 证明：

dω =
∑

16i<j<k6m

(aij(x)
∂xk

+
ajk(x)
∂xi

− aik(x)
∂xj

)
dxi ∧ dxj ∧ dxk.

6. 设 Ω 是 Rm 中的开集, F : Ω → Rm 是可微映射, 分量表示为

F (x) = (a1(x), a2(x), · · · , am(x)), x ∈ Ω ,
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其散度定义为 divF (x) =
m∑

k=1

∂ak(x)
∂xk

. 令

ωF =
m∑

k=1

(−1)k−1ak(x)dx1 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxm,

其中 dx1 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxm 表示从 dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm 中去掉 dxk.

(1) 证明：当且仅当 divF (x) = 0 时, ωF 是闭形式;

(2) 证明：

ω =
1

rm

m∑

k=1

(−1)k−1xkdx1 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxm

是 Rm\{0} 中的闭形式.

7. 求 η ∈ Λ2 使得 dη = ω, 已知

(1) ω = 3dx ∧ dy ∧ dz;

(2) ω = r2dx ∧ dy ∧ dz, 其中 r =
√

x2 + y2 + z2.

8. 求 η ∈ Λ1 使得 dη = ω, 已知

(1) ω = (y + z)dy ∧ dz + (z + x)dz ∧ dx + (x + y)dx ∧ dy;

(2) ω = dx1 ∧ dx2 + dx2 ∧ dx3 + dx3 ∧ dx4 + dx4 ∧ dx1.

9. 求 f ∈ Λ0 使得 df = ω, 已知

(1) ω = x2dx + y2dy + z2dz;

(2) ω = rµ(xdx + ydy + zdz), 其中, r =
√

x2 + y2 + z2, µ 6= 0 为常数;

(3) ω = (yz + 2xy)dx + (x2 + xz + 2yz)dy + (xy + y2)dz.

10. R3 中的开集 Ω 叫做线单连通区域, 如果 Ω 中的每条分段光滑的简单闭曲线都

可通过在 Ω 内的连续变形变为一点, 或等价地, 如果 Ω 中的每条分段光滑的简

单闭曲线都是某张完全在 Ω 中的光滑曲面的边界. 证明：如果 Ω 是 R3 中的线

单连通区域, 则 Ω 上的每个可微的闭 Pfaff 形式都是恰当的.

11. 设 Ω 是 Rm 中的开集, ω 是 Ω 上具有连续可微系数的 k 次微分形式, 1 6 k 6 m.

如果对任意 x0 ∈ Ω 都存在其邻域 U ⊆ Ω 使在 U 上 ω 是恰当的, 即存在 U 上

k−1 次微分形式 η 使在 U 上成立 ω = dη, 则称 ω 在 Ω 上是局部恰当的. 证

明：ω 在 Ω 上是局部恰当的当且仅当它在 Ω 上是闭的.

23.3 微分形式的变元变换和积分

23.3.1 微分形式的变元变换

定义 23.3.1 设 Ω 是 Rm 中的开集, D 是 Rp 中的开集, 这里 1 6 p 6 m. 又设

F : D → Ω 是可微映射, 其坐标表示为

xi = Fi(y) = Fi(y1, y2, · · · , yp), y ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m.
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对 Ω 上的任意 k 次微分形式 ω ∈ Λk(Ω), 这里 1 6 k 6 m, 设

ω =
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

.

则用 F ∗(ω) 表示 D 上的下列 k 次微分形式.

F ∗(ω) =
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(F (y))dFi1(y) ∧ dFi2(y) ∧ · · · ∧ dFik

(y).

称 F ∗(ω) 为微分形式 ω 在映射 F 下的后拉.

当 ω 是 Ω 上的零次微分形式即函数时,设 ω = f ,则定义 F ∗(ω) = F ∗(f)为复合

函数 f ◦ F , 即 F ∗(f) = f ◦ F . 这样 F ∗(ω) = F ∗(f) 便是 D 上的零次微分形式, 而与

上述对 k > 1 次微分形式后拉的定义相一致. 所以, 复合函数 f ◦ F 也叫做函数 f 在

映射 F 下的后拉.

按照以上定义和微分形式的外微分与外积运算的规则, 有

F ∗(ω)=
∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(F (y))

( p∑

j1=1

∂Fi1(y)
∂yj1

dyj1

)

∧
( p∑

j2=1

∂Fi2(y)
∂yj2

dyj2

)
∧ · · · ∧

( p∑

jk=1

∂Fik
(y)

∂yjk

dyjk

)

=
p∑

j1,j2,··· ,jk=1

bj1j2···jk
(y)dyj1 ∧ dyj2 ∧ · · · ∧ dyjk

. (23.3.1)

其中

bj1j2···jk
(y) =

∑

16i1<i2<···<ik6m

ai1i2···ik
(F (y))

∂Fi1(y)
∂yj1

∂Fi2(y)
∂yj2

· · · ∂Fik
(y)

∂yjk

.

当然最后的计算结果还需对式 (23.3.1) 中的各项进行 “合并同类项”.

例 1 设

ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy.

又设可微映射 F : R3 → R3 的坐标表示为

x = u + v − w, y = u− v + w, z = u− v − w.
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则

F ∗(ω) =(u + v − w)(du− dv + dw) ∧ (du− dv − dw)

+ (u− v + w)(du− dv − dw) ∧ (du + dv − dw)

+ (u− v − w)(du + dv − dw) ∧ (du− dv + dw)

=(u + v − w)(2dv ∧ dw + 2dw ∧ du)

+ (u− v + w)(2dv ∧ dw + 2du ∧ dv)

+ (u− v − w)(−2dw ∧ du− 2du ∧ dv)

=4udv ∧ dw + 4vdw ∧ du + 4wdu ∧ dv.

例 2 设 ω 同上一例题, 而 F 为 R2 到 R3 的下述可微映射.

x = u2 + v2, y = u2 − v2, z = 2uv.

则

F ∗(ω) =(u2 + v2)(2udu− 2vdv) ∧ (2vdu + 2udv)

+ (u2 − v2)(2vdu + 2udv) ∧ (2udu + 2vdv)

+ 2uv(2udu + 2vdv) ∧ (2udu− 2vdv)

=(u2 + v2)(4u2 + 4v2)du ∧ dv + (u2 − v2)(4v2 − 4u2)du ∧ dv

+ 2uv(−8uv)du ∧ dv

=0.

定理 23.3.1 设 ω 是单项式,

ω = a(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
,

而 F 同定义 23.3.1. 则有

F ∗(ω) = a(F (y))
∑

16j1<j2<···<jk6p

∂(Fi1 , Fik
, · · · , Fik

)
∂(yj1 , yj2 , · · · , yjk

)
dyj1 ∧ dyj2 ∧ · · · ∧ dyjk

. (23.3.2)

证明 根据公式 (23.3.1) 有

F ∗(ω) = a(F (y))
p∑

j1,j2,··· ,jk=1

cj1j2···jk
(y)dyj1 ∧ dyj2 ∧ · · · ∧ dyjk

, (23.3.3)

其中

cj1j2···jk
(y) =

∂Fi1(y)
∂yj1

∂Fi2(y)
∂yj2

· · · ∂Fik
(y)

∂yjk

.
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式 (23.3.3) 右端的和式中, 只要足标 j1, j2, · · · , jk 中有相同的, 它所对应的项就是零,

所以只需考虑那些足标互不相同的项, 并且需要把这样的项按足标从小到大的顺序

重新排列并 “合并同类项”. 对于从 1, 2, · · · , p 中任意取出的 k 个满足条件 1 6 l1 <

l2 < · · · < lk 6 p 的数 l1, l2, · · · , lk, 式 (23.3.3) 右端的某项 dyj1 ∧ dyj2 ∧ · · · ∧ dyjk
能

够重新排列为 dyl1 ∧ dyl2 ∧ · · · ∧ dylk 当且仅当 j1, j2, · · · , jk 是 l1, l2, · · · , lk 的一个排

列, 而且这时有

dyj1 ∧ dyj2 ∧ · · · ∧ dyjk
= (−1)τ(j1j2···jk)dyl1 ∧ dyl2 ∧ · · · ∧ dylk .

因此, 式 (23.3.3) 右端所有能够重新排列为 dyl1 ∧ dyl2 ∧ · · · ∧ dylk 的项的和为

( ∑
{j1,j2,··· ,jk}
={l1,l2,··· ,lk}

(−1)τ(j1j2···jk) ∂Fi1(y)
∂yj1

∂Fi2(y)
∂yj2

· · · ∂Fik
(y)

∂yjk

)
dyl1 ∧ dyl2 ∧ · · · ∧ dylk

=
∂(Fi1 , Fik

, · · · , Fik
)

∂(yj1 , yj2 , · · · , yjk
)

dyl1 ∧ dyl2 ∧ · · · ∧ dylk ,

进而式 (23.3.3) 右端等于

a(F (y))
∑

16l1<l2<···<lk6p

∂(Fi1 , Fik
, · · · , Fik

)
∂(yl1 , yl2 , · · · , ylk)

dyl1 ∧ dyl2 ∧ · · · ∧ dylk .

这就证明了式 (23.3.2). 证毕.

公式 (23.3.2) 只是在理论推导时有用, 因为在实际做题时, 只需像前面两个例题

那样直接根据定义进行演算, 而无需套用这个难记的并且实际并不好用的公式.

推论 23.3.1 设 Ω1 和 Ω2 是 Rm 中的两个开集, F : Ω1 → Ω2 是可微映射, 其

雅可比行列式记作 detDF (x), ∀x ∈ Ω1. 则对 Ω2 上的任意 m 形式

ω = a(y)dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dym, y ∈ Ω2,

有

F ∗(ω) = a(F (x)) detDF (x)dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm, x ∈ Ω1.

下面讨论微分形式作变量变换的运算规则.

定理 23.3.2 微分形式的后拉运算 F ∗ 具有下列性质.

(1) 线性性：对任意 ω1, ω2, ω ∈ Λk(Ω) 和 λ ∈ R, 成立

F ∗(ω1 + ω2) = F ∗(ω1) + F ∗(ω2), F ∗(λω) = λF ∗(ω).

(2) 对外积运算的分配律：对任意 ω ∈ Λk(Ω) 和 η ∈ Λl(Ω), 成立

F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η).
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(3) 和外微分运算可交换：对任意 ω ∈ Λk(Ω), 成立

F ∗(dω) = dF ∗(ω).

证明 结论 (1) 是显然的. 为证结论 (2), 应用结论 (1) 只需就 ω 和 η 是单项式

的情况给予证明. 因此设

ω = a(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
,

η = b(x)dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjl
.

则

ω ∧ η = a(x)b(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

,

进而

F ∗(ω ∧ η) =a(F (y))b(F (y))dFi1(y) ∧ · · · ∧ dFik
(y) ∧ dFj1(y) ∧ · · · ∧ dFjl

(y)

=[a(F (y))dFi1(y) ∧ · · · ∧ dFik
(y)] ∧ [b(F (y))dFj1(y) ∧ · · · ∧ dFjl

(y)]

=F ∗(ω) ∧ F ∗(η).

最后证明结论 (3). 当 k = 0 即 ω = f(x) 是函数时, 有

dω =
m∑

i=1

∂f(x)
∂xi

dxi,

以及 F ∗(ω) = f(F (y)), 所以

F ∗(dω) =
m∑

i=1

∂f

∂xi
(F (y))dFi(y) =

m∑

i=1

∂f

∂xi
(F (y))

( p∑

j=1

∂Fi(y)
∂yj

dyj

)

=
p∑

j=1

( m∑

i=1

∂f

∂xi
(F (y))

∂Fi(y)
∂yj

)
dyj =

p∑

j=1

∂f(F (y))
∂yj

dyj

=df(F (y)) = dF ∗(ω).

当 k > 1 时, 根据后拉的线性性, 只需考虑 ω 为单项式的特殊情况, 故设

ω = a(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
.

则

dω = da(x) ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
,

从而

F ∗(dω) =F ∗(da(x)) ∧ F ∗(dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
)

=da(F (y)) ∧ dFi1(y) ∧ dFi2(y) ∧ · · · ∧ dFik
(y).
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再来计算 dF ∗(ω). 我们知道 d2 = 0. 利用外微分运算的这个性质和莱布尼茨法则, 应

用归纳法容易证明：

d[dFi1(y) ∧ dFi2(y) ∧ · · · ∧ dFik
(y)] = 0,

因此

dF ∗(ω) =d[a(F (y))dFi1(y) ∧ dFi2(y) ∧ · · · ∧ dFik
(y)]

=da(F (y)) ∧ dFi1(y) ∧ dFi2(y) ∧ · · · ∧ dFik
(y)

+ a(F (y))d[dFi1(y) ∧ dFi2(y) ∧ · · · ∧ dFik
(y)]

=da(F (y)) ∧ dFi1(y) ∧ dFi2(y) ∧ · · · ∧ dFik
(y).

比较以上计算结果, 知 dF ∗(ω) = F ∗(dω). 证毕.

注意把以上定理中的结论 (3) 特别应用于 ω 为零次微分形式, 即 ω = f 为函数

的情况, 就有

F ∗(df) = dF ∗(f) = d(f ◦ F ),

上面这个等式是结论 (3) 的证明中讨论的第一种情况. 下面将用到这个事实, 所以特

别地提到它.

设 Ω 是 Rm 中的开集, D1 和 D2 是 Rk 中的两个开集, 这里 1 6 k 6 m. 又设有

三个可微映射

F1 : D1 → Ω , F2 : D2 → Ω , G : D1 → D2,

使得 F1 = F2 ◦G, 即成立

F1(y) = F2(G(y)), ∀y ∈ D1

自然要问：三个后拉 F ∗1 , F ∗2 和 G∗ 之间有什么关系? 这个问题的答案由以下定理

给出.

定理 23.3.3 在以上假设下, 对 Ω 上的任意微分形式 ω 成立

F ∗1 (ω) = G∗(F ∗2 (ω)), (23.3.4)

即 F ∗1 = (F2 ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗2 .

证明 根据后拉的线性性, 只需对 ω 为单项式的特殊情况证明式 (23.3.4). 因此

设

ω = a(x)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
.
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再设 F1(y) = (F11(y), F12(y), · · · , F1m(y)), ∀y ∈ D1, 及 F2(u) = (F21(u), F22(u), · · · ,

F2m(u)), ∀u ∈ D2. 则由 F1 = F2 ◦G 知 F1i = F2i ◦G, i = 1, 2, · · · ,m. 所以

F ∗1 (ω) =a(F1(y))dF1i1(y) ∧ dF1i2(y) ∧ · · · ∧ dF1ik
(y)

=a(F2(G(y)))dF2i1(G(y)) ∧ dF2i2(G(y)) ∧ · · · ∧ dF2ik
(G(y))

=G∗[a(F2(u))]G∗[dF2i1(u)] ∧G∗[dF2i2(u)] ∧ · · · ∧G∗[dF2ik
(u)]

=G∗[a(F2(u))dF2i1(u) ∧ dF2i2(u) ∧ · · · ∧ dF2ik
(u)]

=G∗(F ∗2 (ω)).

这就证明了式 (23.3.4).

上述定理表明, 用两个变换对微分形式作两次后拉, 与把这两个变换复合起来对

微分形式作一次后拉的结果是一样的.

23.3.2 微分形式的积分

引进微分形式这一数学对象的目的是为了处理高维空间和高维形体上的积分问

题. 现在就开始着手进行这一工作. 首先考虑最简单的情况：m 次微分形式的积分.

定义 23.3.2 设 Ω 是 Rm 中的开集, 使得其闭包 Ω 是具有连续边界的有界闭

区域. 又设 f 是定义在 Ω 上的可积函数. 则对于 Ω 上以 f(x) 为系数的 m 次微分

形式

ω = f(x)dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm

(称 ω 为可积 m- 形式), 定义它在 Ω 上的积分为
∫

Ω

ω =
∫

Ω

f(x)dx =
∫∫
· · ·

∫

Ω

f(x)dx1dx2 · · ·dxm.

以后,为书写方便将把
∫

Ω

f(x)dx简记作

∫

Ω

f(x)dx,即当写一个函数在开集上的

积分时, 是指它在这个开集的闭包上的积分.

定理 23.3.4 设 Ω1 和 Ω2 是 Rm 中的两个开集,它们的闭包都是具有连续边界

的有界闭区域.又设 F : Ω1 → Ω2 是双射且连续可微,其雅可比行列式 detDF (x) 6= 0,

∀x ∈ Ω1. 则对 Ω2 上任意可积的 m 形式 ω 成立
∫

Ω2

ω = ±
∫

Ω1

F ∗(ω). (23.3.5)

等式右端正负号的取法为当 det DF (x) > 0 取正号, 当 det DF (x) < 0 取负号.

证明 设

ω = f(y)dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dym, y ∈ Ω2,
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其中 f 是 Ω2 上的可积函数. 则根据推论 23.3.1 有

F ∗(ω) = f(F (x)) detDF (x)dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm, x ∈ Ω1.

因此, 根据定义 23.3.2 和重积分的变元替换公式得
∫

Ω2

ω =
∫

Ω2

f(y)dy =
∫

Ω1

f(F (x))|detDF (x)|dx = ±
∫

Ω1

F ∗(ω),

正负号的取法为当 detDF (x) > 0 取正号, 当 det DF (x) < 0 取负号. 这就证明了式

(23.3.5). 证毕.

当 1 6 k 6 m−1时, k 次微分形式将在 k 维流形上积分. 流形是三维空间中曲线

和曲面概念在高维空间的推广：曲线是一维流形, 曲面是二维流形. 下面分两步介绍

流形的概念并定义微分形式在流形上的积分：先考虑由参数方程表示的流形和微分

形式在这种流形上的积分, 再介绍一般的流形概念以及 k 次微分形式在一般的 k 维

流形上的积分. 后一步的工作需要比较多的预备知识, 留待 23.4 节来做. 下面进行前

一步的工作.

定义 23.3.3 设 S 是 Rm 中的一个点集. 假设存在自然数 1 6 k 6 m − 1、Rk

中的区域 D 和映射 F : D → Rm 满足以下四个条件：

(1) F (D) = S, 且 F 是 D 到 S 的双射;

(2) F 作为区域 D ⊆ Rk 上的 m 维向量函数, 在 D 上处处连续可微;

(3) 对每点 t ∈ D, F 的雅可比矩阵

DF (t) =




∂F1

∂t1

∂F1

∂t2
· · · ∂F1

∂tk

∂F2

∂t1

∂F2

∂t2
· · · ∂F2

∂tk

...
...

...

∂Fm

∂t1

∂Fm

∂t2
· · · ∂Fm

∂tk




的秩都是 k;

(4) F 的逆映射 F−1 : S → Rk 是连续的, 即若点列 F (tn) (n = 1, 2, · · · ) 在 Rm

中收敛于某个点 x̄ ∈ S, 则 tn 收敛于 F−1(x̄).

则称 S 为 Rm 中由参数方程确定的 k 维微分流形, 简称参数流形, 并称映射 F 为 S

的参数方程或参数表示.

显然,当 S是一个由参数方程确定的 k维流形时,其参数方程必然是不唯一的. 事

实上有无穷多个参数方程：当 F 是 S 的一个参数方程时,设 D 是 Rk 中使 F (D) = S

的区域. 任意选取一个定义在 D 上的连续可微的 k 维向量函数 Φ, 使它是 D 到其
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像集 E = Φ(D) 的微分同胚, 即 Φ 不仅连续可微, 而且是 D 到 E 的双射, 且对任意

x ∈ D 有 det DΦ(x) 6= 0. 这时由反函数定理知 Φ−1 是 E 到 D 的连续可微映射. 令

G = F ◦Φ−1 : E → S, 则易知 G 也是 S 的参数方程. 由于这样的映射 Φ 显然有无穷

多, 所以 S 的参数方程也有无穷多.

另一方面, 对 S 的任意两个参数方程 F 和 G, 设 D = F−1(S), E = G−1(S), 并

令 Φ = G−1 ◦ F : D → E, 则显然 Φ 是 D 到 E 的双射, 且

F = G ◦ Φ. (23.3.6)

应用隐函数定理可以证明, Φ 和 Φ−1 都是连续可微的映射,且它们的雅可比矩阵都是

可逆矩阵. 最后这个结论也可证明如下. 由上式可知

DF (t) = DG(u)DΦ(t), ∀t ∈ D, u = Φ(t).

因为 DF (t) 和 DG(u) 的秩都等于 k, 所以 DΦ(t) 的秩也必然等于 k, 而不可能小于

k. 因此 DΦ(t) 是满秩矩阵. 这就证明了, 对 S 的任意两个参数方程 F 和 G, 必存在

可逆映射 Φ 使式 (23.3.6)成立, 且 Φ 和 Φ−1 都是连续可微的映射并且雅可比矩阵都

是可逆矩阵. 这样的映射 Φ 及其逆映射 Φ−1 叫做 S 的两个参数方程 F 和 G 之间

的参数变换. 以上分析表明, 由参数方程确定的微分流形尽管其参数方程是不唯一的,

但是任意两个不同的参数方程都可通过参数变换互相得到.

由参数方程给出的流形也可以像三维空间中由参数方程给出的曲线和曲面一样,

给出它的定向. 为介绍这个概念, 先回顾一下三维空间中由参数方程给出的曲线和曲

面是如何定向的.

对于三维空间中的一条由参数方程

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ I

(I 表示一个区间)给出的曲线 C,它的方向有两个,一个是参数 t增加的方向,另一个

则是参数 t 减少的方向. 如果规定参数 t 增加的方向为 C 的正向, 那么参数 t 减少的

方向则为 C 的负向. 反过来如果规定参数 t 减少的方向为 C 的正向, 那么参数 t 增

加的方向则为 C 的负向.当规定了 C 的正向时, 对于它的任何一个参数方程, 如果其

参数增加的方向恰与 C 的正向一致, 就称 C 的这个参数方程是与 C 的定向相一致

的, 否则就称它与 C 的定向相反.

同样对于三维空间中的一个由参数方程

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D

(D 为 R2 中的区域) 给出的光滑曲面 S, 假如映射

F : (u, v) 7→ r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), ∀(u, v) ∈ D
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是单射 (因而是区域 D 到曲面 S 的双射; 注意 S 是光滑曲面意味着向量函数 r(u, v)

在区域 D 上有一阶连续偏导数, 且 ru × rv 在 D 上处处非零), 并且 F−1 连续, 那么

也可以给它确定方向. 如果规定法向量 ru × rv 指向的一侧为 S 的正侧, 则另一侧即

−ru × rv 指向的一侧便为 S 的负侧; 反过来如果规定 −ru × rv 指向的一侧为 S 的

正侧, 则 ru × rv 指向的一侧便为 S 的负侧 (图 23-3-1). 当规定了曲面 S 的正向时,

对于它的任何一个参数方程, 如果其 ru × rv 的方向恰与所规定的 S 的正向一致, 就

称这个参数方程是与 S 的定向相一致的, 否则称它与 S 的定向相反.

图 23-3-1 曲面的法向量 图 23-3-2 默比乌斯带

这里需要特别说明的是, 要求 ru × rv 在 D 上处处非零且 F−1 连续都是必不可

少的条件. 因为如果容许 ru × rv 在 D 上可以为零, 那么当 (u, v) 在 D 上连续变化

时法向量 ru × rv 有可能从指向曲面的一侧变化为指向它的另一侧, 而与曲面定向的

含义相违背. 又如果不要求 F−1 连续, 则就把默比乌斯带 (图 23-3-2) 这种不可定向

的曲面也包括了进来. 对默比乌斯带, 当法向量从中腰线上一点出发沿中腰线旋转一

周回到出发点时, 其方向指向了出发时所指的反方向, 所以它是不可定向曲面. 但是,

的确存在从 R2 中的一个 (不开也不闭的) 区域 D 到 R3 的一个无穷可微的映射 F ,

它是 D 到默比乌斯带的双射, 而且使得 ru × rv 恒不为零 (见习题 9), 只不过不满足

F−1 连续的条件. 注意要求 F−1 连续这个条件, 把封闭型的曲面都排除在外了. 因为

为了得到这类曲面的满足双射条件的参数方程,就必须把曲面从某个点或某条线上切

开. 由于切口上的点对应的参数值必然在参数方程定义域的边界上, 不难构作出曲面

上趋于切口上某个点的点列,使得该点列所对应参数区域上的点列在参数区域里没有

极限. 例如, 对以 Oz 轴为中心轴、半径为 1 的圆柱面的参数方程

F : (u, v) 7→ r(u, v) = cos ui + sinuj + vk, 0 6 u < 2π, −∞ < v < +∞

而言, 在切口线 x = 1, y = 0(对应于参数区域的边界线 u = 0) 上 F−1 是不连续的：

对任意给定的实数 v, 圆柱面上的点列 Pn

(
cos

1
n

,− sin
1
n

, v
)

(n = 1, 2, · · · ) 收敛于切
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口线上的点 (1, 0, v), 但是该点列在映照 F−1 下的象点列 (un, vn) =
(
2π− 1

n
, v

)
(n =

1, 2, · · · ) 却并不收敛于点 (1, 0, v) 在映照 F−1 下的象点 (0, v). 不过, 像圆柱面、球面

等可定向的封闭型曲面,与默比乌斯带是有本质区别的. 封闭型的流形将在 23.4节专

门讨论.

对于 Rm 中由参数方程确定的 k 维微分流形 S (这里 1 6 k 6 m), 其定向也通

过它的参数方程来确定. 对 S 的任何两个参数表示 F : D → Rm 和 G : E → Rm,

其中 D 和 E 都是 Rk 中的区域, 令 Φ : D → E 为把 G 变为 F 的参数变换, 即使

关系式 (23.3.6) 成立的映射. 则因行列式 det DΦ(y) 在 D 上处处非零, 所以它或者恒

大于零, 或者恒小于零. 因此, S 的全部参数方程组成的集合可以分为两个互不相交

的子集,属于同一个子集中的任何两个参数方程之间的参数变换都有正的雅可比行列

式, 属于不同子集的任何两个参数方程之间的参数变换都有负的雅可比行列式. 如果

规定其中一个子集为 S 的正定向, 那么另外一个子集就是 S 的负定向. 所以, 规定 S

的定向就是指定这两个子集中的哪个作为 S 的正定向. 当已经规定了 S 的正定向时,

所有属于正定向子集的参数表示都叫做是与 S 的定向相一致的参数表示, 而所有属

于另一个子集的参数表示都叫做是与 S 的定向相反的参数表示. 下面把这个概念以

定义的方式明确下来.

定义 23.3.4 设 S 是 Rm 中的一个由参数方程确定的 k 维微分流形. 把 S 的

全部参数方程组成的集合分为两个互不相交的子集,使得属于同一个子集的任何两个

参数方程之间的参数变换都有正的雅可比行列式,属于不同子集的任何两个参数方程

之间的参数变换都有负的雅可比行列式. 选定其中一个子集作为 S 的正向参数方程

的集合, 就称给 S 指定了方向, 并称 S 的所有属于这个子集的参数表示为与 S 的定

向一致的参数表示, 而所有属于另一个子集的参数表示都叫做是与 S 的定向相反的

参数表示. 确定了方向的微分流形叫做有向流形.

必须说明的是, 流形的定向是与参数方程中参数的排列顺序相关的, 即对同一

个参数方程, 当把参数按不同顺序排列时, 就得到了流形的不同定向. 例如, 对曲面

S : z = f(x, y), 如果按通常的排列顺序 x 在前 y 在后, 则 S 的正定向与 rx × ry =

(−fx,−fy, 1) 相一致; 而如果把 y 排在前 x 排在后, 那么 S 的正定向与 ry × rx =

(fx, fy,−1) 相一致, 而得到了相反的定向.

现在便可给出 k 次微分形式在由参数方程给出的 k 维流形上的积分的定义.

定义 23.3.5 设 Ω 是 Rm 中的开集, k 是一个给定的不大于 m 的正整数, 而 S

是 Ω 中的一个由参数方程确定的并且指定了方向的 k 维微分流形. 令 F : D → Ω 是

S 的一个与其定向相一致的参数表示, 其中 D 是 Rk 中具有连续边界的有界闭区域.

则对 Ω 上任意具有可积系数的 k 次微分形式 ω ∈ Λk(Ω), 定义它在 S 上的积分为

∫

S

ω =
∫

D

F ∗(ω).
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以上定义是合理的, 即上式右端的积分值不依赖于流形 S 的参数表示 F 的选择.

事实上, 如果 S 另有一个与其定向相一致的参数表示 G : G → Ω , 则存在一个雅可

比行列式处处大于零的可逆的连续可微映射 Φ : D → E, 使得 F = G ◦ Φ. 根据定理

23.3.3, 有
F ∗(ω) = Φ∗(G∗(ω)).

因为 det DΦ(y) > 0, 所以应用定理 23.3.4 知
∫

D

F ∗(ω) =
∫

D

Φ∗(G∗(ω)) =
∫

E

G∗(ω).

例 3 设 ω = P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz, 且空间曲线 C 的参数方

程为
x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [a, b],

规定 C 的正向为参数 t 增加的方向. 求微分形式 ω 在 C 上的积分

∫

C

ω. 按照定义,

应当把 C 的上述参数方程看作从区间 [a, b] 到 R3 的映射 F , 即

F : t 7→ (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b],

则

∫

C

ω =
∫

(a,b)

F ∗(ω). 下面计算 ω 的后拉 F ∗(ω). 根据定义, 有

F ∗(ω) =P (x(t), y(t), z(t))dx(t) + Q(x(t), y(t), z(t))dy(t) + R(x(t), y(t), z(t))dz(t)

=[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) + Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) + R(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt.

故
∫

C

ω =
∫

(a,b)

F ∗(ω)

=
∫ b

a

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) + Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) + R(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt.

根据第二型曲线积分的计算公式, 最后这个定积分正是向量函数

F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k

沿曲线 C 的第二型曲线积分. 这说明
∫

C

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz (微分形式的积分)

=
∫

C

P (x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz (第二型曲线积分).

例 4 设 ω = P (x, y, z)dy ∧ dz + Q(x, y, z)dz ∧ dx + R(x, y, z)dx ∧ dy, 曲面 S 的

参数方程为
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x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈ D,

其中 D 是平面上具有连续边界的有界区域. 规定 S 的正向为从 D 到 R3 的映射

F : (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), ∀(u, v) ∈ D

所诱导出的方向, 即正向和这个参数表示相一致. 下面求微分形式 ω 在 S 上的积分∫

S

ω. 按照定义,
∫

S

ω =
∫

D

F ∗(ω).

而

F ∗(ω) =P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))dy(u, v) ∧ dz(u, v)

+ Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))dz(u, v) ∧ dx(u, v)

+ R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))dx(u, v) ∧ dy(u, v)

=P (yudu + yvdv) ∧ (zudu + zvdv) + Q(zudu + zvdv) ∧ (xudu + xvdv)

+ R(xudu + xvdv) ∧ (yudu + yvdv)

=P (yuzv − yvzu)du ∧ dv + Q(zuxv − zvxu)du ∧ dv + R(xuyv − xvyu)du ∧ dv

=
[
P

∂(y, z)
∂(u, v)

+ Q
∂(z, x)
∂(u, v)

+ R
∂(x, y)
∂(u, v)

]
du ∧ dv.

故 ∫

D

F ∗(ω) =
∫∫

D

[
P

∂(y, z)
∂(u, v)

+ Q
∂(z, x)
∂(u, v)

+ R
∂(x, y)
∂(u, v)

]
dudv.

根据第二型曲面积分的计算公式, 最后这个二重积分正是向量函数

F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))

沿曲面 S 的第二型曲面积分. 这说明
∫

S

P (x, y, z)dy ∧ dz + Q(x, y, z)dz ∧ dx + R(x, y, z)dx ∧ dy

=
∫∫

S

P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy.

以上两例说明,微分形式在流形上的积分是第二型曲线积分和第二型曲面积分向

高维流形的推广.

定理 23.3.4 很容易推广到一般的 k 形式在 k 维流形上积分的情形.

定理 23.3.5 设 Ω1 是 Rm1 中的开集, Ω2 是 Rm2 中的开集, S1 和 S2 分别是

Ω1 和 Ω2 中的两个 k 维流形, 这里 1 6 k 6 m1 6 m2. 又设 Φ : Ω1 → Ω2 是单射且连
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续可微, 其雅可比矩阵的秩处处为 m1, 并且 Φ(S1) = S2. 则对 Ω2 上的任意可积 k 形

式 ω 成立 ∫

S2

ω = ±
∫

S1

Φ∗(ω). (23.3.7)

等式右端正负号的取法为当映射 Φ 把 S1 的正向变为 S2 的正向时取正号, 否则取

负号.

证明 设 x = F (u), u ∈ D 是 S1 的一个与其定向相一致的参数表示, 其中

D 是 Rk 中一个具有连续边界的有界闭区域. 则根据映射 Φ 所满足的条件易知 y =

Φ(F (u)) = (Φ ◦ F )(u), u ∈ D 是 S2 的一个参数表示, 它既可能与 S2 的定向一致 (此

即映射 Φ 把 S1 的正向变为 S2 的正向), 也可能与 S2 的定向相反 (此即 Φ 把 S1 的

正向变为 S2 的负向). 因此根据定义, 对 Ω2 上的任意可积 k 形式 ω 都有
∫

S2

ω = ±
∫

D

(Φ ◦ F )∗(ω),

其中当参数表示 y = (Φ ◦ F )(u), u ∈ D 与 S2 的定向一致时取正号, 否则取负号. 因

为 Φ∗(ω) 是 Ω1 上的 k 形式, 而 x = F (u), u ∈ D 是 S1 的一个与其定向一致的参数

表示, 所以按定义有 ∫

S1

Φ∗(ω) =
∫

D

F ∗(Φ∗(ω)).

根据定理 23.3.3, 成立等式

(Φ ◦ F )∗(ω) = F ∗(Φ∗(ω)),

所以从以上二式即知式 (23.3.7) 成立. 证毕.

推论 23.3.2 设

x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w)

是 R3 上的一个坐标变换, 双射且雅可比行列式处处非零. 则有
∫

C

Pdx + Qdy + Rdz =
∫

C′

(
P

∂x

∂u
+ Q

∂y

∂u
+ R

∂z

∂u

)
du +

(
P

∂x

∂v
+ Q

∂y

∂v
+ R

∂z

∂v

)
dv

+
(
P

∂x

∂w
+ Q

∂y

∂w
+ R

∂z

∂w

)
dw.

C ′ 为 C 在坐标变换下的象, 正向由 C 的正向经坐标变换决定.

推论 23.3.3 设

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v)

是 R2 到 R3 的一个单射变换, 雅可比矩阵的秩处处为 2. 则有
∫

C

Pdx + Qdy + Rdz =
∫

C′

(
P

∂x

∂u
+ Q

∂y

∂u
+ R

∂z

∂u

)
du +

(
P

∂x

∂v
+ Q

∂y

∂v
+ R

∂z

∂v

)
dv.
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C ′ 为 C 在变换下的象, 正向由 C 的正向经坐标变换决定.

推论 23.3.4 设

x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w)

是 R3 上的一个坐标变换, 双射且雅可比行列式处处非零. 则有
∫∫

S

Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
∫∫

S′

(
P

∂(y, z)
∂(v, w)

+ Q
∂(z, x)
∂(v, w)

+ R
∂(x, y)
∂(v, w)

)
dvdw

+
(
P

∂(y, z)
∂(w, u)

+ Q
∂(z, x)
∂(w, u)

+ R
∂(x, y)
∂(w, u)

)
dwdu

+
(
P

∂(y, z)
∂(u, v)

+ Q
∂(z, x)
∂(u, v)

+ R
∂(x, y)
∂(u, v)

)
dudv.

S′ 为 S 在坐标变换下的象, 正向由 S 的正向经坐标变换决定.

例 5 设 S 是球面 (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2, 以外侧为正侧. 求曲面

积分 ∫∫

S

x2dydz + y2dzdx + z2dxdy.

解 作变换 x = x′ + a, y = y′ + b, z = z′ + c. 在此变换下, 有

x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx ∧ dy

=(x′ + a)2dy′ ∧ dz′ + (y′ + b)2dz′ ∧ dx′ + (z′ + c)2dx′ ∧ dy′,

而 S 变为 S1 : x′2 + y′2 + z′2 = R2. 故
∫∫

S

x2dydz + y2dzdx + z2dxdy

=
∫∫

S1

(x′ + a)2dy′dz′ + (y′ + b)2dz′dx′ + (z′ + c)2dx′dy′

=
∫∫∫

B(0,R)

[2(x′ + a) + 2(y′ + b) + 2(z′ + c)]dx′dy′dz′ (斯托克斯公式)

=2(a + b + c)
∫∫∫

B(0,R)

dx′dy′dz′ + 2
∫∫∫

B(0,R)

(x′ + y′ + z′)dx′dy′dz′

=2(a + b + c) · 4
3
πR3 =

8
3
π(a + b + c)R3.

采用微分形式的积分和外微分运算, 可以把格林公式、高斯公式和斯托克斯公式

用统一的并且很简单的形式表达出来. 首先看格林公式. 令 ω = Pdx + Qdy, 则

dω =
(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy.

因此格林公式可写成
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∫

D

dω =
∫

∂D

ω,

其中 D 为 R2 中具有分段光滑边界的有界闭区域. 类似地, 令 ω = Pdy ∧ dz +

Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy, 则

dω =
(∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz.

因此高斯公式可写成 ∫

Ω

dω =
∫

∂Ω

ω,

其中 Ω 为 R3 中具有分块光滑边界的有界闭区域.最后,令 ω = Pdx+Qdy +Rdz,则

dω =
(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx +

(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy.

因此斯托克斯公式可写成 ∫

S

dω =
∫

∂S

ω,

其中 S 为 R3 中一张具有分段光滑边界的分块光滑的有界曲面块.

但是上面这些表达方式存在一个问题,即它们都涉及微分形式在封闭曲线或封闭

曲面上的积分, 而前面给出的微分形式积分的两个定义, 都不包括这种情况. 因此必

须考虑封闭型的流形以及微分形式在封闭流形上的积分问题.解决这些问题并给出一

般形式的斯托克斯公式及其证明, 正是 23.4 节的任务.

习 题 23.3

1. 给定 R3 上的坐标变换 F：

x = u + v − w, y = v + w − u, z = w + u− v.

求以下微分形式 ω 的后拉 F ∗(ω)：

(1) ω = yzdx + zxdy + xydz;

(2) ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy;

(3) ω = dx ∧ dy ∧ dz.

2. 给定 R3 上的坐标变换 F：

x = vw, y = wu, z = uv.

求以下微分形式 ω 的后拉 F ∗(ω)：

(1) ω = (y + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz;

(2) ω =
1
x

dy ∧ dz +
1
y
dz ∧ dx +

1
z
dx ∧ dy;
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(3) ω = dx ∧ dy ∧ dz.

3. (1) 求微分形式 ω = dx ∧ dy 在极坐标变换 F : x = r cos θ, y = r sin θ 下的后拉

F ∗(ω);

(2) 求微分形式 ω = dx ∧ dy ∧ dz 在球坐标变换 F : x = r cos θ sinϕ, y =

r sin θ sinϕ, z = r cos ϕ 下的后拉 F ∗(ω).

4. 平面区域间的微分同胚变换 x = x(u, v), y = y(u, v) 如果满足条件
∂x

∂u
=

∂y

∂v
,

∂x

∂v
=

∂y

∂u
, 则称为保形变换. 证明：对于二元可微函数 f , 微分形式

ω =
[(∂f

∂x

)2

−
(∂f

∂y

)2]
dx ∧ dy

在保形变换下形式不变.

5. 给定可微映射 F : R2 → R3

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v).

设 P, Q, R 都是 x, y, z 的函数. 证明：

(1) 如果 ω = Pdx + Qdy + Rdz, 则

F ∗(ω) = (Pxu + Qyu + Rzu)du + (Pxv + Qyv + Rzv)dv;

(2) 如果 ω = Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy, 则

F ∗(ω) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

P Q R

xu yu zu

xv yv zv

∣∣∣∣∣∣∣∣
du ∧ dv.

6. 给定可微映射 F : R3 → R3

x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w).

设 P, Q, R 都是 x, y, z 的函数. 证明：

(1) 如果 ω = Pdx + Qdy + Rdz, 则

F ∗(ω) = (Pxu+Qyu+Rzu)du+(Pxv+Qyv+Rzv)dv+(Pxw+Qyw+Rzw)dw;

(2) 如果 ω = Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy, 则

F ∗(ω) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

P Q R

xv yv zv

xw yw zw

∣∣∣∣∣∣∣∣
dv ∧ dw

+

∣∣∣∣∣∣∣∣

P Q R

xw yw zw

xu yu zu

∣∣∣∣∣∣∣∣
dw ∧ du +

∣∣∣∣∣∣∣∣

P Q R

xu yu zu

xv yv zv

∣∣∣∣∣∣∣∣
du ∧ dv.
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7. 把以上二题推广到可微映射 F : Rk → Rm (1 6 k 6 m)和 ω ∈ Λ1以及 ω ∈ Λm−1

的情况, 并考虑对一般的 ω ∈ Λp, 其中 2 6 p 6 m− 2, F ∗(ω) 的计算公式应具有

怎样的比较容易记忆的形式.

8. 考虑 Rm 中的超平面 S 为 x1 + x2 + · · ·+ xm = a. 从这个方程中解出一个变元

为其余变元的函数,就得到了 S 的参数表示. 问这样得到的不同参数方程是否给

出 S 的相同定向? 考虑变元顺序的两种不同排序方法：

(1) 按足标从小到大的顺序;

(2) 按轮换的顺序, 即参数方程 xi = a− x1 − · · · − xi−1 − xi+1 − · · · − xm 中参变

元的排列顺序为 xi+1, · · · , xm, x1, · · · , xi−1.

9. 让一条中点在圆周上且长度小于圆周的直径的直线段 l 沿圆周匀速滑动,并在滑

动过程中让线段 l 保持与圆周垂直地匀速旋转,使中点沿圆周滑动一周回到初始

位置时, 线段 l 刚好旋转了 180◦ 而成倒置状态, 则 l 的轨迹曲面叫做默比乌斯

带.圆周叫做默比乌斯带的中腰线, l在每个时刻留下的印迹都叫做默比乌斯带的

母线.

(1) 证明：中腰线是 Oxy 平面上以原点为心、半径为 2 的圆周且母线长度为 2

的默比乌斯带的参数方程为

r(u, v) =
(
2 + v sin

u

2

)
cos ui +

(
2 + v sin

u

2

)
sinuj

+ v cos
u

2
k, 0 6 u < 2π, −1 < v < 1,

并解释参数 u, v 的几何意义.

(2) 证明：ru × rv 6= 0, ∀(u, v) ∈ [0, 2π)× (−1, 1), 且

lim
u→2π−

ru × rv|v=0 = −ru × rv|(u,v)=(0,0).

10. (1) 已知 Rm 中光滑曲线 C 的参数方程为

xi = xi(t), a 6 t 6 b, i = 1, 2, · · · ,m,

并且 C 的正向是参数 t 增加的方向. 写出曲线积分
∫

C

a1(x)dx1 + a2(x)dx2 + · · ·+ am(x)dxm

的计算公式.

(2) 已知 Rm 中光滑曲面 S 的参数方程为

xi = xi(u, v), (u, v) ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m,
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其中, D 是 R2 中具有连续边界的有界闭区域, 并且 S 的正向是由该参数方

程确定的方向. 写出曲面积分
∫

S

∑

16i<j6m

aij(x)dxi ∧ dxj

的计算公式.

11. 给定 Rm 上的 m−1 次微分形式 ω

ω =
m∑

i=1

(−1)i−1f(xi)dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxm,

其中 f 是区间 [0, 1] 上的连续函数. 令 M 为超曲面 x1+x2+· · ·+xm =1 位于第

一象限的部分, 正向根据读者的喜好选取. 求
∫

M

ω.

23.4 斯托克斯公式

23.4.1 微分流形

正如本章一开始就讲到的, 这一章的主要目的是把格林公式、高斯公式和斯托克

斯公式这些只涉及二元和三元函数的积分公式推广到一般多元函数的情形. 这三个公

式都出现了区域边界或曲面边界这些封闭形体上的积分, 而这种封闭形体上的积分,

按 23.3 节的方法是无法圆满地推广到高维封闭形体的. 所以要想把这些公式往高维

推广, 必须首先考虑一般的封闭形体上的积分如何定义. 流形概念的引入, 很好地解

决了这个问题.

定义 23.4.1 设 M 是 Rm 的一个子集. 如果存在一个整数 1 6 k 6 m 使对任

意 x0 ∈ M , 下面的条件 (C) 都满足, 就称 M 为 k 维微分流形.

条件 (C) 存在 x0 的邻域 U ⊆ Rm, Rk 的开子集 D 和映射 ϕ : D → Rm 使得

(1) ϕ 是单射, 且 ϕ(D) = M
⋂

U ;

(2) ϕ 是 D 到 Rm 的可微映射;

(3) ϕ 的雅可比矩阵 Dϕ 在每点 y ∈ D 的秩都是 k;

(4) ϕ−1 : M
⋂

U → Rk 是连续映射.

称满足上述条件 (1)∼(4) 的 (ϕ,D) 为 M 在点 x0 的一个局部坐标系或局部参数表

示, M
⋂

U 叫做 M 的一个坐标块或点 x0 的一个坐标邻域(见图 23-4-1). 对每点

x ∈ M
⋂

U , 称 ϕ(x) 为点 x 在这个局部坐标系下的坐标. 如果对某个整数 p > 1 或

p = ∞, 可把条件 (2) 加强为

(2)′ ϕ是 D 到 Rm 的 Cp 类映射, 即 p阶连续可微的映射, 则称 M 为Cp 微分流

形, 简称Cp 流形.
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图 23-4-1 流形与坐标块

例 1 Rm 的任意开子集 U 都是一个 m 维微分流形. 事实上, 对任意 x0 ∈ U ,

取 U = D = U , 并取 ϕ 为恒等映射, 则显然条件 (1)∼条件 (4) 都是满足的.

例 2 设 D 是 Rm−1 的开子集, f 是定义在 D 上的可微函数, M 是这个函数的

图像, 即
M = {(x, f(x)) : x ∈ D}.

则 M 是一个 m− 1 维微分流形.

事实上, 对任意 (x0, f(x0)) ∈ M , 其中自然地 x0 ∈ D, 取 U = D ×R (即以 D 为

横截面的无限长柱体), D = D, 并令 ϕ(x) = (x, f(x)), ∀x ∈ D. 则易知条件 (1)∼条件
(4) 都是满足的.

显然, 如果 f 是 D 上的 Cp 类函数, 1 6 p 6 ∞, 则 M 是 Cp 流形.

例 3 设 Ω 是 Rm 的开子集, F 是定义在 Ω 上的连续可微函数, 0 ∈ F (Ω). 令

M = {x ∈ Ω : F (x) = 0}.

假设对每点 x0 ∈ M 都有 ∇F (x0) 6= 0, 则 M 是一个 m− 1 维微分流形.

事实上, 对任意 x0 ∈ M , 由 ∇F (x0) 6= 0 知 Fx1(x0), Fx2(x0), · · · , Fxm
(x0) 这

m 个数中至少有一个不等于零. 不妨设 Fxm(x0) 6= 0, 则根据隐函数定理, 存在 x0 =

(x10, x20, · · · , xm0) 的邻域 U = D × (xm0 − δ, xm0 + δ) ⊆ Rm, 其中 δ > 0, D 是

x′0 = (x10, x20, · · · , xm−1 0) 在 Rm−1 中的邻域, 使方程 F (x′, xm) = 0 对每个 x′ ∈ D

在 (xm0 − δ, xm0 + δ) 中有唯一的解 xm = g(x′), 且 g 是 D 上的连续可微函数. 此即

M 在 U 中的部分可以表示成 xm = g(x′) 的形式, 其中 x′ ∈ D. 因此, 类似于例 2, M

是 m− 1 维微分流形.

显然, 如果 F 是 D 上的 Cp 类函数, 1 6 p 6 ∞, 则 M 是 Cp 流形.

根据这个例题可知, 圆周 x2 + y2 = a2 (a > 0) 是一维无穷可微流形. 球面、椭球

面、单叶双曲面、双叶双曲面、椭圆抛物面、双曲抛物面、椭圆柱面、双曲柱面、抛物

柱面等正则二次曲面都是二维无穷可微流形. 圆锥面去掉顶点之后也是二维无穷可

微流形. 另外, 环面
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(
√

x2 + y2 − a)2 + z2 = r2

(其中 a > r > 0) 也是二维无穷可微流形 (见图

23-4-2).

例 4 更一般地, 设 Ω 是 Rm 的开子集,

Φ : Ω → Rk 是连续可微的 k 维向量函数, 这里

1 6 k 6 m− 1, 并设 0 ∈ Φ(Ω). 令

M = {x ∈ Ω : Φ(x) = 0}. 图 23-4-2 环面

假设 Φ 的雅可比矩阵 DΦ(x) 在每点 x ∈ M 的秩都等于 k. 则与例 3 类似地可以证

明, M 是一个 m− k 维微分流形. 如果 Φ 是 Cp 类映射, 1 6 p 6 ∞, 则 M 是 m− k

维的 Cp 流形.

由以上这些例子可以看出,微分流形包括了大部分通常遇到的曲线和曲面以及它

们的高维推广.

比较这里引进的微分流形和 23.3节引进的参数流形的概念, 不难看出,微分流形

其实就是在每一点的一个邻域中都是参数流形的形体, 或者说, 微分流形是在每一点

附近都局部地有参数表示而不必整体地有参数表示的形体. 重要的是, 这里容许所讨

论的对象只局部地有参数表示而不必整体地有参数表示,就可以把那些封闭型的形体

包括进来. 这正是引进流形概念的主要目的. 也许读者会说, 既然主要目的是为了处

理封闭型的形体, 何不像处理曲线和曲面时做的那样, 放弃对参数映射是单射的要求,

容许参数映射把多个点映照到同一个点,这样不就有可能只用一个参数方程来表示所

讨论的对象了吗? 之所以不采行这样的思路, 是因为按这种方法, 必须特别地处理那

些参数映射不是单射的点,而这是很复杂的事. 以前之所以没有在这个问题上花功夫,

是因为凡是在碰到这类问题的地方, 都可以借助几何图形一目了然地把问题搞清楚.

在高维情形, 我们无法像在二维和三维情形那样作图, 这个问题的处理就不可能是很

简单的.

定义 23.4.2 设 M 是 Rm 中的一个 k 维微分流形, 1 6 k 6 m. 对 M 的两个

不同坐标系 (ϕ,D) 和 (ψ, E), 如果 ϕ(D)
⋂

ψ(E) 6= ∅, 则就有两个映射

ψ−1 ◦ ϕ : ϕ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)) → ψ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)),

ϕ−1 ◦ ψ : ψ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)) → ϕ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)).

它们是 Rk 的两个开子集 D1 = ϕ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)) 和 E1 = ψ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)) 之间

的互逆映射,叫做两个局部坐标系 (ϕ,D)和 (ψ, E)之间的坐标变换,也叫做这两个局

部参数表示的参数变换(图 23-4-3).

引理 23.4.1 如果 ϕ(D)
⋂

ψ(E) 6= ∅, 则坐标变换 ψ−1 ◦ ϕ 和 ϕ−1 ◦ ψ 是互逆的

微分同胚. 如果进一步 M 是 Cp 流形 (1 6 p 6 ∞), 则 ψ−1 ◦ϕ和 ϕ−1 ◦ψ 都是 Cp 类

微分同胚.
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图 23-4-3 坐标变换

证明 记 D1 = ϕ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)), E1 = ψ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)), 并设 ϕ 和 ψ 的分

量表示式分别为

x1 = ϕ1(t1, t2, · · · , tk), x2 = ϕ2(t1, t2, · · · , tk), · · · , xm = ϕm(t1, t2, · · · , tk) (23.4.1)

(其中 (t1, t2, · · · , tk) ∈ D) 和

x1 = ψ1(u1, u2, · · · , uk), x2 = ψ2(u1, u2, · · · , uk), · · · , xm = ψm(u1, u2, · · · , uk)

(23.4.2)
(其中 (u1, u2, · · · , uk) ∈ E). 设 t0 是 D1 中任意一点. 令 x0 = ϕ(t0), u0 = ψ−1(x0). 因

为 rankDψ(u0) = k,所以在 m个函数 ψ1, ψ2, · · · , ψm 中,至少有一组 k 个函数,它们

在点 u0 的雅可比行列式非零. 不妨设

∂(ψ1, ψ2, · · · , ψk)
∂(u1, u2, · · · , uk)

∣∣∣
u0

6= 0.

则根据反函数定理, 存在 u0 的小邻域, 使在此邻域里可从式 (23.4.2) 的前 k 个方程

把 u1, u2, · · · , uk 反解成 x1, x2, · · · , xk 的函数：

u1 = η1(x1, x2, · · · , xk), u2 = η2(x1, x2, · · · , xk), · · · , uk = ηk(x1, x2, · · · , xk),

而且这些函数都是可微函数. 把式 (23.4.1) 中的前 k 个函数关系代入这些表达式, 就

得到了在 t0 的一个小邻域里, 坐标变换 ψ−1 ◦ ϕ 的坐标表示式：

uj =ηj(ϕ1(t1, t2, · · · , tk), ϕ2(t1, t2, · · · , tk), · · · , ϕk(t1, t2, · · · , tk))

≡uj(t1, t2, · · · , tk), j = 1, 2, · · · , k.

由于 ϕi (i = 1, 2, · · · , k) 和 ηj (j = 1, 2, · · · , k) 都是可微函数, 所以每个 uj (j =

1, 2, · · · , k)作为可微函数的复合,也都是可微函数. 这就证明了在 t0 的一个小邻域里

映射 ψ−1◦ϕ是可微映射. 再由点 t0 的任意性,即知该映射在 D1 = ϕ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E))
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上是可微映射. 如果 M 是 Cp 流形, 那么 ϕi (i = 1, 2, · · · ,m) 和 ψj (j = 1, 2, · · · ,m)

都是 Cp 类函数, 由反函数定理, 后者蕴涵着 ηj (j = 1, 2, · · · , k) 也都是 Cp 类函数,

于是每个 uj (j = 1, 2, · · · , k) 作为 Cp 类函数的复合, 也都是 Cp 类函数. 这就是说

在 t0 的一个小邻域里 ψ−1 ◦ ϕ 是 Cp 类映射. 再由点 t0 的任意性, 即知该映射在

D1 = ϕ−1(ϕ(D)
⋂

ψ(E)) 上是 Cp 类映射. 交换 ϕ 与 ψ 的位置, 便得到了对 ϕ−1 ◦ ψ

的类似结论.

其次, 由于 ϕ = ψ ◦ (ψ−1 ◦ ϕ), 所以有

Dϕ(t) = Dψ(u)D(ψ−1 ◦ ϕ)(t),

其中 t 是 D1 内任意一点, 而 u = (ψ−1 ◦ ϕ)(t). 因 rankDϕ(t) = k 且 rankDψ(u) = k,

而根据矩阵乘积的秩定理知

rankDϕ(t) 6 min{rankDψ(u), rankD(ψ−1 ◦ ϕ)(t)},
所以必有 rankD(ψ−1◦ϕ)(t) = k,即D(ψ−1◦ϕ)(t)是满秩矩阵,所以其行列式即 ψ−1◦ϕ
的雅可比行列式不等于零. 同理可证 ϕ−1 ◦ ψ 的雅可比行列式也不等于零.

综上所论, 即知 ψ−1 ◦ϕ 和 ϕ−1 ◦ψ 是互逆的微分同胚, 并且当 M 是 Cp 流形时,

ψ−1 ◦ ϕ 和 ϕ−1 ◦ ψ 还都是 Cp 类微分同胚. 证毕.

在微分流形的定义中,要求每个点都有一个坐标邻域和一个局部坐标系.显然,不

同的点完全可以有相同的坐标邻域和局部坐标系. 因此, 如果尽可能地使不同的点共

用同一个坐标邻域和局部坐标系, 就可以使参数表示式尽可能地少. 因此引进下述概

念.

定义 23.4.3 设 M 是 Rm 中的一个微分流形. 又设 {(ϕλ, Dλ)}λ∈Λ 是由 M 的

一族局部坐标系组成的集合. 如果局部坐标邻域的集合 {ϕλ(Dλ)}λ∈Λ 覆盖了 M , 即

M ⊆
⋃

λ∈Λ

ϕλ(Dλ),

从而使得每个点 x0 ∈ M 都有一个相应的 λ0 ∈ Λ, 使 (ϕλ0 , Dλ0) 为 M 在点 x0 的局

部坐标系, 就称 {(ϕλ, Dλ)}λ∈Λ 为 M 的一个坐标图册, 简称图册.

流形的坐标图册与我们日常生活中使用的像世界地图之类的地图册有类似之处.

地图册是把很多张不同的地图合订在一起,其中的每张地图只描述了地球表面的某一

个局部, 但很多张合在一起, 就可以描述整个地球表面了. 当然不同张地图之间并不

是完全不同的, 它们可以有互相重叠的部分. 流形的坐标图册, 正具有地图册的这种

特性. 这正是 “坐标图册” 这一名称的来历. 因此, 流形可以看成由多张参数流形拼

接而成的形体, 拼接的过程中容许有互相重叠的部分, 但必须在拼接的地方光滑地衔

接 (在数学上, 这意味着参数变换是可微的). 流形的英文名称是 manifold, 这个词是

由 many(多) 加后缀 fold(叠, 重) 得来的, 其意思是 “作成多份的、由同类的几部分组

成的”, 正体现了流形的这种特性. 不过, 流形的中文名称却完全没有这个意思, 而是

体现了微分流形的另一特征, 即可微性或光滑性.
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当一个微分流形是紧致的即是 Rm 中的有界闭集时, 称这个微分流形为紧流形.

应用有限覆盖定理容易看出, 每个紧流形都有由有限个局部坐标系组成的坐标图册.

定义 23.4.4 如果一个微分流形M 有一个坐标图册,它的所有坐标变换的雅可

比行列式都大于零, 则称 M 为可定向流形.

设 M 是一个可定向微分流形. 这时, 它的每个坐标块作为参数流形自然是可定

向的. 对 M 的每个坐标块都给出定向,使得对于两个相交的坐标块,在它们的交集上

按不同的坐标块给出的定向是一致的. 由于 M 是可定向流形, 这显然是可以办到的.

例如,设 {(ϕλ, Dλ)}λ∈Λ 是可定向流形 M 的一个坐标图册,它的所有坐标变换的雅可

比行列式都大于零. 规定每个坐标块 ϕλ(Dλ) 的正向为使得参数表示 ϕλ 恰与之一致

的定向, 则就得到了 M 的一个定向. 当然, 也可规定每个坐标块 ϕλ(Dλ) 的正向为使

得参数表示 ϕλ 恰与之相反的定向,则这时就得到了 M 的一个相反的定向.按这种方

法对 M 的每个坐标块都给出定向之后, 就称 M 为定向流形.

并非每个微分流形都是可定向的. 默比乌斯带就是不可定向流形的一个经典

例子.

定义 23.4.5 对 Rm 的子集 M , 如果存在整数 1 6 k 6 m, 使 M 中的任意点

x0 或者满足条件 (C), 或者满足下面的条件 (C ′), 就称 M 为带边的 k 维微分流形.

条件 (C ′) 存在 x0 的邻域 U ⊆ Rm, Rk 的开子集 D 和映射 ϕ : D → Rm 使得

(1) ϕ 是单射, ϕ(D
⋂

Rk
+) = U

⋂
M , 其中

Rk
+ = {(x′, xk) ∈ Rk−1 ×R : xk > 0}

且 ϕ−1(x0) 属于 D
⋂

Rk
+ 的下边界, 即 ϕ−1(x0) 的第 k 个坐标为零;

(2) ϕ 是 D 到 Rm 的可微映射;

(3) ϕ 的雅可比矩阵 Dϕ 在每点 t ∈ D 的秩都是 k;

(4) ϕ−1 : U
⋂

M → Rk
+ 是连续映射.

M 中所有满足条件 (C ′) 的点 x0 都叫做 M 的边缘点, 它们组成的集合叫做 M 的边

缘, 记作 ∂M . 而相应地, M 中所有满足条件 (C) 的点 x0 都叫做 M 的内点, 它们组

成的集合叫做 M 的内域, 记作 M◦.

注意尽管带边流形M 的边缘与其作为Rm的子集的边界使用了相同的记号 ∂M ,

但一般而言二者是有区别的. 首先, 如果 M 是带边的 k 维流形而 1 6 k 6 m− 1, 则

显然 M 作为 Rm 的子集没有内点, 因而其边界 ∂M = M , 但是显然作为带边的 k 维

流形, 其边缘 ∂M 6= M . 其次, 在 k = m 的情况, 二者一般也不必相等. 例如, Rm 的

子集
M = {x ∈ Rm : |x| < 1或 1 < |x| 6 2}

是一个 m维带边流形,其边缘 ∂M = {|x| = 2},但其边界 ∂M = {|x| = 1}⋃{|x| = 2}.
与此相应,流形M 的内域与其作为 Rm 的子集的内域尽管使用了相同的记号M◦,但

一般而言二者是有区别的.
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对于带边流形,也有坐标图册、定向等概念,其定义与不带边流形即满足 ∂M = ∅
的流形相应概念的定义类似, 留给读者写出.

引理 23.4.2 如果 M 是一个 k 维带边流形, 则其边缘 ∂M 是 k−1 维流形; 并

且如果 M 是可定向的带边流形, 则其边缘 ∂M 是可定向流形.

证明 对任意 x0 ∈ ∂M , 令 U , D 和 ϕ 如条件 (C ′), 而定义

U1 = U, D1 = D
⋂

Rk−1, ϕ1 = ϕ|D1 ,

其中 Rk−1 表示由 Rk 中第 k 个坐标为零的点组成的集合. 则易见 U1, D1 和 ϕ1 满

足条件 (C)(换其中的 k 为 k−1). 所以 ∂M 是 k−1 维流形.

其次, 当 M 是可定向的带边流形时, 给 M 规定一个定向, 然后对其每个边缘坐

标块 U
⋂

M , 设 (ϕ,D
⋂

Rk
+) 是该坐标块的与其定向相一致的坐标表示, 则令 U1, D1

和 ϕ1 如上定义. 下面证明把所有这样得到的 (ϕ1, D1) 合在一起, 便形成了 M 的边

缘 ∂M 的一个定向. 这只需证明 ∂M 上这样得到的任意两个相邻坐标块之间坐标变

换的雅可比行列式都大于零. 为此设 U
⋂

M 和 V
⋂

M 是 M 的两个相邻的边缘坐标

块, 它们的坐标表示分别为 x = ϕ(t), t ∈ D
⋂

Rk
+ 和 x = ψ(u), u ∈ E

⋂
Rk

+, 并设它们

的坐标变换即 ψ−1 ◦ ϕ 的表达式为

uj = uj(t1, t2, · · · , tk), j = 1, 2, · · · , k.

则因 D
⋂

Rk
+ 的边缘 D1 : tk = 0被 ϕ映照成 M 的边缘 ∂M

⋂
U , 而 ∂M

⋂
V 被 ψ−1

映照到 E
⋂

Rk
+ 的边缘 E1 : uk = 0, 所以

uk(t1, · · · , tk−1, 0) = 0, ∀t′ = (t1, · · · , tk−1) ∈ D1. (23.4.3)

类似地可知
uk(t1, · · · , tk−1, tk) > 0, 当 tk > 0. (23.4.4)

现在令 U1, D1, ϕ1 和 V1, E1, ψ1 分别为从 U , D, ϕ 和 V , E, ψ 按上述方式得到的

∂M 的坐标块和坐标表示. 这意味着 ϕ1(t′) = ϕ(t′, 0), t′ ∈ D1, 以及 ψ1(u′) = ψ(u′, 0),

u′ ∈ E1. 因此它们之间的坐标变换表示式为

uj = uj(t1, t2, · · · , tk−1, 0), j = 1, 2, · · · , k − 1.

从式 (23.4.3) 可知
∂uk

∂ti

∣∣∣
tk=0

= 0, i = 1, · · · , k − 1.

所以

∂(u1, u2, · · · , uk)
∂(t1, t2, · · · , tk)

∣∣∣∣
tk=0

=
∂(u1, u2, · · · , uk−1)
∂(t1, t2, · · · , tk−1)

∣∣∣∣
tk=0

· ∂uk

∂tk

∣∣∣
tk=0

. (23.4.5)

根据假设有
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∂(u1, u2, · · · , uk)
∂(t1, t2, · · · , tk)

> 0.

而式 (23.4.4) 与式 (23.4.3) 则蕴涵着

∂uk

∂tk

∣∣∣
tk=0

> 0.

所以由式 (23.4.5) 知必有

∂(u1, u2, · · · , uk−1)
∂(t1, t2, · · · , tk−1)

∣∣∣∣
tk=0

> 0.

此即从坐标表示 x = ϕ1(t′), t′ ∈ D1 到坐标表示 x = ψ1(u′), u′ ∈ E1 的坐标变换的雅

可比行列式大于零. 证毕.

定义 23.4.6 设 M 是 k 维带边定向流形, 则其边缘 ∂M 的诱导定向规定如下：

当 k 是偶数时, ∂M 的诱导定向取为上述引理证明中所规定的定向; 当 k 是奇数时,

∂M 的诱导定向取为上述引理证明中所规定定向的反向.

例如,在 k = 2的情形, R2 中由任意闭曲线所包围区域作为带边流形与其所在空

间 R2 相一致的定向对其边界的诱导定向是边界的反时针方向. 特别地, 上半单位圆

盘的这一定向对其下底边界即区间 [−1, 1] 的诱导定向与该区间的正向是一致的 (图

23-4-4). 在 k = 3 的情形, R3 中由任意闭曲面所包围区域作为带边流形与其所在空

间 R3 相一致的定向对其边界的诱导定向是边界的外法向方向. 特别地, 上半单位球

的这一定向对其下底边界即单位圆盘的诱导定向与其正向 (即它与所在空间 R2 相一

致的定向) 是相反的 (图 23-4-5).

图 23-4-4 二维情形边界的诱导定向 图 23-4-5 三维情形边界的诱导定向

23.4.2 流形上的积分

定义 23.4.7 设 Ω 是 Rm 中的一个开集, M 是 Ω 中的一个定向的紧致 k 维微

分流形,或是 Ω 中的一个定向的紧致 k维带边流形,其中 1 6 k 6 m. 令 {(ϕi, Di)}n
i=1

是 M 的一个与其定向一致的坐标图册, {Ui}n
i=1 是 M 的相应于此坐标图册的开覆盖,
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使对每个 1 6 i 6 n, Ui ⊆ Ω 且 ϕi(Di) = Ui

⋂
M (当 Ui

⋂
M 是不含边缘点的坐标块

时) 或 ϕi(Di

⋂
Rk

+) = Ui

⋂
M (当 Ui

⋂
M 是含有边缘点的坐标块时). 令 {ψi}n

i=1 是

M 上从属于这个开覆盖的单位分解. 对 Ω 上的任意可积 k 次微分形式 ω, 定义它在

M 上的积分为 ∫

M

ω =
n∑

i=1

∫

Ui

⋂
M

ψiω. (23.4.6)

对这个定义必须做一些说明. 首先, 式 (23.4.6) 右端和式中的每个积分都是有意

义的. 这是因为, 每个 Ui

⋂
M 都是坐标块, 因而是一个 k 维参数流形, 而 ψiω 是 Ω

上的一个 k 次微分形式, 所以积分
∫

Ui

⋂
M

ψiω 已在 23.3 节定义过, 即

∫

Ui
⋂

M

ψiω =
∫

Di

ϕ∗i (ψiω) 或
∫

Di
⋂

Rk
+

ϕ∗i (ψiω).

其次, 下面的引理表明, 式 (23.4.6) 右端和式的值是与坐标图册 {(ϕi, Di)}n
i=1 及单位

分解 {ψi}n
i=1 的选取无关的. 因此以上定义是合理的.

引理 23.4.3 设 {Ui}n
i=1 和 {U ′

j}l
j=1 是 Ω 中 M 的两个开覆盖, 使对每个 1 6

i 6 n 和 1 6 j 6 l, Ui

⋂
M 和 U ′

j

⋂
M 都是 M 的坐标块. 又设 {ψi}n

i=1 和 {ψ′j}l
j=1

是 M 上分别从属于这两个开覆盖的单位分解. 则对 Ω 上的任意 k 次微分形式 ω 都

成立
n∑

i=1

∫

Ui

⋂
M

ψiω =
l∑

j=1

∫

U ′j
⋂

M

ψ′jω. (23.4.7)

证明 令 χM 为 M 的特征函数, 即

χM (x) =

{
1, 当 x ∈ M,

0, 当 x ∈ Rm\M.

因为 {ψi}n
i=1 是 M 上的单位分解, 所以

n∑

i=1

ψi(x) = 1, ∀x ∈ M,

进而易见

χM =
n∑

i=1

χMψi.

所以对每个 1 6 j 6 l 有

χMψ′jω =
n∑

i=1

χMψiψ
′
jω,
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从而

∫

U ′j
⋂

M

ψ′jω =
∫

U ′j
⋂

M

χMψ′jω =
n∑

i=1

∫

U ′j
⋂

M

χMψiψ
′
jω =

n∑

i=1

∫

Ui

⋂
U ′j

⋂
M

χMψiψ
′
jω.

因此
l∑

j=1

∫

U ′j
⋂

M

ψ′jω =
l∑

j=1

n∑

i=1

∫

Ui

⋂
U ′j

⋂
M

χMψiψ
′
jω. (23.4.8)

类似地可证明
n∑

i=1

∫

Ui

⋂
M

ψiω =
n∑

i=1

l∑

j=1

∫

Ui

⋂
U ′j

⋂
M

χMψiψ
′
jω. (23.4.9)

因为式 (23.4.8) 的右端与式 (23.4.9) 的右端相等, 所以它们的左端也应当相等, 这就

得到了式 (23.4.7). 证毕.

23.4.3 斯托克斯公式

现在便可陈述一般的斯托克斯公式.

定理 23.4.1(斯托克斯公式) 设 Ω 是 Rm 中的开集, M 是 Ω 中的一个紧致的

带边缘的 k 维定向流形, 这里 1 6 k 6 m. 则对 Ω 上任意连续可微的 k−1 形式 ω 都

成立 ∫

M

dω =
∫

∂M

ω. (23.4.10)

其中 ∂M 的定向取为由 M 诱导的定向.

为了证明这个定理, 先做一些准备. 用 B1 表示 Rm 中的单位球：

B1 = {x ∈ Rm : |x| < 1}.

设 ω 是 B1 上的一个 m−1 次微分形式, 因而具有表达式

ω =
m∑

i=1

ai(x)dx1 ∧ · · · ∧ dx̂i ∧ · · · ∧ dxm,

其中 dx1 ∧ · · · ∧ dx̂i ∧ · · · ∧ dxm 表示从 dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm 中去掉 dxi 所得到的

m−1 次微分形式 (i = 1, 2, · · · ,m). 假定 ai(x)(i = 1, 2, · · · ,m) 都是闭球 B1 上的连

续可微函数, 并且在 B1 的边界 ∂B1 上它们都取零值, 即

ai(x) = 0, 当 |x| = 1, i = 1, 2, · · · ,m. (23.4.11)

引理 23.4.4
∫

B1

dω = 0.
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证明 易见

dω =
m∑

i=1

(−1)i−1 ∂ai(x)
∂xi

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm.

用 x′i = (x1, · · · , x̂i, · · · , xm) 表示从 x = (x1, x2, · · · , xm) 去掉第 i 个变元 xi 所得到

的 m−1维变元,并用 Bm−1
1i 表示单位球 B1 与 (x1, · · · , x̂i, · · · , xm)坐标面的截面,即

Bm−1
1i = {x ∈ Rm : |x| < 1, xi = 0}.

Bm−1
1i 即为 Rm−1 中的单位球. 从 dω 的以上表达式、微分形式积分的定义和重积分

与累次积分的关系, 有
∫

B1

dω =
m∑

i=1

(−1)i−1

∫

B1

∂ai(x)
∂xi

dx1dx2 · · ·dxm

=
m∑

i=1

(−1)i−1

∫

Bm−1
1i

( ∫ √
1−|x′i|2

−
√

1−|x′i|2
∂ai(x)
∂xi

dxi

)
dx1 · · · d̂xi · · ·dxm

=
m∑

i=1

(−1)i−1

∫

Bm−1
1i

(
ai(x)

∣∣∣
√

1−|x′i|2

xi=−
√

1−|x′i|2

)
dx1 · · · d̂xi · · ·dxm

=0.

最后这个等式是应用条件 (23.4.11) 得到的. 证毕.

再用 B+
1 表示 Rm 中的上半单位球 (图 23-4-6)：

B+
1 = {x = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm : |x| < 1, xm > 0}.

引理 23.4.5
∫

B+
1

dω = (−1)m

∫

Bm−1
1m

ω.

证明 对 1 6 i 6 m − 1, 用 B
(m−1)+
1i 表示上半

单位球 B+
1 与 (x1, · · · , x̂i, · · · , xm) 坐标面的截面, 即

图 23-4-6

B
(m−1)+
1i = {x ∈ Rm : |x| < 1, xi = 0, xm > 0}.

有
∫

B+
1

dω =
m∑

i=1

(−1)i−1

∫

B+
1

∂ai(x)
∂xi

dx1dx2 · · ·dxm

=
m−1∑

i=1

(−1)i−1

∫

B
(m−1)+
1i

( ∫ √
1−|x′i|2

−
√

1−|x′i|2
∂ai(x)
∂xi

dxi

)
dx1 · · · d̂xi · · ·dxm

+ (−1)m−1

∫

Bm−1
1m

( ∫ √
1−|x′m|2

0

∂am(x)
∂xm

dxm

)
dx1dx2 · · ·dxm−1

=
m−1∑

i=1

(−1)i−1

∫

B
(m−1)+
1i

(
ai(x)

∣∣∣
√

1−|x′i|2

xi=−
√

1−|x′i|2

)
dx1 · · · d̂xi · · ·dxm
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+ (−1)m−1

∫

Bm−1
1m

(
am(x)

∣∣∣
√

1−|x′m|2

xm=0

)
dx1dx2 · · ·dxm−1

=(−1)m

∫

Bm−1
1m

am(x′m, 0)dx1dx2 · · ·dxm−1

=(−1)m

∫

Bm−1
1m

ω.

倒数第二个等式应用了条件 (23.4.11). 证毕.

现在便可给出定理 23.4.1 的证明.

定理 23.4.1 的证明 根据带边流形的定义, 对每点 x0 ∈ M , 存在其邻域

U ⊆ Rm, Rk 的开子集 D 和连续可微映射 ϕ : D → U 使满足条件 (C) 或条件

(C ′). 令 y0 = ϕ−1(x0). 因为 D 是开集, 所以存在 δ > 0 使 Bδ(y0) ⊆ D. 把 D 换

为 Rk 中的单位球 B1 = B(0, 1), ϕ 换为 ϕ(y) = ϕ(y0 + δy) (|y| < 1), 并把 U 换

为 ϕ(D) = ϕ(B1) = ϕ(Bδ(y0)), 显然条件 (C) 或条件 (C ′) 仍然成立. 这样就对每点

x0 ∈ M 找到了它的一个邻域 U 和 U
⋂

M 的一个坐标表示 (ϕ,D),使其中的 D = B1.

因为 M 是紧的, 应用有限覆盖定理知存在 M 中有限个点, 使从它们这样得到的邻域

U1, U2, · · · , Un 覆盖了 M . 对每个 1 6 i 6 n, 记 Ui

⋂
M 的相应坐标表示为 (ϕi, Di),

其中 Di = B1 是 Rk 中的单位球. 这样就得到了 M 的一个坐标图册 {(ϕi, Di)}n
i=1,

其中每个 Di 都是 Rk 中的单位球 B1. 令 {ψi}n
i=1 为 M 上从属于开覆盖 {Ui}n

i=1 的

单位分解. 则根据定义 23.4.7, 有

∫

M

dω =
n∑

i=1

∫

Ui

⋂
M

ψidω

=
n∑

i=1

∫

Ui

⋂
M

d(ψiω)−
n∑

i=1

∫

Ui

⋂
M

dψi ∧ ω

=
n∑

i=1

∫

Ui

⋂
M

d(ψiω) (因在 M 上
n∑

i=1

dψi = 0)

=
∑′ ∫

Ui
⋂

M

d(ψiω) +
∑′′ ∫

Ui

⋂
M

d(ψiω),

其中,
∑′
表示关于所有那些不与M 的边缘 ∂M 相交的坐标块 Ui

⋂
M 求和,而

∑′′

则表示关于所有那些与M 的边缘 ∂M 相交的坐标块 Ui

⋂
M 求和.对于第一个和,应

用引理 23.4.4 得到

∑′ ∫

Ui

⋂
M

d(ψiω) =
∑′ ∫

B1

ϕ∗i (d(ψiω)) =
∑′ ∫

B1

d(ϕ∗i (ψiω)) = 0.
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对于第二个和, 应用引理 23.4.5 得到

∑′′ ∫

Ui

⋂
M

d(ψiω) =
∑′′ ∫

B1
⋂

Rk
+

ϕ∗i (d(ψiω)) =
∑′′ ∫

B1
⋂

Rk
+

d(ϕ∗i (ψiω))

=
∑′′

(−1)k

∫

Bk−1
1k

ϕ∗i (ψiω) (Bk−1
1k 为 B1 与坐标面 yk = 0 的交)

=
∑′′ ∫

Ui

⋂
∂M

ψiω =
∫

∂M

ω.

倒数第二个等式是因为, 当 k 是偶数时, Ui

⋂
∂M 的定向即从 M 诱导的定向与参数

表示 ϕi 确定的定向一致;而当 k 是奇数时, Ui

⋂
∂M 的定向即从 M 诱导的定向则与

参数表示 ϕi 确定的定向相反. 因此
∫

M

dω =
∑′ ∫

Ui

⋂
M

d(ψiω) +
∑′′ ∫

Ui

⋂
M

d(ψiω) =
∫

∂M

ω.

证毕.

习 题 23.4

1. 设 M 是 Rm 中的一个 k 维流形, 1 6 k 6 m−1, 则对任意 x0 ∈ M , 存在 x0 的邻

域 U ⊆ Rm 和定义在 U 上的可微的 m−k 维向量函数 F : U → Rm−k 使成立

M
⋂

U = F−1(0) = {x ∈ U : F (x) = 0},

并且对任意 x ∈ M
⋂

U 都有 rankDF (x) = m−k.

2. 设 M 是 Rm 中的一个可定向的 m−1 维紧流形. 证明：存在 M 的邻域 U 和定

义在 U 上的可微函数 f : U → R 使成立

M = f−1(0) = {x ∈ U : f(x) = 0},

并且对任意 x ∈ M 都有 ∇f(x) 6= 0.

3. 设 M 是 Rm 中的一个 k 维紧流形, 1 6 k 6 m−1, ω 是定义在 M 的一个邻域 Ω

上具有连续可微系数的 k−1 次微分形式. 证明：
∫

M

dω = 0.

4. 设 Ω 是 Rm 中的开集, ω ∈ Λk(Ω), η ∈ Λl(Ω), 其中 k + l 6 m− 1. 又设 M 是 Ω

中的一个 k + l + 1 维流形. 证明分部积分公式
∫

M

dω ∧ η =
∫

∂M

ω ∧ η + (−1)k+1

∫

M

ω ∧ dη.
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5. 设 ω 是 [0, 1] 上的 Pfaff 形式：ω = f(x)dx, 其中 f ∈ C[0, 1] 且 f(0) = f(1). 证

明：存在唯一的实数 c 和满足条件 g(0) = g(1) = 0 的函数 g ∈ C1[0, 1] 使成立

ω = cdx + dg.

6. 设 ω 是 R2\{0} 上具有连续系数的闭 Pfaff 形式. 证明：存在实数 c 和函数

g ∈ C1(R2\{0}) 使成立
ω = cdθ + dg,

其中 θ = arctan
y

x
.

7. 证明：线单连通区域上的每个闭 Pfaff 形式都是恰当形式, 从而是全微分.

8. 对任意实数 µ > −m, 令 ωµ 为 Rm\{0} 上的下述 m−1 形式：

ωµ = rµ
m∑

i=1

(−1)i−1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxm,

其中 r = |x|. 证明：对 Rm 中任意具有光滑边界且边界不通过坐标原点的有界

闭区域 Ω , 成立等式 ∫

∂Ω

ωµ = (m+µ)
∫

Ω

rµdx.

其中 ∂Ω 的定向取为 Ω 的诱导定向.

9. 令 ω 为由 23.2 节第 9 题 (2) 给出的微分形式, 即

ω =
1

rm

m∑

i=1

(−1)i−1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxm,

证明：ω 在 Rm\{0} 中不是恰当的, 但在任意去掉一条通过坐标原点的直线而得

到的区域中是恰当的.

提示：不妨设去掉的直线是 Oxm 轴. 令

η =
1

(
√

r2 − x2
m)m−1

m−1∑

k=1

(−1)k−1xkdx1 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxm−1,

f(x) = (−1)mg
( xm√

r2 − x2
m

)
,

其中

g(t) =
∫ t

0

(1− s2)
m−3

2 ds, |t| < 1.

证明：ω = d(fη) = df ∧ η.
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1. 定义在 Rm 上的函数 ‖ · ‖ 称为 Rm 上的范数, 如果它满足以下条件.

(1) 非负性和非退化性：对任意 x ∈ Rm 都有 ‖x‖ > 0, 并且 ‖x‖ = 0 当且仅当

x = 0;

(2) 正齐次性：对任意 x ∈ Rm 和 λ ∈ R 都有 ‖λx‖ = |λ|‖x‖;
(3) 成立三角不等式：对任意 x, y ∈ Rm 都有 ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.
证明：对任意 1 6 p < +∞,

‖x‖p =
( m∑

k=1

|xk|p
) 1

p

以及 ‖x‖∞ = max
16k6m

|xk| 都是 Rm 上的范数.

2. 设 ‖ · ‖ 是 Rm 上的范数, A 是 Rm 上的可逆线性变换. 定义 ‖x‖A = ‖A(x)‖,
∀x ∈ Rm. 证明：‖ · ‖A 也是 Rm 上的范数

3. 设 −∞ 6 a 6 +∞, −∞ 6 b 6 +∞. 证明：极限 A = lim
x→a
y→b

[f(x) + g(y)] 存在的充

要条件是两个极限 B = lim
x→a

f(x) 和 C = lim
y→b

g(y) 都存在, 而且当它们都存在时

成立等式 A = B + C.

4. 设 D 是 Rm 中的开集, Ω 是 Rn 中的点集, g(x, y) 是定义在 D × Ω 上的函数.

又设 x0 ∈ D. 称当 x → x0 时, g(x, y) 关于 y ∈ Ω 一致地 收敛于 a, 如果对任意

给定的 ε > 0, 存在相应的充分小的 δ > 0, 使得当 0 < |x − x0| < δ 时, 对所有

y ∈ Ω 都成立

|g(x, y)− a| < ε.

这时记作

lim
x→x0

g(x, y) = a (关于 y ∈ Ω 一致) 或 g(x, y) →→ a (当 x → x0).

用 Sm−1 表示 m − 1 维单位球面, 即 Sm−1 = {x ∈ Rm : |x| = 1}. 设 f(x)

是在 x0 ∈ Rm 点的某个空心邻域 B(x0, c)\{x0} (c > 0) 上定义的函数. 证

明： lim
x→x0

f(x) = a 的充要条件是

lim
r→0+

f(x0 + rω) = a (关于 ω ∈ Sm−1 一致).
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5. 应用上题建立的命题求以下极限：

(1) lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + 2xy)√
x2 + y2

; (2) lim
(x,y)→(0,0)

sin 3xy

|x|+ |y| ;

(3) lim
(x,y)→(0,0)

(x + y) ln(x2 + y2); (4) lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y2

x2 + |y| ;

(5) lim
(x,y)→(0,0)

|x|α|y|β
|x|2 + |y|3 (α, β > 0); (6) lim

(x,y)→(0,0)
x6=0,y 6=0

sinxy√
1 + xy − 1

;

(7) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)xy;

(8) lim
(x,y)→(a,0)

x6=a

( sin(x + y)
sin a

) 1
x−a

(0 < |a| < π).

6. 设 f(x) 是在 x0 ∈ Rm 点的某个空心邻域 B(x0, c)\{x0} (c > 0) 上有定义的函

数. 证明： lim
x→x0

f(x) = a 的充要条件是 f(x) 沿 B(x0, c)\{x0} 中任意通向点 x0

的连续曲线的极限都存在且都等于 a, 即对任意满足 lim
t→0+

ϕ(t) = x0 且值域含于

B(x0, c)\{x0} 的连续映射 ϕ : (0, 1] → Rm 都有

lim
t→0+

f(ϕ(t)) = a.

7. 定义在 Rm 上的两个范数 ‖ · ‖ 和 ‖ · ‖′ 叫做是等价的, 如果存在常数 C1, C2 > 0

使成立

C1‖x‖ 6 ‖x‖′ 6 C2‖x‖, ∀x ∈ Rm.

证明：Rm 上的任意一个范数 ‖ · ‖ 都和标准范数 | · | 等价, 因而 Rm 上的任意两

个范数都互相等价.

8. 设 ‖ · ‖ 是 Rm 上的范数. 证明：Rm 中的点列 {xn} 收敛于 x0 的充要条件是

lim
n→∞

‖xn − x0‖ = 0.

9. 设 D 是 Rm 中的开集, f 是定义在 D 上的 n 维向量函数, 即 f : D → Rn, 其中

1 6 n < ∞. 证明：f 在 D 上连续的充要条件是对 Rn 中的任意开集 O, f−1(O)

是 Rm 中的开集. 注意当 O
⋂

f(D) = ∅ 时, f−1(O) = ∅; 而空集按定义是开集.

10. 设 D 是 Rm 中的闭集, f 是定义在 D 上的 n 维向量函数, 即 f : D → Rn, 其中

1 6 n < ∞. 证明：f 在 D 上连续的充要条件是对 Rm 中的任意点集 E 都成立

f(E
⋂

D) ⊆ f(E
⋂

D). 注意当 E
⋂

D = ∅ 时, f(E
⋂

D) = ∅; 而空集按定义是

闭集.

11. 设 D是Rm中的闭集, f 是定义在 D上的连续的 n维向量函数,其中 1 6 n < ∞.

(1) 证明：对任意 y ∈ f(D), f−1(y) = {x ∈ D : f(x) = y} 是闭集;

(2) 证明：对任意闭集 S ⊆ Rn, f−1(S) 是闭集;
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(3) 如果 D 不是闭集, 以上结论是否成立?

12. 设 D 是 Rm 中的有界闭集, E 是 Rn 中的有界闭集, f(x, y) 是定义在 D × E 上

的连续函数.

(1) 证明下列等式：

inf
x∈D

inf
y∈E

f(x, y) = inf
y∈E

inf
x∈D

f(x, y) = inf
(x,y)∈D×E

f(x, y),

sup
x∈D

sup
y∈E

f(x, y) = sup
y∈E

sup
x∈D

f(x, y) = sup
(x,y)∈D×E

f(x, y).

(2) 证明下列不等式：

sup
x∈D

inf
y∈E

f(x, y) 6 inf
y∈E

sup
x∈D

f(x, y),

inf
x∈D

sup
y∈E

f(x, y) > sup
y∈E

inf
x∈D

f(x, y).

(3) 举例说明上列不等式中的等号可能不成立.

(4) 证明：如果 f(x, y) 作为 x 的函数关于 y 是同调的, 即对任意 x1, x2 ∈ D 和

y1, y2 ∈ E, 由 f(x1, y1) 6 f(x2, y1) 总可推出 f(x1, y2) 6 f(x2, y2), 则 (2) 中

的不等式可以改进为等式. 特别地, 如果 m = 1 且 f(x, y) 关于 x 单调, 则

(2) 中的不等式可以改进为等式.

13. 设 fn (n = 1, 2, · · · ) 是集合 E ⊆ Rm 上的一列连续函数, 它们在 E 上一致收敛

于函数 f . 证明：f 在 E 上连续.

14. 设 fn (n = 1, 2, · · · ) 是开区域 Ω ⊆ Rm 上的一列可微函数, 它们在 Ω 上逐点收

敛于函数 f , 且 ∇fn (n = 1, 2, · · · ) 在 Ω 上一致收敛于向量函数 F . 证明：f 在

Ω 上可微, 且 ∇f = F .

15. 设 f 是一元可微函数, F 是二元可微函数. 验证以下等式：

(1) y2 ∂u

∂x
+ xy

∂u

∂y
= xu, 其中 u = yf(x2 − y2);

(2) x
∂u

∂x
+ my

∂u

∂y
= au, 其中 u = xaf

( y

xm

)
;

(3) x2 ∂u

∂x
− xy

∂u

∂y
+ y2 = 0, 其中 u =

y2

3x
+ f(xy);

(4) (x2 − y2)
∂u

∂x
+ xy

∂u

∂y
= xyu, 其中 u = eyf

(
ye

x2

2y2
)
;

(5) (1 + x2)
∂u

∂x
+ xy

∂u

∂y
= 0, 其中 u = f

( y2

1 + x2

)
.

16. 设 Φ : Rm → Rm 是正交线性变换, f 是 Rm 上的可微函数. 令 g(x) = f
(
Φ(x)

)
,

∀x ∈ Rm. 证明：|∇g(x)| = |(∇f)
(
Φ(x)

)|, ∀x ∈ Rm.

17. 设 Ω 是 Rm 中的开区域, f 是 Ω 上的可微函数, 且 ∇f(x) = 0, ∀x ∈ Ω . 证明：f

在 Ω 上为常值函数.
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18. (1) 设 Ω 是 Rm 中凸的开区域, f 是 Ω 上的可微函数, 且

∂f(x)
∂xi

= 0, ∀x ∈ Ω , i = 1, 2, · · · , n,

其中 1 6 n < m. 证明：存在只依赖于变元 xn+1, · · · , xm 的函数 g 使得

f(x) = g(xn+1, · · · , xm), ∀x = (x1, x2, · · · , xm) ∈ Ω .

(2) 函数

f(x, y) =

{
x, x > 0,

x sgn y, x < 0

在区域 D = R2\{(x, 0) : x 6 0}上满足 fy(x, y) = 0, 但 f(x, y)当 x < 0时并

不是 y 的常值函数. 这是否与前面的结论矛盾?

19. 设 f 是定义在 Rm\{0} 上的可微函数, 且对任意 x ∈ Rm\{0} 和任意正交于 x

的单位向量 l 都成立
∂f

∂ l
(x) = 0. 证明：f 是径向函数,即存在定义于 (0,+∞)上

的一元函数 g 使成立

f(x) = g(r), ∀x ∈ Rm\{0},

其中 r = |x|.
20. 设 f(x, y) 是定义在 D ⊆ R2 上的函数, 在 D 上偏导数 fx(x, y), fy(x, y) 和

fxy(x, y) 都存在并且连续. 证明：偏导数 fyx(x, y) 也存在, 且

fxy(x, y) = fyx(x, y), ∀(x, y) ∈ D.

21. 设 f(x, y) 是在二维区域 D 上定义并有二阶连续偏导数的函数, (x0, y0) 是 D 中

一点, 在该点成立

fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− f2
xy(x0, y0) 6= 0.

令 Ω = D ×R, 并定义映射 F : Ω → R3 如下：对 ∀(x, y, z) ∈ Ω ,

F (x, y, z) = (u, v, w), 其中





u = fx(x, y),

v = fy(x, y),

w = −z + xfx(x, y) + yfy(x, y).

证明：

(1) 对任意 z0 ∈ R, 在 (x0, y0, z0) 的某个小邻域上 F 都有逆映射, 且逆映射 F−1

有连续的偏导数;
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(2) 令 (u0, v0, w0) = F (x0, y0, z0). 则存在定义于 (u0, v0) 的某个小邻域上具有连

续偏导数的函数 g(u, v), 使 F−1 具有以下表达式：

F−1(u, v, w) = (x, y, z), 其中





x = gu(u, v),

y = gv(u, v),

z = −w + ugu(u, v) + vgv(u, v).

22. 设 F 是 R2 上的连续可微函数, 且 ∇F (x, y) 6= 0, ∀(x, y) ∈ R2. 又设 Ω 是 R2 中

的开集, u 是 Ω 上的二阶可微函数, 且满足方程

F (ux(x, y), uy(x, y)) = 0, ∀(x, y) ∈ Ω .

证明：u 也满足方程

uxx(x, y)uyy(x, y)− u2
xy(x, y) = 0, ∀(x, y) ∈ Ω .

23. 设 z = z(x, y) 是可微函数, 满足方程

x2 ∂z

∂x
+ y2 ∂z

∂y
= z2.

(1) 试把此方程变换为 w = w(u, v) 的方程, 其中

u = x, v =
x− y

xy
, w =

x− z

xz
;

(2) 求上述方程的通解.

24. 试应用所给定的坐标变换对方程进行变换, 以求这些偏微分方程的通解：

(1)
∂u

∂x
=

∂u

∂y
, 令 ξ = x + y, η = x− y;

(2) a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
= 1, 令 ξ = ax + by, η = bx− ay;

(3) y
∂u

∂x
− x

∂u

∂y
= 0, 令 ξ = arctan

y

x
, η = x2 + y2;

(4) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u, 令 ξ = arctan

y

x
, η = x2 + y2;

(5)
∂u

∂x
+

∂u

∂y
+

∂u

∂z
= 0, 令 ξ = x, η = y − x, ζ = z − x.

25. 试应用所给定的自变元与函数的联合变换对方程进行变换,以求这些偏微分方程

的通解：

(1) y
∂u

∂x
− x

∂u

∂y
+ (x− y)u = 0, 令 ξ = x2 + y2, η =

1
x

+
1
y
, w = ln u− x− y;

(2) x2 ∂u

∂x
+ y2 ∂u

∂y
= 1, 令 ξ = x, η =

1
y
− 1

x
, w =

1
u
− 1

x
;
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(3) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂y
= u +

xy

z
, 令 ξ =

x

z
, η =

y

z
, ζ = z, w =

u

z
;

(4)
∂u

∂x
+

∂u

∂y
+

∂u

∂z
= 0, 令 ξ = x, η = y − x, ζ = z − x.

26. 试应用所给定的坐标变换对方程进行变换, 以求这些偏微分方程的通解：

(1) x2 ∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂2u

∂y2
= x2 + y2, 令 x = r cos θ, y = r sin θ;

(2) y2 ∂2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+ x2 ∂2u

∂y2
− x

∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0, 变换同上;

(3)
∂2u

∂x2
− y

∂2u

∂y2
=

1
2

∂u

∂y
(y > 0), 令 ξ = x− 2

√
y, η = x + 2

√
y;

(4) x2 ∂2u

∂x2
− y2 ∂2u

∂y2
= 0, 令 ξ = xy, η =

x

y
;

(5) a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
= 0 (ac− b2 < 0), 令 ξ = x + λy, ξ = x + µy, 选取适

当的常数 λ 和 µ 使得变换后的方程可以容易地解出;

(6) x2 ∂2u

∂x2
+ y2 ∂2u

∂y2
+ z2 ∂2u

∂z2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ 2xz

∂2u

∂x∂z
+ 2yz

∂2u

∂y∂z
= 0, 令 ξ =

x

z
,

η =
y

z
, ζ = x− y.

27. 设 u = u(x, y) 是二阶可微函数, 且恒不取零值. 证明：u(x, y) = f(x)g(y) 的充要

条件是它满足方程

u
∂2u

∂x∂y
=

∂u

∂x

∂u

∂y
.

28. m 维拉普拉斯算子 ∆ 定义为

∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2u

∂x2
m

.

(1) 证明：如果 u 是径向函数, 即 u(x) = f(r), 其中 r = |x|, 则 ∆u = f ′′(r) +
m− 1

r
f ′(r).

(2) 求拉普拉斯方程 ∆u = 0 的径向解.

29. 设 Ω 是 Rm 中的开区域, f 和 g 都是 Ω 上的连续可微函数, 且 ∇g(x) 6= 0,

∀x ∈ Ω . 又设存在定义于 Ω 上的函数 λ 使成立

∇f(x) = λ(x)∇g(x), ∀x ∈ Ω .

再设对任意 c ∈ g(Ω), 点集 g−1(c) = {x ∈ Ω : g(x) = c} 都是道路连通集. 证明：

存在定义于 g 的值域 g(Ω) 上的一元函数 ϕ 使成立

f(x) = ϕ(g(x)), ∀x ∈ Ω .
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30. 设 u1, u2, · · · , un 是定义在开集 Ω ⊆ Rm 上的一组函数, x0 ∈ Ω , y0 = (u1(x0),

u2(x0), · · · , un(x0)) ∈ Rn. 如果存在定义于点 y0 的某个邻域上、在此邻域上连续

可微且在 y0 的任意充分小的邻域上都不恒等于零的 n 元函数 F , 使在点 x0 的

某个邻域上成立

F (u1(x), u2(x), · · · , un(x)) ≡ 0,

则称 u1, u2, · · · , un 在点 x0函数相关.例如,函数 u(x, y) = x+y, v(x, y) = x2−y2,

w(x, y) = xy 在 R2 上处处函数相关, 因为 u4(x, y)− v2(x, y)− 4w(x, y)u(x, y) ≡
0. 假设 u1, u2, · · · , un 在 Ω 上有连续的一阶偏导数, 且在点 x0 的某个邻域

上 rankDu(x) ≡ r, 其中, u = (u1, u2, · · · , un), 而 r 是小于 n 的正整数. 证

明：u1, u2, · · · , un 在点 x0 函数相关.

31. 分解已知正数 a 为 n 个正数的乘积, 使得这 n 个正数的倒数之和最小.

32. 分解已知正数 a 为 n 个正数的和, 使得这 n 个正数的平方和最小.

33. 凸四边形的边长依次为 a, b, c, d. 问当 a 与 b 的夹角为多少时, 该四边形的面积

最大?

34. 设 Ω 是 Rm 中具有光滑边界的有界闭区域, f 是定义在 Ω 上的连续函数, 它在

边界点 x0 ∈ ∂Ω 处取到它在整个区域 Ω 上的最小值, 即 f(x) > f(x0), ∀x ∈ Ω .

设 l是在点 x0 指向区域 Ω 之外的单位向量,即 l与 ∂Ω 在点 x0 的单位外法向量

n成锐角. 假设 f 在点 x0 沿 l方向的方向导数
∂f

∂ l
(x0)存在. 证明：

∂f

∂ l
(x0) 6 0.

35. 设 f(x, y) 和 g1(x, y), g2(x, y), · · · , gn(x, y) (其中, x ∈ Rm, y ∈ Rn, n < m) 都

在开集 Ω ⊆ Rm × Rn 上二阶可微, (x0, y0) 是 Ω 中一点, 在该点有 gj(x0, y0)

= 0, j = 1, 2, · · · , n, det
∂(g1, g2, · · · , gn)
∂(y1, y2, · · · , yn)

(x0, y0) 6= 0. 令 F (x, y) = f(x, y) −
n∑

j=1

λjgj(x, y). 假设对某一组实数 λ1, λ2, · · · , λn 成立 ∇F (x0, y0) = 0, 且黑塞矩

阵HF (x0, y0)是正定矩阵. 证明：(x0, y0)是函数 f(x, y)在约束条件 g1(x, y) = 0,

g2(x, y) = 0, · · · , gn(x, y) = 0 下的极小值点.

36. 设 A = (aij)m×m 是对称矩阵, B = (bij)m×m 是正定矩阵. 变元 λ 的 m 阶多项

式 det(A− λB) = 0 的根叫做矩阵 A 关于正定矩阵 B 的广义特征值. 对每个广

义特征值 λ, 使得等式 Ax = λBx 成立的非零向量 x 叫做相应的广义特征向量.

证明：椭球面
m∑

i,j=1

bijxixj = 1 上的向量 x 是广义特征向量当且仅当它是二次型

f(x) =
m∑

i,j=1

aijxixj 在此超曲面上的稳定点, 相应的特征值恰为二次型 f(x)的相

应函数值.

37. 设 0 < r < 1, f 是 [0, 1] 上的黎曼可积函数. 证明：积分
∫ 1

0

f(ax)
|x− a|r dx 关于
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a ∈ [0, 1] 一致收敛.

38. 设 0 < r < 1, f 是 [0, 1] 上的黎曼可积函数. 证明：函数 g(a) =
∫ 1

0

f(x)
|x− a|r dx 在

(−∞,+∞) 上连续.

39. 设 f 在 (−∞,+∞) 上绝对可积. 证明：函数 g(a) =
∫ +∞

−∞
f(x) cos axdx 在 (−∞,

+∞) 上一致连续.

40. 贝塞尔函数是一类非初等函数的特殊函数, 足标为 n 的贝塞尔函数定义为

Jn(x) =
1
π

∫ π

0

cos(nθ − x sin θ)dθ.

证明：

(1) x2J ′′n(x) + xJ ′n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0;

(2)
∫ x

0

tJ0(t)dt = xJ1(x).

41. 椭圆积分是一类非初等函数的特殊函数, 定义为

E(x) =
∫ π

2

0

√
1− x2 sin2 θdθ,

F (x) =
∫ π

2

0

dθ√
1− x2 sin2 θ

,

其中自变元 x 的变化范围是 |x| < 1. 证明：

(1) xE′(x) = E(x)− F (x), x(1− x2)F ′(x) = E(x)− (1− x2)F (x);

(2) x(1− x2)E′′(x) + (1− x2)E′(x) + xE(x) = 0;

(3)
∫ x

0

tE(t)dt =
1
3
[(1 + x2)E(x)− (1− x2)F (x)];

(4)
∫ x

0

tF (t)dt = E(x)− (1− x2)F (x).

42. 设 a, b > 0. 求下列积分的值：

(1)
∫ 1

0

xb − xa

lnx
cos(ln x)dx; (2)

∫ 1

0

xb − xa

lnx
sin(lnx)dx.

43. 证明： ( ∫ x

0

e−t2dt
)2

=
π

4
−

∫ 1

0

e−x2(1+t2)

1 + t2
dt, ∀x > 0.

44. 证明： √
π

2
(1− e−

x2
2 ) 6

∫ x

0

e−
t2
2 dt 6

√
π

2
(1− e−

2
π
x2), ∀x > 0.

45. 利用
1√
x

=
1√
π

∫ +∞

0

e−xy2
dy 求下列积分的值：

F1 =
∫ +∞

0

sinx2dx; F2 =
∫ +∞

0

cos x2dx.
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46. 利用
1

1 + x2
=

∫ +∞

0

e−(1+x2)ydy 求下列积分的值：

L =
∫ +∞

0

cos ax

1 + x2
dx; L1 =

∫ +∞

0

x sin ax

1 + x2
dx.

47. 设 F (r) =
∫ 2π

0

er cos θ cos(r sin θ)dθ, −∞ < r < +∞. 证明：F (r) ≡ 2π.

48. 设 σ1, σ2 都是正数, σ =
√

σ2
1 + σ2

2 . 证明：

1
2πσ1σ2

∫ +∞

−∞
e
− y2

2σ2
1 e
− (x−y)2

2σ2
2 dy =

1√
2πσ

e−
x2
2σ .

49. 设 f 是 (−∞,+∞) 上的有界函数, 在任意有限区间上黎曼可积. 函数 u(x, y) 定

义为

u(x, y) =
1
π

∫ +∞

−∞

yf(ξ)
(x− ξ)2 + y2

dξ, −∞ < x < +∞, y > 0.

证明：

(1) u(x, y) 在 (−∞,+∞)× (0,+∞) 上无穷可微.

(2) u(x, y) 在 (−∞,+∞)× (0,+∞) 上满足下列偏微分方程：

∂ 2u

∂x2
+

∂ 2u

∂y2
= 0.

50. 设 f 是 (−∞,+∞) 上的有界函数, 在任意有限区间上黎曼可积. 函数 u(x, t) 定

义为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ, −∞ < x < +∞, t > 0.

证明：

(1) u(x, t) 在 (−∞,+∞)× (0,+∞) 上无穷可微.

(2) u(x, t) 在 (−∞,+∞)× (0,+∞) 上满足下列偏微分方程：

∂u

∂t
= a2 ∂ 2u

∂x2
.

51. 设 f 是 (−∞,+∞) 上的有界连续函数, x0 是 (−∞,+∞) 中的任意一点. 证明：

(1) lim
(x,y)→(x0,0)

y>0

1
π

∫ +∞

−∞

yf(ξ)
(x− ξ)2 + y2

dξ = f(x0).

(2) lim
(x,t)→(x0,0)

t>0

1
2a
√
πt

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ = f(x0).
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52. 设 f(x, y) 是 [0, 1]× [0, 1] 上的黎曼可积函数. 证明：

lim
n→∞

n∏

i=1

n∏

j=1

[
1 +

1
n2

f
( i

n
,
j

n

)]
= e

∫ 1
0

∫ 1
0 f(x,y)dxdy.

53. 设 f(x) 是 [0, 1] 上的单调递增函数. 证明：

∫ 1

0

f2(x)dx

∫ 1

0

f(x)dx

6

∫ 1

0

xf2(x)dx

∫ 1

0

xf(x)dx

.

54. 设 f(x) 是 [a, b] 上的黎曼可积函数, 且 f(x) > 0, ∀x ∈ [a, b]. 证明：

0 6
(∫ b

a

f(x)dx
)2

−
(∫ b

a

f(x) cos λxdx
)2

−
(∫ b

a

f(x) sin λxdx
)2

6λ4

12
(b− a)4

(
sup

a6x6b
f(x)

)2

.

55. 设 f(x, y) 是 D = [a, b] × [c, d] 上的有界函数, 关于每个变元都是单调的. 证

明：f(x, y) 在 [a, b]× [c, d] 上黎曼可积函数, 且

∫∫

D

f(x, y)dxdy =
∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx.

56. 计算二重积分
∫∫

x2+y261

∣∣∣x + y√
2
− x2 − y2

∣∣∣dxdy.

57. 设 f 是 [0, 1] 上的连续函数. 证明：

∫∫

4OAB

f(1− x)f(y)dxdy =
1
2

( ∫ 1

0

f(x)dx
)2

,

其中 4OAB 是以 O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) 为顶点的三角形区域.

58. 设 f 是 (−∞,+∞) 上的连续函数. 证明：对任意 (a, b, c) ∈ R3\{0} 成立
∫∫∫

B(0,1)

f
( ax + by + cz√

x2 + y2 + z2

)
dxdydz =

2π
3κ

∫ κ

−κ

f(t)dt,

其中 κ =
√

a2 + b2 + c2.

59. 设 ab + bc + ca = 0, α, β, γ > 0. 计算三重积分
∫∫∫

x2+y2+z261

|ax + by + cz|α|bx + cy + az|β |cx + ay + bz|γdxdydz.

用伽马函数表出即可.
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60. 设 n 是正整数, a, b, c 都是正数. 求曲面
xn

an
+

yn

bn
+

zn

cn
= 1 位于第一象限的部分

与三个坐标面所围成区域的体积. 用伽马函数表出即可.

61. 设 Ω 是位于 R3 的第一象限中的有界闭区域, f(x, y, z) 在 Ω 上有一阶连续的偏

导数, 坐标变换

u = yz, v = xz, w = xy

把 Ω 变为 Ω1. 证明：
∫∫∫

Ω

( 1
yz

∂f

∂x
+

1
xz

∂f

∂y
+

1
xy

∂f

∂z

)
dxdydz

=
∫∫∫

Ω1

( 1
vw

∂f

∂u
+

1
uw

∂f

∂v
+

1
uv

∂f

∂w

)
dudvdw.

62. 设 f 在球域 B(0, a) : x2 + y2 + z2 6 a2 上有一阶连续偏导数,且在边界上等于零.

证明： ∣∣∣
∫∫∫

B(0,a)

f(x, y, z)dxdydz
∣∣∣ 6 1

3
πa4 max

B(0,a)
|∇f |.

63. 设 f(x, y, z, t) 是 R4 上的连续函数, 关于 t 有偏导数, 且 ft(x, y, z, t) 在 R4 上连

续. 用 Ωt 表示球域 x2 + y2 + z2 6 t2. 证明：

d
dt

∫∫∫

Ωt

f(x, y, z, t)dxdydz =
∫∫∫

Ωt

ft(x, y, z, t)dxdydz +
∫∫

∂Ωt

f(x, y, z, t)dσ.

64. 计算四重积分 ∫∫∫∫

Ω

√
1− t2 − x2 − y2 − z2

1 + t2 + x2 + y2 + z2
dtdxdydz,

其中 Ω 为四维单位球 t2 + x2 + y2 + z2 6 1.

65. 设 f1, f2, · · · , fm, g1, g2, · · · , gm 都是区间 [a, b] 上的黎曼可积函数. 证明：

1
m!

∫ b

a

· · ·
∫ b

a

∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x1) · · · f1(xm)
...

...

fm(x1) · · · fm(xm)

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

g1(x1) · · · g1(xm)
...

...

gm(x1) · · · gm(xm)

∣∣∣∣∣∣∣∣
dx1 · · ·dxm

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ b

a

f1(t)g1(t)dt · · ·
∫ b

a

f1(t)gm(t)dt

...
...

∫ b

a

fm(t)g1(t)dt · · ·
∫ b

a

fm(t)gm(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

66. 设 C 是平面上一条分段光滑的简单闭曲线, f 是 C 上的连续函数. 证明：
∫

C

f(x, y) ln[(u−x)2+(v−y)2]ds ∼ ln(u2+v2)
∫

C

f(x, y)ds, 当 u →∞, v →∞.

403



数学分析教程 (下册)

特别地, 当
∫

C

f(x, y)ds = 0 时,

lim
u→∞
v→∞

∫

C

f(x, y) ln[(u− x)2 + (v − y)2]ds = 0.

67. R2 上的拉普拉斯算子 ∆ 定义为

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
.

设 D 是以分段光滑的简单闭曲线为边界的有界闭区域, n 为 ∂D 的单位外法向

量. 假定 u, v 都是 D 上的二阶连续可微函数. 证明以下公式：

(1)
∫∫

D

v∆udxdy =
∫

∂D

v
∂u

∂n
ds−

∫∫

D

∇u · ∇vdxdy;

(2)
∫∫

D

(u∆v − v∆u)dxdy =
∫

∂D

(
u

∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
ds;

(3)
∫∫

D

u∆udxdy =
∫

∂D

u
∂u

∂n
ds−

∫∫

D

|∇u|2dxdy;

(4)
∫∫

D

∆udxdy =
∫

∂D

∂u

∂n
ds.

68. 满足方程

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

的函数 u 叫做 (二维)调和函数. 设 u 是开区域 D ⊆ R2 中的二阶连续可微函数.

证明：u 是 D 上的调和函数的充要条件是对任意分段光滑的简单闭曲线 C ⊆ D

都成立 ∫

C

∂u

∂n
= 0,

其中 n 是 C 的单位外法向量.

69. 证明：如果 u 是开区域 E ⊆ R2 中的调和函数, 则对包含于 E 的任意有界闭区

域 D 都成立

u(x, y) =
1
2π

∫

∂D

[
u

∂(ln r)
∂n

− (ln r)
∂u

∂n

]
dS,

其中, (x, y)表示 D 的内域中任意一点, r 为从 (x, y)点到 ∂D 上的动点 (ξ, η)的

向径, r = |r|, n为 ∂D 的单位外法向量. 注意积分号下函数 u的自变元为 (ξ, η).

70. 证明：如果 u 是开区域 D ⊆ R2 中的调和函数, 则对任意 P0(x0, y0) ∈ D 和任意

使得 B(P0, R) ⊆ D 的 R > 0 都成立下列等式：

(1) u(x0, y0) =
1

2πR

∫

∂B(P0,R)

u(x, y, z)ds;

(2) u(x0, y0, z0) =
1
πR2

∫∫

B(P0,R)

u(x, y, z)dxdy.
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71. 设 f 是 [−1, 1] 上的连续可微函数, f(−1) = f(1) = 0. 证明：对任意满足 a2 +

b2 + c2 = 1 的一组实数 a, b, c 都成立

∣∣∣
∫∫

S2
f(ax + by + cz)dS

∣∣∣ 6 2π max
−16t61

|f ′(t)|,

其中 S2 表示单位球面 x2 + y2 + z2 = 1.

72. 计算高斯积分： ∫∫

S

cos〈r,n〉
r2

dS,

其中, S 为一光滑的简单闭曲面, 以外表面为正侧, n 为 S 的单位外法向量, r 为

S 上的点的向径, r = |r|. 讨论以下两种情况：
(1) 原点在 S 包围的区域之外;

(2) 原点在 S 包围的区域之内.

73. 满足方程

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0

的函数 u 叫做 (三维)调和函数. 证明：如果 u 是开区域 Ω ⊆ R3 中的调和函数,

则对包含于 Ω 的任意有界闭区域 V 都成立

u(x, y, z) =
1
4π

∫∫

∂V

[
u

cos〈r,n〉
r2

+
1
r

∂u

∂n

]
dS,

其中, (x, y, z) 表示 V 的内域中任意一点, r 为从 (x, y, z) 点到 ∂V 上的动点

(ξ, η, ζ) 的向径, r = |r|, n 为 ∂V 的单位外法向量. 注意积分号下函数 u 的自变

元为 (ξ, η, ζ).

74. 证明：如果 u 是开区域 Ω ⊆ R3 中的调和函数, 则对任意 P0(x0, y0, z0) ∈ Ω 和任

意使得 B(P0, R) ⊆ Ω 的 R > 0 都成立下列等式：

(1) u(x0, y0, z0) =
1

4πR2

∫∫

∂B(P0,R)

u(x, y, z)dS.

(2) u(x0, y0, z0) =
3

4πR3

∫∫∫

B(P0,R)

u(x, y, z)dxdydz.

75. 设 P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) 和 F (x, y, z) 都是 R3 上的连续可微函数. 又设

F (x, y, z) = 1 是简单闭曲面, 包围的区域记作 V . 再设在曲面 F (x, y, z) = 1 上

PFx + QFy + RFz = 0 且 (Fx, Fy, Fz) 6= (0, 0, 0).

证明：
∫∫∫

V

(x + y + z)(Px + Qy + Rz)dxdydz = −
∫∫∫

V

(P + Q + R)dxdydz.
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76. 设 f(ξ, η, ζ) 是 R3 上的连续函数, St(x, y, z) 表示球面 (ξ − x)2 + (η − y)2 +

(ζ − z)2 = t2.

证明：函数

u(x, y, z) =
1

4πt

∫∫

St(x,y,z)

f(ξ, η, ζ)dS

满足波动方程
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
,

且 u|t=0 = 0, ut|t=0 = f .

77. 设 Ω 是 R3 中的开区域, f 是 Ω 上的连续可微函数, V 是包含于 Ω 的一个具有

分块光滑边界的有界闭区域. 定义 R3 上的函数 u 如下：

u(x, y, z) =
∫∫∫

V

f(ξ, η, ζ)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

dxdydz.

证明：

∇u(x, y, z) =
∫∫∫

V

∇f(ξ, η, ζ)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

dxdydz

−
∫∫

∂V

f(ξ, η, ζ)n√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

dS,

其中 n 为 ∂V 的单位外法向量.

78. 设 Ω 是 R3 中的开区域, f, g, h 是 Ω 上的连续可微函数, S 是 Ω 中的一个分块

光滑的曲面, 其面积为 A, 边界分段光滑. 证明：

∣∣∣
∫

C

fdx+gdy+hdz
∣∣∣6A max

S

√(∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)2

+
(∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)2

+
(∂P

∂z
− ∂R

∂x

)2

.

79. 当物体中温度分布不均匀时, 热量将会从温度较高的地方向温度较低的地方传

播,这就是热传导现象.设物体占据的空间区域为 Ω ,温度函数为 u = u(x, y, z, t).

根据傅里叶热传导定律, 对于 Ω 中任意一块直径充分小的曲面块 ∆S, 在单位时

间里热量从 ∆S 的一侧通过 ∆S 传向其另一侧的总量等于

∆Q = −κ∇u · n|∆S|,

其中, κ 为只与该物体的导热性有关的正常数, 称为热传导系数, n 为 ∆S 的单

位法向量, |∆S| 为 ∆S 的面积. 证明：温度函数 u = u(x, y, z, t) 满足以下热传导

方程：

cρ
∂u

∂t
= div(κ∇u),

其中, c 为比热, ρ 为物体的密度.
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80. 设空间区域 Ω 中有某种流体在运动, 在 t 时刻位于 (x, y, z) 的该流体质点的

流速为 u(x, y, z, t), 而在 t 时刻位于点 (x, y, z) 的流体密度为 ρ(x, y, z, t). 证

明：u(x, y, z, t) 和 ρ(x, y, z, t) 满足下列偏微分方程组：

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

∂(ρu)
∂t

+
3∑

i=1

ui
∂(ρu)
∂xi

= 0.

81. 设 Ω 是 Rm 中具有连续边界的有界闭区域, f(x) 是 Ω 上的连续函数. 证明：存

在 m 元多项式函数列 Pn(x) (n = 1, 2, · · · ) 在 Ω 上一致收敛于 f(x).

82. 设 Ω 是 Rm 中具有 Ck 类边界的有界闭区域, u 是 Ω 上的 k 阶连续可微函数,

其中 k 为正整数. 证明：存在由 Ω 上的无穷可微函数构成的函数列 {un}∞n=1, 即

un ∈ C∞(Ω), n = 1, 2, · · · , 使得
lim

n→∞

∑

|α|6k

max
x∈Ω

|∂ αun(x)− ∂ αu(x)| = 0.

其中和式
∑

|α|6k

表示关于所有长度不超过 k 的 m 重指标 α ∈ Zm
+ 求和.

83. 设 Ω 是 Rm 中具有 Ck 类边界的有界开区域, 其中 k 为正整数. 又设 u 是 Ω 上

的 k 阶连续可微函数, 满足条件：对任意长度不超过 k 的 m 重指标 α ∈ Zm
+ 都

有 ∂ αu|∂Ω = 0 (特别 u|∂Ω = 0). 证明：存在函数列 un ∈ C∞0 (Ω), n = 1, 2, · · · , 使
得

lim
n→∞

∑

|α|6k

max
x∈Ω

|∂ αun(x)− ∂ αu(x)| = 0.

84. 用 K 表示 Rm 中以原点为中心的单位闭立方体, 即

K =
{

(x1, x2, · · · , xm) ∈ Rm : |xi| 6 1
2
, i = 1, 2, · · · ,m

}
.

证明：对 K 的任意邻域 U , 存在非负函数 ϕ ∈ C∞0 (U) 使成立
∑

ξ∈Zm

ϕ(x− ξ) = 1, ∀x ∈ Rm.

注意对任意 x ∈ Rm, 上式左端只有有限项非零, 因而是一个有限和.

85. 证明：存在非负函数 ϕ ∈ C∞0 (Rm), 它满足条件

suppϕ ⊆
{

x ∈ Rm :
1
2

6 |x| 6 2
}
且 ϕ(x) > 0, 当

1
2

< |x| < 2,

使成立
+∞∑

j=−∞
ϕ
( x

2k

)
= 1, ∀x ∈ Rm\{0}.

1 的这个分解式叫做李特尔伍德--帕莱环形分解.
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