
prob_week2

习题 2.2
2.2.1

∑
i1,⋯,in

P ((i1, i2, ⋯ , in)) = 1

这里 ∑i1,⋯,in
 表示对所有可能的 ik = 0, 1 求和. 对多项分布叙述平行的结果并证明之.

Proof:

首先由于是二项概型，所有可能的结果 Ω = ⋃
i1,…,in∈{0,1}

(i1, … , in)，显然有

∑
i1,⋯,in

P ((i1, i2, ⋯ , in)) = P ∑
i1,…,in

表示事件

(i1, … , in) = P(Ω) = 1

多项分布:

∑
i1,⋯,in

P ((i1, i2, ⋯ , in)) = 1

这里 ∑i1,⋯,in
 表示对所有可能的 ik = 0, 1, … , k 求和.

2.2.2

P (BiBj) = P (Bi)P (Bj)

�. 证明: 在二项概型中

⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠�. 考虑 n 重 Bernoulli 试验. 设 1 ⩽ i < j ⩽ n. 以 Ak 表示第 k 次掷出正面. 证明:



其中 Bk = Ak 或 Ac
k
. 并且一般地有

P (Bi1Bi2 ⋯ Bil) = P (Bi1) ⋯ P (Bil), ∀1 ⩽ l ⩽ n, 1 ⩽ i1 < i2 < ⋯ il ⩽ n.

对多项概型叙述平行的结果并证明之.

Proof:

显然 A1, … , An 两两相互独立，于是上式成立。

2.2.3

Proof:

P(α = k) = C k
npk(1 − p)n−k

解方程

{

解得

(n + 1)p − 1 ≤ k ≤ (n + 1)p

对于多项分布

在多项分布中，假设我们有 n 次独立试验，每次试验有 k 个可能的结果，且每个结果 i 出现
的概率为 pi ，其中 ∑k

i=1 pi = 1 。多项分布的概率质量函数为:

P (X1 = x1, X2 = x2, … , Xk = xk) =
n!

x1!x2! … xk!
px1

1 px2

2 … pxk

k

其中 Xi 表示第 i 类结果出现的次数，且 x1 + x2 + ⋯ + xk = n 。

�. 在二项概型中, 以 α 表示掷出正面的次数. 证明: P(α = k) 在 k 满足 (n + 1)p − 1 ⩽ k ⩽

(n + 1)p 时达到最大值. 对多项分布叙述平行的结果并证明之.

P(α = k) ≥ P(α = k − 1)

P(α = k) ≥ P(α = k + 1)



我们可以证明类似的结论：对于每个 Xi ，当 xi ≈ (n + 1)pi − 1 ≤ xi ≤ (n + 1)pi 时，概率
P (X1 = x1, X2 = x2, … , Xk = xk) 达到最大值。

Proof:

不会

2.2.4

一共有 C m
m+n 种排列方法。

若 k > m 或 k > n 或 m > n，则 P = 0

若 k ≤ m, k ≤ n, m ≤ n，则先将 m 个黑球分为 k 类，一共有 C k−1
m+k−1 种分法，再将 n 个白球

分为 k 类，一共有 C k−1
n+k−1 种分法，将这 k 类插空放置，于是

P =
C k−1

m+k−1C k−1
n+k−1

C m
m+n

2.2.5

P ((α1, α2, α3, α4) = (i, j, k, h)).

解:

Too difficult

2.2.6

P (
k

⋃
i=1

Ai) ⩽

k

∑
i=1

P (Ai)

�. m 个黑球 n 个白球排成一列. 求 k 个黑球前是白球的概率.

�. n 个座椅排成一排, 编号为 1, 2, ⋯ , n. 现有 n1 个男孩和 n2 个女孩坐上去, n1 + n2 = n.设
n ! 种不同的坐法是等可能的. 以 α1 表示前面座位是男孩的男孩人数, α2 表示前面座位是
女孩的男孩人数, α3 表示前面座位是男孩的女孩人数, α4 表示前面座位是女孩的女孩人
数. 求 (α1, α2, α3, α4) 的概率分布, 即对任意 i, j, k, h 求

�. 证明: ∀k 及 A1, ⋯ , Ak,



Proof:

先证明

P(A ∪ B) ≤ P(A) + P(B)

这是显然的，因为 P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB).

于是

P (
k

⋃
i=1

Ai) ≤ P(A1) + P (
k

⋃
i=2

Ai) ≤ ⋯ ≤
k

∑
i=1

P(Ai)

2.2.7

P(AΔB) = P(A) + P(B) − 2P(AB)

这是显然的，因为 AΔB = (A ∪ B) ∖ (A ∩ B)。

2.2.8

P (
n

⋂
i=1

Ai) ⩾

n

∑
i=1

P (Ai) − (n − 1)

先证明

因为 P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB) ≤ 1，所以 (1) 成立

于是

�. 证明:

�. 证明:

P(AB) ≥ P(A) + P(B) − 1 (1)



P (
k

⋂
i=1

Ai) ≥ P(A1) + P (
k

⋂
i=2

Ai) − 1 ≥ ⋯ ≥
n

∑
i=1

P(Ai) − (n − 1)

习题 2.3
2.3.1

由定义：

E [ξm] =
n

∑
k=0

km(n

k
)pk(1 − p)n−k

2.3.2

2.3.3

�. 设 ξ ∼ B(n, p). 计算 E [ξm], m 为正整数.

�. 用例 3 的记号. 令 ξ := ∑m
i=1 αiξi, 其中 αi 是常数. 计算 E[ξ].

E[ξ] =
n

∑
i=1

ξ(ωi)P(ωi)

=
n

∑
i=1

(
m

∑
j=1

αjξj(ωi))P(ωi)

=
n

∑
i=1

(
m

∑
j=1

αjδjωi)P(ωi)

=
n

∑
i=1

αωiP(ωi)

=
n

∑
i=1

αωipi

�. 设 (ξ, η) 的分布列为 {(xi, yj), pij}. 求
(�) ξ 和 η 的分布列;
(b) ξ + η 的分布列.



2.3.4

好的，下面通过一个具体的例子说明，即使两个二维随机变量 (ξ, η) 和 (X, Y ) 的各自边缘分布
（ξ 与 X，η 与 Y）相同，它们的联合分布仍然可以不同。

例子说明

设定

假设随机变量 ξ 和 η，以及 X 和 Y  都是取值于 {0, 1} 的二元随机变量。我们定义它们的边缘
分布如下：

联合分布

我们构造两个不同的联合分布，使得边缘分布相同，但联合分布不同。

ξ η 概率 P(ξ, η)

0 0 0.3

0 1 0.2

1 0 0.2

1 1 0.3

解:

(�) ξ 的分布列为 {(xi,∑
j

pij); i ∈ I}，η 的分布列为 {(yj,∑
i

pij); j ∈ J}.

(b) ξ + η 的分布列为 {(zk,
zk

∑
n=1

(∑
j

pkj) ⋅ (∑
i

pi(zk−n))); zk ∈ {xi + yj; i ∈ I, j ∈ J}}

�. 举例说明, 有这样的二维随机变量 (ξ, η) 与 (X, Y ), 它们的概率分布不同, 但 ξ 与 X 的概
率分布相同, η 与 Y  的概率分布相同.

边缘分布：

P(ξ = 0) = P(X = 0) = 0.5, P(ξ = 1) = P(X = 1) = 0.5

P(η = 0) = P(Y = 0) = 0.5, P(η = 1) = P(Y = 1) = 0.5

�. 联合分布 1：随机变量 (ξ, η)



X Y 概率 P(X, Y )

0 0 0.4

0 1 0.1

1 0 0.1

1 1 0.4

对比联合分布

尽管 (ξ, η) 和 (X, Y ) 的边缘分布相同，但它们的联合分布不同：

这些差异表明，虽然各自的边缘分布相同，但变量之间的依赖关系不同，从而导致联合分布不
同。

依赖关系的不同

验证边缘分布：

P(ξ = 0) = 0.3 + 0.2 = 0.5, P(ξ = 1) = 0.2 + 0.3 = 0.5

P(η = 0) = 0.3 + 0.2 = 0.5, P(η = 1) = 0.2 + 0.3 = 0.5

�. 联合分布 2：随机变量 (X, Y )

验证边缘分布：

P(X = 0) = 0.4 + 0.1 = 0.5, P(X = 1) = 0.1 + 0.4 = 0.5

P(Y = 0) = 0.4 + 0.1 = 0.5, P(Y = 1) = 0.1 + 0.4 = 0.5

在 (ξ, η) 中：
P(ξ = 0, η = 0) = 0.3

P(ξ = 1, η = 1) = 0.3

在 (X, Y ) 中：
P(X = 0, Y = 0) = 0.4

P(X = 1, Y = 1) = 0.4

在 (ξ, η)：



结论

通过上述例子，我们可以看到，即使两个二维随机变量的边缘分布相同，它们的联合分布仍然
可以不同。这主要是由于变量之间的依赖关系不同所导致的。这说明边缘分布仅描述了单个变
量的分布情况，而不涉及变量之间的相互关系。要完全描述多维随机变量的分布，需要同时了
解其边缘分布和联合分布。

ξ 和 η 存在一定的正相关性，因为当一个取值为1时，另一个也有较高的概率取值为1。
在 (X, Y )：

X 和 Y  同样存在正相关性，但相关程度不同于 (ξ, η)。具体来说，X 和 Y  的联合概率集
中在同一状态（00 和 11）上更多。


