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1 样本空间：Ω = {1, 2, … , 10}3

2 Ω = {0, 1, … , 9}4

prob_week1

✍内容

p13，1.1节习题
6个任选3个
p17, 1.2节习题
6个任选3个
p26, 2.1节习题
(1) (4) (6) (10)



3 对于第 i 个路口，为每个可选择的道路标号 1, … , mi，第 i 个坐标表示第 i 个路
口，于是

Ω = ∏
1≤i≤m

{1, … , mi} = {(a1, a2, … , am) : ai ∈ {1, 2, … , mi}, ∀1 ≤ i ≤ m}

4 对于答案 1，存在自然同构

对于答案 2，存在自然映射

ψ :∐
n

{1, −1}⟶ C[0, 1]

将 ({1, −1}, i) 自然地映到答案中的分段线性函数 f 在区间 [ i

n
,

i + 1

n
] 上的斜率 1 或

−1. 显然有自然同构:

∐
n

{正,负} ≅∐
n

{1, −1} ≅Imψ

5 对于答案，用 1 表示正面，0 表示反面。用 I 表示抛出的次数指标集 (这是个无限
集)，有自然同构

首先 ϕ 显然是单的，其次在二进制小数的观点下，ϕ 显然是满的。集合范畴中的双射
是同构，即

∐
i∈I

{1, 0} ≅[0, 1)

6 指标集 I = {α, β, γ}. 于是样本空间

:

ϕ : {正,负}n ∼
⟶ {1, −1}n

正⟼ 1

负⟼ −1

ϕ :∐
i∈I

{1, 0}⟶ [0, 1)

⋯ ∪ (1, i) ∪ …⟼⋯ + 1 ⋅ 2−i + …

⋯ ∪ (0, i) ∪ …⟼⋯ + 0 ⋅ 2−i + …

:



Ω =

上面写错了，似乎是 ⋃
i,j,k,l∈I

{(A, i), (B, j), (C, k), (D, l)}.

1 Proof:

(a) ∀x ∈ A ∖ B, 有
x ∈ A, x ∉ B ⟹ x ∈ Bc

⟹ x ∈ A ∩ Bc = ABc
⟹ . A ∖ B ⊆ ABc.

∀x ∈ ABc，有
x ∈ A, x ∈ Bc

⟹ x ∉ B ⟹ x ∈ A ∖ B ⟹ ABc ⊆ A ∖ B ⟹ A ∖ B = ABc.

(b) ∀x ∈ (A ∪ B)C, 有 x ∈ A ∪ B, x ∈ C，若 x ∈ A, 则 x ∈ AC，若 x ∈ B，则
x ∈ BC，则 x ∈ AC ∪ BC ⟹ (A ∪ B)C ⊆ AC ∪ BC.

∀x ∈ AC ∪ BC，有 x ∈ AC 或 x ∈ BC, 总有 x ∈ C，而且要么 x ∈ A，要么 x ∈ B，
于是 x ∈ (A ∪ B)C ⟹ AC ∪ BC ⊆ (A ∪ B)C ⟹ (A ∪ B)C = AC ∪ BC.

∐
i∈I

{A, B, C, D}

Note

上面的符号 ∐ 表示集合范畴中的 coproduct (即集合中的无交并)，定义如下



(c) ∀x ∈ (A ∖ B)C, 有 x ∈ A, x ∈ Bc, x ∈ C，于是 x ∈ AC，但 x ∉ BC ⊆ B，于是
x ∈ AC ∖ BC ⟹ (A ∖ B)C ⊆ AC ∖ BC.

∀x ∈ AC ∖ BC, 有 x ∈ AC, x ∉ BC，于是 x ∈ A, x ∈ C, 显然 x ∉ B（否则 x ∈ BC)
，于是 x ∈ A ∖ B，故
x ∈ (A ∖ B)C ⟹ (AC ∖ BC) ⊆ (A ∖ B)C ⟹ (AC ∖ BC) = (A ∖ B)C.

(d) ∀x ∈ (A ∖ B) ∪ C，有 x ∈ A ∖ B 或者 x ∈ C，显然有 x ∈ A ∪ C，若 x ∈ BC c，则
x ∈ B, x ∈ C c，于是 x ∈ A ∖ B, x ∈ A，于是 x ∉ B，矛盾，故
x ∈ (A ∪ C) ∖ BC c

⟹ (A ∖ B)∪ ⊆ (A ∪ C) ∖ BC c.

∀x ∈ (A ∪ C) ∖ BC c，有 x ∈ A ∪ C, x ∉ BC c, 于是 x ∈ (BC c)c = C ∪ Bc, 要么 x ∈ C

，要么 x ∉ C c，此时 x ∈ Bc, x ∈ A，于是 x ∈ A ∖ B，于是
x ∈ (A ∖ B) ∪ C ⟹ (A ∖ B) ∪ C ⊆ (A ∪ C) ∖ BC c

⟹ (A ∖ B) ∪ C = (A ∪ C) ∖ BC c.

2 (a) 只需证

显然由定义有

lim inf
n→∞

An ⊆ Ak ⟹ 1lim infn→∞ An ≤ 1Ak , ∀k ≥ 1

于是

1lim infn→∞ An
≤ lim inf

n→∞
1An

显然由定义有

1Ak
≥ lim inf

n→∞
1An

, ∀k ≥ 1

于是



1lim infn→∞ An
≥ lim inf

n→∞
1An

因此

1lim infn→∞ An
= lim inf

n→∞
1An

2 (b)

由 (a) 可知

1lim infn→∞ Ac
n

= lim inf
n→∞

1Ac
n

于是

1lim supn→∞ An
= 1limn→∞ ∪k≥nAk

= 1Ω∖(limn→∞ ∪k≥nAn)c = 1Ω∖(limn→∞ ∩k≥nAc
k) = 1Ω − 1li

同理

lim sup
n→∞

1An
= lim

n→∞
sup
k≥n

1Ak
= lim

n→∞
1∪k≥nAk

= lim
n→∞

1Ω − 1∩k≥nAc
k

= 1Ω − lim
n→∞

inf
k≥n

因此

1lim supn→∞ An = lim sup
n→∞

1An

2 (c)

事实上

⋂
k≥n

Ak ⊆ ⋃
k≥n

Ak ∀k, n ≥ 0

于是

lim inf
n→∞

An = lim
n→∞
⋂
k≥n

Ak ⊆ lim
n→∞
⋃
k≥n

Ak = lim sup
n→∞

An



3 Proof: (a)

AΔB = (A ∖ B) ∪ (B ∖ A) = (B ∖ A) ∪ (A ∖ B) = BΔA

(b) 由 (a) 可知，只需证：(AΔB)C = AΔ(BΔC)

验证 C ∖ ((A ∖ B) ∪ (B ∖ A)) = ((C ∖ A) ∖ B) ∪ (A ∩ B ∩ C).

∀x ∈ C ∖ ((A ∖ B) ∪ (B ∖ A)), 有
x ∈ C, x ∉ (A ∖ B) ∪ (B ∖ A) ⇒ x ∈ (A ∖ B)c, x ∈ (B ∖ A)c，于是
x ∈ Ac ∪ B, x ∈ A ∪ Bc。若 x ∈ A，则 x ∈ B，于是 x ∈ A ∩ B ∩ C。若 x ∉ A，则
x ∈ Ac，故 x ∈ Bc，于是 x ∈ (C ∖ A) ∖ B。因此 x ∈ ((C ∖ A) ∖ B) ∪ (A ∩ B ∩ C).

∀x ∈ ((C ∖ A) ∖ B) ∪ (A ∩ B ∩ C) = (Ac ∩ Bc ∩ C) ∪ (A ∩ B ∩ C)，显然 x ∈ C, 要么
x ∈ A ∩ B, 要么 x ∈ Ac ∩ Bc，不可能有 x ∈ A ∩ Bc = A ∖ B, 与 x ∈ Ac ∩ B = B ∖ A

，故 x ∈ C ∖ ((A ∖ B) ∪ (B ∖ A)). 因此
C ∖ ((A ∖ B) ∪ (B ∖ A)) = ((C ∖ A) ∖ B) ∪ (A ∩ B ∩ C).

(AΔB)ΔC = ((AΔB) ∖ C) ∪ (C ∖ (AΔB))

= (((A ∖ B) ∪ (B ∖ A)) ∖ C) ∪ (C ∖ ((A ∖ B) ∪ (B ∖ A)))

= ((A ∖ B) ∖ C) ∪ ((B ∖ A) ∖ C) ∪ ((C ∖ A) ∖ B) ∪ (A ∩ B ∩ C)



同理由对称性可知：

AΔ(BΔC) = (BΔC)ΔA = ((A ∖ B) ∖ C) ∪ ((B ∖ A) ∖ C) ∪ ((C ∖ A) ∖ B) ∪ (

因此

(AΔB)ΔC = AΔ(BΔC) = (CΔA)ΔB

(c)

AΔB = (A ∖ B) ∪ (B ∖ A) = (A ∖ AB) ∪ (B ∖ AB) = (A ∪ B) ∖ AB

于是

1AΔB = 1A∪B − 1AB = 1A + 1B − 2 ⋅ 1AB

= 12
A + 12

B − 2 ⋅ 1A ⋅ 1B = (1A − 1B)2

=√(1A − 1B)2 = |1A − 1B|



4 (a) 由 Venn 图显然

(b) 将 A, B, C 分别替换为 Ac, Bc, C c 即可

(c)

(y − 1A1
(x)) ⋅ ⋯ ⋅ (y − 1An

(x)) = yn − yn−1 ⋅
n

∑
i=1

1Ai
(x) + ⋯ + (−1)n1A1

(x)

取 y ≡ 1，就有



1Ac
1
(x) ⋅ ⋯ ⋅ 1Ac

n
(x) = 1 −

n

∑
i=1

1Ai(x) + ⋯ + (−1)n1A1(x) ⋅ ⋯ ⋅ 1An(x)

于是

1Ac
1…Ac

n
(x) = 1 −

n

∑
i=1

1Ai
(x) + ⋯ + (−1)n1A1…An

(x)

由于 1Ac
1…Ac

n
= 1 − 1∪n

i=1Ai
, 于是

1∪n
i=1Ai =

n

∑
i=1

1Ai −∑
i≠j

1AiAj + ⋯ + (−1)n−11A1⋯An

(d)

由 (c) 直接得到

1∪n
i=1Ai =

n

∑
i=1

1Ai−∑
i≠j

1AiAj + ⋯ + (−1)n−11A1⋯An

=0,因为Ai,Aj无交

(e)

简单的实变想法

逐点考虑，若对于 ω，有 am(ω) → a(ω)(as m → ∞). 于是由极限的定义：对于任意
k ∈ Z>0，存在正整数 N , 使得

|am(ω) − a(ω)| <
1

k
∀m ≥ N

于是 ω ∈
∞

⋂
k=1

∞

⋃
n=1

∞

⋂
m=n

{ω : |am(ω) − a(ω)| <
1

k
}.

相反地，显然有 
∞

⋂
k=1

∞

⋃
n=1

∞

⋂
m=n

{ω : |am(ω) − a(ω)| <
1

k
} ⊆ {ω : an(ω) → a(ω)}.

因此





∞

⋂
k=1

∞

⋃
n=1

∞

⋂
m=n

{ω : |am(ω) − a(ω)| <
1

k
} = {ω : an(ω) → a(ω)}

(f)

(i) 
n

∑
i=1

1Ai
(x) = 1

(ii) 
n

∑
i=1

1Ai
(x) ≥ 2

(iii) 
n

∑
i=1

1Ai
(x) ≤ 5

(iv) 
n

∑
i=1

1Ai
(x) = 0

(g)

Note

将这些集合的集合记为 R，则 (R, Δ, ∩) 构成一个交换环，见我的笔记 
document.pdf (easygl1der.github.io)
(https://easygl1der.github.io/MyWebsite/%E7%AC%94%E8%AE%B0/docum
ent.pdf#page=113) 。

https://easygl1der.github.io/MyWebsite/%E7%AC%94%E8%AE%B0/document.pdf#page=113
https://easygl1der.github.io/MyWebsite/%E7%AC%94%E8%AE%B0/document.pdf#page=113
https://easygl1der.github.io/MyWebsite/%E7%AC%94%E8%AE%B0/document.pdf#page=113
https://easygl1der.github.io/MyWebsite/%E7%AC%94%E8%AE%B0/document.pdf#page=113
https://easygl1der.github.io/MyWebsite/%E7%AC%94%E8%AE%B0/document.pdf#page=113


(i) 由 Ex 3 可知

(ii) n = 2 时,

n = 3 时，

假设对 n 成立，下面对 n + 1 证明

A1ΔA2ΔA3 ⋯ ΔAn+1 = ⋃
N(I)= 奇数 

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j))

由归纳假设

A1ΔA2 = (A1 ∖ A2) ∪ (A2 ∖ A1) = (A1 ∩ Ac
2) ∪ (A2 ∩ Ac

1)

= ⋃
I∈{{1},{2}}

((⋃
i∈I

Ai) ∩ (⋃
j∈I c

Ac
j))

= ⋃
N(I)= 奇数 

((⋃
i∈I

Ai) ∩ (⋃
j∈I c

Ac
j))

A1ΔA2ΔA3 = ((A1 ∖ A2) ∖ A3) ∪ ((A2 ∖ A1) ∖ A3) ∪ ((A3 ∖ A1) ∖ A2) ∪ (A1 ∩

= (A1 ∩ Ac
2 ∩ Ac

3) ∪ (A2 ∩ Ac
1 ∩ Ac

3) ∪ (A3 ∩ Ac
1 ∩ Ac

2) ∪ (A1 ∩ A

⋃
N(I)= 奇数 

((⋃
i∈I

Ai) ∩ (⋃
j∈I c

Ac
j)) = ⋃

I={{1},{2},{3},{1,2,3}}

((⋃
i∈I

Ai) ∩ (⋃
j∈I c

A

= (A1 ∩ Ac
2 ∩ Ac

3) ∪ (A2 ∩ Ac
1 ∩ Ac

3) ∪ (A3

= A1ΔA2ΔA3



其中

断言

E2 = ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n+1},n+1∈I

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j))

即

A1ΔA2ΔA3 ⋯ ΔAn+1 = ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j)) ΔAn+1

= ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j)) ⋂Ac

n+1 ⋃ An+1⋂ ⋃
N(I)= 奇

I⊆{1,2,…

= ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j)⋂Ac

n+1) ⋃ An+1⋂ ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n}

= E1 ∪ E2

⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠⎛⎜⎝⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠ ⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝ ⎛⎜⎝⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝ ⎛⎜⎝:

E1 = ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j)⋂Ac

n+1)

= ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n}

(⋃
i∈I

Ai)⋂ ⋃
j∈I c∪{n+1}

Ac
j

= ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n+1},n+1∉I

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j))

⎛
⎝

⎛
⎝

⎞
⎠

⎞
⎠



An+1⋂ ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j))

c

= ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n+1},n+1∈I

((⋃
i∈I

Ai)⋂

简单验证即可知道：对于任意 n

⋃
I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j)) = ⋃

1≤i≤n

Ai

于是

⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠Important

注意这里的补，有的是关于全集 A1 ∪ ⋯ ∪ An 取，有的是关于全集
A1 ∪ ⋯ ∪ An+1 取。

E2 =An+1⋂ ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j))

c

=An+1⋂ ⋃
N(I)= 偶数 

I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j))

= ⋃
N(I)= 偶数 

I⊆{1,2,…,n}

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j)⋂An+1)

= ⋃
N(I)= 偶数 

I⊆{1,2,…,n}

⋃
i∈I∪{n+1}

Ai ⋂(⋃
j∈I c

Ac
j)

= ⋃
N(I)= 奇数 

I⊆{1,2,…,n+1},n+1∈I

((⋃
i∈I

Ai)⋂(⋃
j∈I c

Ac
j))

⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠⎛
⎝

⎛
⎝

⎞
⎠

⎞
⎠



因此

A1ΔA2ΔA3 ⋯ ΔAn+1 = E1 ∪ E2 = ⋃
N(I)= 奇数 

((⋃
i∈I

Ai) ∩ (⋃
j∈I c

Ac
j))

归纳得证！

(iii)

断言：A(A1ΔA2) = (AA1)Δ(AA2)，此将推出

A(A1ΔA2Δ … ΔAn) = (AA1)Δ(A(A2Δ. . ΔAn)) = ⋯ = (AA1)Δ(AA2)Δ …

即可得证。

断言的证明：

证毕！

Note

该分配率是显然的，因为 (P, Δ, ∩) 构成交换环，下面我们简单验证

A(A1ΔA2) = A((A1 ∖ A2) ∪ (A2 ∖ A1)) = A ∩ ((A1 ∩ Ac
2) ∪ (A2 ∩ Ac

1))

= (A ∩ A1 ∩ Ac
2) ∪ (A ∩ A2 ∩ Ac

1)

= (A ∩ A1 ∩ Ac
2) ∪ (A ∩ A1 ∩ Ac)

∅

∪ (A ∩ A2 ∩ Ac
1) ∪ (A ∩ A2 ∩ A

∅

= (A ∩ A1 ∩ (Ac
2 ∪ Ac)) ∪ (A ∩ A2 ∩ (Ac

1 ∪ Ac))

= ((AA1) ∩ (AA2)c) ∪ ((AA2) ∩ (AA1)c)

= (AA1)Δ(AA2)

 



5

lim sup
n→∞

An = lim
n→∞
⋃
k≥n

Ak = lim
n→∞

Ω = Ω

lim inf
n→∞

An = lim
n→∞
⋂
k≥n

Ak = lim
n→∞

∅ = ∅

(1) 反证而设存在 i ≠ j，使得 Bi ∩ Bj ≠ ∅，于是存在 x ∈ Bi ∩ Bj ，于是
τ(x) = i, τ(x) = j，这与 τ(x) = inf{n : x ∈ An} 的唯一性矛盾。

因此 B1, B2, … 互不相交.

(2) ∀x ∈⋃
n

An, 不妨设为无限并。在这里，一定有对于某个 N，x ∈ AN，否则

x ∉⋃
n

An. 不妨设 N 是最小的, 使得 x ∈ AN  的数。于是 τ(x) = N，于是

x ∈ BN ⊆⋃
n

Bn.

Note

这个题很有意思



∀x ∈⋃
n

Bn，x ∈ BN , for some N > 0, thus inf{n : x ∈ An} = τ(x) = N , which

means x ∈ AN ⊆⋃
n

An.

Hence, ⋃
n

An =⋃
n

Bn.



1 (a) 结果：

(b) 不相等

(c) 假设这些硬币是均匀的，那么这些概率为

把实验换为同时投掷两枚骰子

(a) 结果：

1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

2 (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

3 (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

4 (4,4) (4,5) (4,6)

5 (5,5) (5,6)

6 (6,6)

{正,正,正}, {正,正,反}, {正,反,反}, {反,反,反}

P({正,正,正}) = P({反,反,反}) =
1

8

P({正,正,反}) = P({正,反,反}) =
3

8



(b) 不相等

(c) 概率为：

1 2 3 4 5 6

1 1/36 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18

2 1/36 1/18 1/18 1/18 1/18

3 1/36 1/18 1/18 1/18

4 1/36 1/18 1/18

5 1/36 1/18

6 1/36

2

P =
2
8!

4!⋅4!

=
1

35

3

有放回：

无放回：

P1 = 2/5

P2 = 2/5

P3 = 4/25

P4 = 9/25

P5 = 6/25

P6 = 6/25



4

5

P =
1

2

6

P(m个盒子中都只有1个球) =
n!

(n − m)! ⋅ nm

于是

P1 = 2/5

P2 = 2/5

P3 = 1/10

P4 = 3/10

P5 = 3/10

P6 = 3/10

P1 = 3/5

P2 = 3/5 ⋅ 2/4 + 2/5 ⋅ 3/4 = 3/5

P3 = 3/5 ⋅ 2/4 = 3/10

P4 = 2/5 ⋅ 1/4 = 1/10

P5 = 3/5 ⋅ 2/4 = 3/10

P6 = 2/5 ⋅ 3/4 = 3/10



P( 至少有一个盒子里有不止一个球 ) = 1 −
n!

(n − m)! ⋅ nm

7

P1 =
4! ⋅ 5

7!
=

1

42
, P2 =

3!

42
=

1

7

8

=
(n − 1) ⋅ (n − 1)!

2nn−2

9

Pk =
n − 1

n
⋅

n − 2

n − 1
…

1

n − k + 1
=

1

n

10

P =
2 ⋅ (n − 2 − r)

n(n − 1)

概率 =
n × C 2

n × (n − 1)!

nn



11

(a)

Pk = (50

k
)( 1

60
)

k

( 59

60
)

50−k

(b)

P = 1

(c)

P =
C 50

60 ⋅ 50!

6050


