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例题 0.1. 习题 11.1 第 3 题

研究下列函数序列在指定区间上是否一致收敛，并给出证明：

(1) fn(x) = xn, n = 1, 2, · · · .
0 ≤ x ≤ a(0 < a < 1)

0 ≤ x < 1

((3)) fn(x) = 2nx
1+n2 x2 , n = 1, 2, · · ·

0 ≤ x ≤ 1

1 ≤ x < +∞
(5) fn(x) = (1 + x

n )n, n = 1, 2, · · ·
a ≤ x ≤ b(−∞ < a < b < +∞)

−∞ < x < +∞

定义 0.1 (一致收敛的等价刻画)

♣

fn 在区间 I 上一致收敛于 f 当且仅当

lim
n→∞

sup
x∈I
| fn(x) − f (x)| = 0. (1)

证明

(1) fn 收敛于 f (x) =

0 0 ≤ x < 1

1 x = 1
0 ≤ x ≤ a(0 < a < 1) 时，

lim
n→∞

sup
0≤x≤a

| fn(x) − f (x)| = lim
n→∞

sup
0≤x≤a

|xn| = lim
n→∞

an = 0 (2)

故一致收敛.
0 ≤ x < 1 时，

lim
n→∞

sup
0≤x<1

| fn(x) − f (x)| = lim
n→∞

sup
0≤x<1

|xn − 0| = lim
n→∞

sup
x∈0≤x≤1

|xn| = 1 , 0 (3)

故不一致收敛.
(3) fn 收敛于 f (x) ≡ 0,∀x ∈ [0,+∞)

0 ≤ x ≤ 1 时，令 xn =
1
n → 0，则有

lim
n→∞
| fn(xn) − f (xn)| = lim

n→∞

∣∣∣∣∣∣ fn(x) =
2nxn

1 + n2x2
n

∣∣∣∣∣∣ = 1 , 0 (4)

故不一致收敛.
1 ≤ x < +∞ 时

f ′n(x) =
2n(1 − n2x2)
(n2x2 + 1)2 ≤

2n(1 − n2)
(n2x2 + 1)2 ≤ 0

所以

fn(x) ≤ fn(1) =
2n

1 + n2 ,∀x ≥ 1

lim
n→∞

sup
x≥1
| fn(x) − f (x)| = lim

n→∞
sup
x≥1
| fn(x)| ≤ lim

n→∞
sup
x≥1

∣∣∣∣∣ 2n
1 + n2

∣∣∣∣∣ = 0 (5)

故一致收敛.
(5) fn 收敛于 f (x) = ex,∀x ∈ R.

a ≤ x ≤ b(−∞ < a < b < +∞) 时(
1 +

x
n

)n
− ex = en ln(1+ x

n ) − ex = ex
(
en ln(1+ x

n )−x − 1
)
= ex

(
en

(
x
n+O

(
1

n2

))
−x − 1

)
= ex

(
eO( 1

n ) − 1
)
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于是

lim
n→∞

sup
a≤x≤b

| fn(x) − f (x)| = lim
n→∞

sup
a≤x≤b

∣∣∣∣∣(1 + x
n

)n
− ex

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

sup
a≤x≤b

|ex|
∣∣∣∣(eO( 1

n ) − 1
)∣∣∣∣ = lim

n→∞

∣∣∣eb
∣∣∣ ∣∣∣∣(eO( 1

n ) − 1
)∣∣∣∣ = 0.

(6)

故一致收敛.
−∞ < x < +∞ 时，取 xn = n→ +∞，则有

lim
n→∞
| fn(xn) − f (xn)| = lim

n→∞
|2n − en| = +∞ (7)

故不一致收敛.
□

例题 0.2. 习题 11.1 第 5 题

设 { fn(x)} 在区间 I 上一致收敛于 f (x)，且对于每个 n，f (x) 都是 I 上的有界函数，至于含于闭区间 J. 又
设 g(x) 时 J 上的连续函数. 证明：{g( fn(x))} 在 I 上一致收敛于函数 g( f (x)).

证明 由于 g(x) 是闭区间 J 上的连续函数，故 g(x) 在闭区间 J 上一致收敛，故 ∀x, y ∈ J

lim
|x−y|→0

|g(x) − g(y)| = 0 (8)

由于 { fn(x)} 在区间 I 上一致收敛于 f (x)，故

lim
n→∞

sup
x∈I
| fn(x) − f (x)| = 0 (9)

于是

lim
n→∞

sup
x∈I
|g( fn(x)) − g( f (x))| = 0 (10)

故一致收敛. □

例题 0.3. 习题 11.1 第 7 题

设 { fn(x)} 在有界闭区间 I 上逐点收敛于函数 f (x)，且存在 M > 0 和 0 < α ≤ 1 使成立

| fn(x) − fn(y)| ≤ M |x − y|α , ∀x, y ∈ I, n = 1, 2, · · · (11)

证明： fn(x) 在区间 I 上一致收敛于 f (x).

我们证明更强的：

命题 0.1

♠
若 { fn} 是某个紧集 K 上的等度连续函数列，且 { fn} 在 K 上逐点收敛. 证明： fn(x) 在 K 上一致收敛.

证明 对于任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得

| fn(x) − fn(y)| < ε
3
, ∀ |x − y| < δ, x, y ∈ K (12)

令 n→ ∞，就有

| f (x) − f (y)| < ε
3
< ε, ∀ |x − y| < δ, x, y ∈ K (13)

于是 f (x) 在 K 上一致连续.
固定 x ∈ K，存在 Nx，使得对于任意 n ≥ Nx，有

| fn(x) − f (x)| < ε
3

(14)
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现在，对于任意 y ∈ K, |x − y| < δ，令 n ≥ Nx，有

| fn(y) − f (y)| ≤ | fn(y) − fn(x)| + | fn(x) − f (x)| + | f (x) − f (y)| (15)

≤ ε
3
+
ε

3
+
ε

3
(16)

= ε (17)

于是我们得到了 { fn} 在紧集 K 上局部一致收敛.
由于

K ⊂
⋃
x∈K

Nδ(x). (18)

因为 K 是紧集，故存在有限个 x1, x2, · · · , xm，使得

K ⊂
m⋃

k=1

Nδ(xk) (19)

取 N = max {Nx1 , · · · ,Nxm }，就有对于任意 y ∈ K，y 一定在某个 Nδ(xk) 中，于是令 n > N，就有

| fn(y) − f (y)| < ε (20)

□

例题 0.4. 习题 11.1 第 11 题

设 f (x) 在 [0,+∞) 上有界，且对于任意 a > 0， f (x) 都在 [0, a] 上黎曼可积. 又设 f (x) 在左端点 0 处右连

续. 证明：

lim
n→∞

n
∫ +∞

0
f (x)e−nxdx = f (0) (21)

注 本题证明考虑 Laplace 方法.
证明 由于 f (x) 在 [0,+∞) 上有界，记 supx≥0 | f (x)| = M ≥ 0.
由于 f (x) 在 0 附近右连续，所以对于任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得

| f (x) − f (0)| < ε, ∀0 < x < δ (22)

但是我们不知道极限 limn→+∞ n
∫ +∞

0 f (x)e−nxdx 是否存在，出于严谨性的考虑，我们采用上下极限的写法：

lim
n→+∞

n
∫ +∞

0
f (x) e−nxdx ≤ lim

n→+∞

(
n
∫ δ

0
f (x) e−nxdx + n

∫ +∞

δ

f (x) e−nxdx
)

(23)

≤ lim
n→+∞

n
∫ δ

0
f (x) e−nxdx + lim

n→+∞
n
∫ +∞

δ

f (x) e−nxdx (24)

≤ lim
n→+∞

n
∫ δ

0
( f (0) + ε) e−nxdx + M lim

n→+∞
n
∫ +∞

δ

e−nxdx (25)

= lim
n→+∞

∫ δ

0
( f (0) + ε) e−nxd (nx) + M lim

n→+∞

∫ +∞

δ

e−nxd (nx) (26)

= lim
n→+∞

∫ nδ

0
( f (0) + ε) e−xdx + M lim

n→+∞

∫ +∞

nδ
e−xdx (27)

=

∫ +∞

0
( f (0) + ε) e−xdx (28)

= f (0) + ε (29)
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lim
n→+∞

n
∫ +∞

0
f (x) e−nxdx ≥ lim

n→+∞

(
n
∫ δ

0
f (x) e−nxdx + n

∫ +∞

δ

f (x) e−nxdx
)

(30)

≥ lim
n→+∞

n
∫ δ

0
f (x) e−nxdx + lim

n→+∞
n
∫ +∞

δ

f (x) e−nxdx (31)

≥ lim
n→+∞

n
∫ δ

0
( f (0) − ε) e−nxdx + M lim

n→+∞
n
∫ +∞

δ

e−nxdx (32)

= lim
n→+∞

∫ δ

0
( f (0) − ε) e−nxd (nx) + M lim

n→+∞

∫ +∞

δ

e−nxd (nx) (33)

= lim
n→+∞

∫ nδ

0
( f (0) − ε) e−xdx + M lim

n→+∞

∫ +∞

nδ
e−xdx (34)

=

∫ +∞

0
( f (0) − ε) e−xdx (35)

= f (0) − ε (36)

由 ε 任意性可知：

lim
n→+∞

n
∫ +∞

0
f (x) e−nxdx = lim

n→+∞
n
∫ +∞

0
f (x) e−nxdx = f (0) (37)

于是

lim
n→∞

n
∫ +∞

0
f (x)e−nxdx = f (0) (38)

□

例题 0.5. 补充习题

设函数 f 在 (−∞,+∞) 上有界且一致连续. 令

fn(x) =
π

2n

n−1∑
k=0

f (x +
k
n

) sin
kπ
n
, ∀x ∈ R, n = 1, 2, · · · (39)

证明：{ fn} 在 (−∞,+∞) 上一致收敛.

证明 记 fn 逐点收敛于函数 F(x). 固定 x，令 n→ ∞，由定积分定义可知：

F(x) = lim
n→∞

fn(x) =
π

2

∫ 1

0
f (x + t) sin(tπ)dt (40)

引理 0.1

♡
f (x) sin x 在 (−∞,+∞) 一致连续.

注 证明考虑 f (x), sin x 在 (−∞,+∞) 有界且一致连续.
于是，对于任意的 ε > 0，存在一个 δ > 0，使得对于任意 x, y ∈ (−∞,+∞), |x − y| < δ，有

| f (x) sin x − f (y) sin y| < ε (41)

  第 4 页 





考虑

lim
n→∞

sup
x∈R
|F(x) − fn(x)| = lim

n→∞
sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣π2
∫ 1

0
f (x + t) sin(tπ)dt − π

2n

n−1∑
k=0

f (x +
k
n

) sin
kπ
n

∣∣∣∣∣∣∣ (42)

=
π

2
lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

f (x + t) sin (πt)dt − 1
n

f (x +
k
n

) sin
kπ
n

∣∣∣∣∣∣∣ (43)

≤ π
2

lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ε

n

∣∣∣∣∣∣∣ (44)

≤ π
2
ε (45)

于是，由 ε 任意性可知：{ fn} 在 (−∞,+∞) 上一致收敛.
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