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习题 11.1 第 3 题
(2) fn(x) =

xn

1 + xn , n = 1, 2, · · · .
(a). 0 ≤ x ≤ a (0 < a < 1)

(b). a ≤ x ≤ b (0 < a < 1 < b)

(c). b ≤ x < +∞ (b > 1)

(4) fn(x) = e−(x−n)2
, n = 1m2 · · ·

(a). a ≤ x ≤ b (−∞ < a < b < +∞)

(b). −∞ < x < ∞
(6) fn = n(

√
x + 1

n −
√

x), n = 1, 2, · · ·
(a). a ≤ x < ∞ (a > 0)

(b). 0 < x < +∞

证明

(2) fn → 0, x ∈ [0, a] (0 < a < 1)时, | fn − 0| = xn

1 + xn ≤
an

1 + an → 0 (as n→ ∞) ,故一致收敛

fn → f =


0, x ∈ [a, 1)
1
2 , x = 1

1, x ∈ (1, b]

, x ∈ [a, 1)时, | fn − 0| = xn

1 + xn → 0 (as n→ ∞)

x = 1时,
∣∣∣∣∣ fn − 1

2

∣∣∣∣∣ = 0 (as n→ ∞) , x ∈ (1, b]时, | fn − 1| = 1
1 + xn → 0 (as n→ ∞) ,故一致收敛

fn → 1, x ∈ [b,+∞)时, | fn − 1| = 1
1 + xn ≤

1
1 + bn → 0 (as n→ ∞) ,故一致收敛 □

(4) x ∈ [a, b] , fn → 0,
∣∣∣∣e−(x−n)2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣e−(b−n)2
∣∣∣∣→ 0 (as n→ ∞) ,故一致收敛

x ∈ (−∞,+∞) ,取xn = n,则 lim
n→∞

∣∣∣∣e−(xn−n)2 − 0
∣∣∣∣ = ∣∣∣e0

∣∣∣ = 1 , 0,故不一致收敛 □

(6) a ≤ x < +∞, f = lim
n→∞

fn = lim
n→∞

n
[(

x + 1
n

) 1
2 − x

1
2

]
= lim

n→∞
nx

1
2

[(
1 + 1

nx

) 1
2 − 1

]
= lim

n→∞
nx

1
2

(
1

2nx + O
(

1
n2

))
= 1

2x
1
2

lim
n→∞
| fn − f | = lim

n→∞

∣∣∣∣∣n [(x + 1
n

) 1
2 − x

1
2

]
− 1

2x
1
2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣nx
1
2

(
1

2nx + O
(

1
n2

))
− 1

2x
1
2

∣∣∣∣∣ = 0,故一致收敛

0 < xn < +∞,取xn =
1
n ,则 lim

n→∞
| fn − f | = lim

n→∞

∣∣∣∣∣n [( 2
n

) 1
2 −
(

1
n

) 1
2
]
−
√

n
2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(√2 − 3
2

) √
n
∣∣∣∣→ +∞,故不一致收敛

□

习题 11.1 第 7 题
设 { fn(x)} 在有界闭区间 I 桑著带你收敛于函数 f (x)，且存在 M > 0 和 0 < α ≤ 1 使成立

| fn(x) − fn(y)| ≤ M |x − y|α , ∀x, y ∈ I, n = 1, 2, · · · .

证明： fn(x) 在 I 上一致收敛于 f (x).

证明 不妨设I = [0, 1] ,故 | fn (x) − fn (y)| ≤ M |x − y|α ≤ M |x − y| ,∀n,∀x, y ∈ I

于是,对于任意给定的x, y ∈ I,有

| f (x) − f (y)| ≤ | f (x) − fn (x)| + | fn (x) − fn (y)| + | fn (y) − f (y)| ≤ | f (x) − fn (x)| + | fn (y) − f (y)| + M |x − y|
由于 fn在I上逐点收敛于 f ,两边同时令n→ ∞,则有 | f (x) − f (y)| ≤ M |x − y| ,∀x, y ∈ I

∀ε > 0,取m = ⌈2M
ε
⌉ ≥ 2M

ε
, yk =

k
m
, k = 0, 1, · · · ,m

则存在N > 0,使得 | f (yk) − fn (yk)| < ε
2
,∀n > N, k = 0, 1, · · ·m

于是对于任意x ∈ I,必然有某个yk,使得 |x − yk | <
1

2m
≤ ε

4M
那么 | f (x) − fn (x)| ≤ | f (x) − f (yk)|+| f (yk) − fn (yk)|+| fn (yk) − fn (x)| ≤ 2M |x − yk |+| f (yk) − fn (yk)| ≤ 2M· ε

4M
+
ε

2
= ε

于是 fn在I上一致收敛于 f . □





习题 11.1 第 9 题
设对每个正整数 n，函数 fn(x) 在区间 I 上有界. 又设当 x→ ∞ 时， fn(x) 在 I 上一致收敛于 f (x). 证明：

(1) 极限函数 f (x) 在 I 上有界

(2) 函数序列 fn(x)(n = 1, 2, · · · ) 在 I 上一致有界. 即存在 M > 0 使对所有 n 都有

| fn(x)| ≤ M, ∀x ∈ I.

证明 由于 fn在I上一致收敛于 f ,故存在N > 0,使得 | fn (x) − f (x)| ≤ 1,∀n ≥ N,∀x ∈ I

故 | f (x)| ≤ | f (x) − fN (x)| + | fN (x)| ≤ | fN (x)| + 1 ≤ sup
x∈I

fN (x) + 1 < ∞
∀n ≥ N,∀x ∈ I, | fn (x)| ≤ | fn (x) − f (x)| + | f (x)| ≤ 1 + sup

x∈I
fN (x) + 1 < ∞

故取M = sup
x∈I,n≤N

fn (x) + 2就有, | fn (x)| ≤ M,∀x ∈ I,∀n □

补充习题 9′

设 { fn} 是区间 I 上的一列函数，x0 是 I 的一个聚点 (即存在互不相同的一列数 xn ∈ I, n = 1, 2, · · ·，使成立
lim
n→∞

xn = x0). 假设成立
(1) { fn} 在 I 上一致收敛于函数 f

(2) 对每个正整数 n 都成立 lim
x→x0,x∈I

fn(x) = An

(3) lim
n→∞

An = A

证明： lim
x→x0,x∈I

f (x) = A

证明 对于I中任意趋于x0的序列 {xk}∞k=1 ,有 lim
k→∞

fn (xk) = An

∀ε > 0,∃N > 0, s.t. | fn (x) − f (x)| ≤ ε
2
, |An − A| ≤ ε

2
,∀n ≥ N,∀x ∈ I

| f (xk) − A| ≤ | f (xk) − fN (xk)| + | fN (xk) − AN | + |AN − A| ≤ ε
2
+ | fN (xk) − AN | +

ε

2
= ε + | fN (xk) − AN |

故 lim
k→∞
| f (xk) − A| ≤ ε + lim

k→∞
| fN (xk) − AN | = ε

由ε任意性 : lim
k→∞
| f (xk) − A| = 0,故 lim

k→∞
| f (xk) − A| = 0,对于I中趋于x0的任意序列{xk}

故 lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

f (x) = 0,故 lim
x→x0

f (x) = 0. □
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