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习题 10.2 第 6 题
设 {an}∞n=1 是一个单调递增的有界正数列. 证明：

1. 级数
∞∑

n=1

1 − an

an+1
收敛

2. 对于任意 µ, ν ∈ R，级数
∞∑

n=1

aµn+1aνn(
1
an
− 1

an+1
) 收敛.

证明

1.
∞∑

n=1

(
1 − an

an+1

)
=

∞∑
n=1

an+1 − an

an+1

由于 ∀m ∈ N,
∣∣∣∣∣∣∣

m∑
n=1

an+1 − an

∣∣∣∣∣∣∣ = |am+1 − a1| 有界，
1

an+1
递减趋于0. 故级数收敛. □

2. 由于
∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

(
1
an
− 1

an+1

)∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1
a1
− lim

n→∞

1
an

∣∣∣∣∣收敛，aνn单调有界. 故
∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

aνn

(
1
an
− 1

an+1

)∣∣∣∣∣∣∣收敛. 又因为 aµn+1单调有界，

故
∞∑

n=1

aµn+1aνn

(
1
an
− 1

an+1

)
收敛 □

习题 10.2 第 7 题

已知正项级数
∞∑

n=1

un 收敛，证明：

1. 对任意正整数 m，级数
∞∑

n=1

m
√

ukuk+1 · · · uk+m−1 收敛

2. 对任意 p > 1，级数
∞∑

n=1

up
n 收敛

3. 对任意满足 µ + ν > 1 的 µ > 0, ν > 0，级数
∞∑

n=1

uµn
nν
收敛

证明

1. ∀ε > 0,∃N > 0, s.t.
q∑

k=p

uk < ε,∀q > p > N.

∀q > p > N,
q∑

k=p

m
√

ukuk+1 · · · uk+m−1 ≤
q∑

k=p

uk + uk+1 + · · · + uk+m−1

m
<
ε + ε + · · · + ε

m
= ε

所以由柯西收敛准则：
∞∑

n=1

m
√

unun+1 · · · un+m−1收敛 □

2. ∀0 < ε < 1,∃N > 0, s.t.
t∑

k=s

uk < ε,∀t > s > N.故0 < uk < 1

∀t > s > N,
t∑

k=s

up
k <

t∑
k=s

uk < ε,由柯西收敛准则：
∞∑

n=1

up
n收敛 □

3. µ + ν > 1, µ > 0, ν > 0,
1
µ+ν
µ

+
1
µ+ν
ν

= 1

正项级数 lim
m→∞

m∑
n=1

uµn
nν
≤ lim

m→∞

m∑
n=1

µ

µ + ν
uµ+νn + lim

m→∞

m∑
n=1

ν

µ + ν

1
nµ+ν
由2.可知收敛.(这里用了一次 young不等式，一

次极限符号拆开的不等式) □





习题 10.2 第 12 题

1. 证明：如果通项单调递减的正项级数
∞∑

n=1

un 收敛，则 limn→∞ nun = 0

2. 设正项级数
∞∑

n=1

un 的通项如下：

un =
1
2n ,当n不是 2 的整幂, un =

1
n
,当n是 2 的整幂

证明该级数收敛，但 limn→∞ nun , 0，更确切地说有子列使 limk→∞ nkunk = 1

3. 举例说明，对任意给定的 ε > 0，存在收敛的正项数列
∞∑

n=1

un，其通项有子列满足 lim
k→∞

nεkunk = 1

证明

1. 因为
∞∑

n=1

un收敛且通项递减，故0 ≤ lim
n→∞

nun = lim
n→∞

2nu2n ≤ 2 lim
n→∞

2n∑
i=n

ui = 0,故 lim
n→∞

nun = 0 □

2.
∞∑

n=1

un = lim
m→∞

m∑
n=1

2n−1∑
i=2n−1

ui = lim
m→∞

m∑
n=1

1
2n−1 +

2n−1∑
i=2n−1+1

1
2i = lim

m→∞

m∑
n=1

1
2n−1 +

2n−1∑
i=2n−1+1

1
2i

= lim
m→∞

m∑
n=1

1
2n−1 +

1
22n−1−1

(
2 − 1

22n−1

)
≤ lim

m→∞

m∑
n=1

1
2n−1 +

1
2n−1 = 4 < ∞,收敛

取nk = 2k,则有 lim
k→∞

nkunk = lim
k→∞

nk
1
nk
= 1 □

3. 取un =

 1
nε , n = 2⌈

k
ε ⌉, k ∈ N

0, otherwise
∞∑

n=1

un =

∞∑
k=1

1

2⌈
k
ε ⌉ε
≤
∞∑

k=1

1
2k = 1 < ∞收敛

取nk = 2⌈
k
ε ⌉,则有 lim

k→∞
nεk

1
nεk
= 1 □

习题 11.1 第 1 题
证明函数序列 fn(x)(n = 1, 2, · · · , n) 在区间 I 上一致收敛于函数 f (x) 的充要条件是存在收敛于零的正数列

εn(n = 1, 2, · · · ) 使成立
| fn(x) − f (x)| ≤ εn, ∀x ∈ I, n = 1, 2, · · · .

证明 fn一致收敛于 f ⇔ ∀ε > 0,∃N > 0, s.t. | fn (x) − f (x)| < ε,∀n > N,∀x ∈ I

(⇒:) 若 fn一致收敛于 f ,取εn = sup
x∈I
| fn (x) − f (x)| ,就有∀ε > 0,∃N > 0, s.t.

εn = sup
x∈I
| fn (x) − f (x)| ≤ ε.

由ε任意性,就有 lim
n→∞
εn = 0.

(⇐:) 若存在收敛于0的正数列εn, s.t. | fn (x) − f (x)| < εn,∀x ∈ I

则存在N > 0, s.t.0 < εn < ε,∀n > N,则有 | fn (x) − f (x)| < εn < ε,∀n > N,∀x ∈ I □

习题 11.1 第 2 题
证明 fn(x)在 I上不一致收敛于 f (x)的充要条件是存在点列 xn ∈ I(n = 1, 2, · · · )使当 n→ ∞时，fn(xn)− f (xn)↛

0.

证明 由习题 11.1 第 1 题可知， fn(x) 在 I 上不一致收敛于 f (x)⇔ lim
n→∞

sup
x∈I
| fn − f | = 0 不成立 ⇔∃{xn}∞n=1, xn ∈

I, s.t. fn(xn) − f (xn)↛ 0. □
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习题 11.1 第 3 题
(2) fn(x) =

xn

1 + xn , n = 1, 2, · · · .
(a). 0 ≤ x ≤ a (0 < a < 1)

(b). a ≤ x ≤ b (0 < a < 1 < b)

(c). b ≤ x < +∞ (b > 1)

(4) fn(x) = e−(x−n)2
, n = 1m2 · · ·

(a). a ≤ x ≤ b (−∞ < a < b < +∞)

(b). −∞ < x < ∞
(6) fn = n(

√
x + 1

n −
√

x), n = 1, 2, · · ·
(a). a ≤ x < ∞ (a > 0)

(b). 0 < x < +∞

证明

(2) fn → 0, x ∈ [0, a] (0 < a < 1)时, | fn − 0| = xn

1 + xn ≤
an

1 + an → 0 (as n→ ∞) ,故一致收敛

fn → f =


0, x ∈ [a, 1)
1
2 , x = 1

1, x ∈ (1, b]

, x ∈ [a, 1)时, | fn − 0| = xn

1 + xn → 0 (as n→ ∞)

x = 1时,
∣∣∣∣∣ fn − 1

2

∣∣∣∣∣ = 0 (as n→ ∞) , x ∈ (1, b]时, | fn − 1| = 1
1 + xn → 0 (as n→ ∞) ,故一致收敛

fn → 1, x ∈ [b,+∞)时, | fn − 1| = 1
1 + xn ≤

1
1 + bn → 0 (as n→ ∞) ,故一致收敛 □

(4) x ∈ [a, b] , fn → 0,
∣∣∣∣e−(x−n)2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣e−(b−n)2
∣∣∣∣→ 0 (as n→ ∞) ,故一致收敛

x ∈ (−∞,+∞) ,取xn = n,则 lim
n→∞

∣∣∣∣e−(xn−n)2 − 0
∣∣∣∣ = ∣∣∣e0

∣∣∣ = 1 , 0,故不一致收敛 □

(6) a ≤ x < +∞, f = lim
n→∞

fn = lim
n→∞

n
[(

x + 1
n

) 1
2 − x

1
2

]
= lim

n→∞
nx

1
2

[(
1 + 1

nx

) 1
2 − 1

]
= lim

n→∞
nx

1
2

(
1

2nx + O
(

1
n2

))
= 1

2x
1
2

lim
n→∞
| fn − f | = lim

n→∞

∣∣∣∣∣n [(
x + 1

n

) 1
2 − x

1
2

]
− 1

2x
1
2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣nx
1
2

(
1

2nx + O
(

1
n2

))
− 1

2x
1
2

∣∣∣∣∣ = 0,故一致收敛

0 < xn < +∞,取xn =
1
n ,则 lim

n→∞
| fn − f | = lim

n→∞

∣∣∣∣∣n [(
2
n

) 1
2 −

(
1
n

) 1
2
]
−
√

n
2

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(√2 − 3
2

) √
n
∣∣∣∣→ +∞,故不一致收敛

□

习题 11.1 第 4 题
设 { fn(x)}和 {gn(x)}都在区间 I 上一致收敛，且对每个 n，fn(x)和 gn(x)都是 I 上的有界函数. 证明：{ fn(x)gn(x)}
在 I 上一致收敛.

证明 Step1 : Check : f , g有界, { fn} , {gn}一致有界
因为 fn一致收敛于 f ,故存在N > 0, s.t. | f (x) − fn (x)| < 1,∀n ≥ N,∀x ∈ I

因为 fn (x)在I上有界,故sup
x∈I
| fn (x)| < ∞,∀n

故 | f (x)| ≤ | fN (x)| + | f (x) − fN (x)| ≤ 1 + sup
x∈I
| fN (x)| < ∞,∀x ∈ I

故 f (x)有界,同理g (x)有界

同时∀n, sup
x∈I
| fn (x)| ≤ sup

x∈I
(| f (x) − fn (x)| + | f (x)|) ≤ sup

x∈I
| f (x) − fn (x)| + sup

x∈I
| f (x)|

由于 lim
n→∞

sup
x∈I
| f (x) − fn (x)| = 0,故 sup

x∈I,n∈N
| f (x) − fn (x)| ≤ max

{
sup

x∈I,n∈N
| f (x) − fn (x)| , 1

}
C M

故∀n,∀x ∈ I, | fn (x)| ≤ sup
x∈I,n∈N

| fn (x)| ≤ M + sup
x∈I
| f (x)| < ∞,故 { fn} , {gn}一致有界

Step2 : Check : fngn ⇒ fng

由于 fn ⇒ f , gn ⇒ g,故∀ε > 0,∃N > 0, s.t. | fn (x) − f (x)| < ε, |gn (x) − g (x)| < ε,∀n > N,∀x ∈ I

故∀x ∈ I, n > N, | fngn − fng| ≤ | fn| |g − gn| ≤ sup
x∈I,n∈N

| fn|·|g − gn| ≤ ε· sup
x∈I,n∈N

| fn| , sup
x∈I,n∈N

| fn|为常值,故由ε任意性, | fngn − fng| →
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0 (as n→ ∞)

Step3 : Check : fng⇒ f g

由于 fn ⇒ f , gn ⇒ g,故∀ε > 0,∃N > 0, s.t. | fn (x) − f (x)| < ε, |gn (x) − g (x)| < ε,∀n > N,∀x ∈ I

故∀x ∈ I, n > N, | fng − f g| ≤ |g| | fn − f | ≤ sup
x∈I
|g| · | fn − f | ≤ ε · sup

x∈I
|g| , sup

x∈I
|g|为常值,故由ε任意性, | fng − f g| →

0 (as n→ ∞)

Step4 : Check : fngn ⇒ f g

∀x ∈ I, n > N, | fngn − f g| ≤ | fngn − fng| + | fng − f g| ≤ ε ·
(

sup
x∈I,n∈N

| fn| + sup
x∈I
|g|

)
,由ε任意性, | fngn − f g| → 0 (as n→ ∞)

故 fngn一致收敛于 f g. □

习题 11.1 第 6 题
设存在收敛的正项级数

∑∞
n=1 Mn 使成立

| fn+1(x) − fn(x)| ≤ Mn, ∀x ∈ I, n = 1, 2, · · · .

证明： fn(x) 在 I 上一致收敛.

证明 由于正项级数
∞∑

n=1

Mn收敛,故由柯西收敛准则 :

∀ε > 0,∃N > 0, s.t.

∣∣∣∣∣∣∣
m∑

k=n

Mk

∣∣∣∣∣∣∣ < ε,∀m > n > N

故

| fm+1 − fn| =
∣∣∣∣∣∣∣

m∑
k=n

( fk+1 − fk)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n

| fk+1 − fk | ≤
m∑

k=n

Mk < ε,∀m > n > N,∀x ∈ I (1)

故有 { fn}∞n=1收敛,记 { fn}∞n=1收敛于 f .
(
在I上

)
在公式 1中取 m→ ∞，则有 | f − fn| ≤ ε,∀n > N,∀x ∈ I. 由 ε 任意性，我们有 fn 一致收敛于 f . □
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