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f x f x g x g x f x g x f x g x

f x f x g x


 



 


   

  

      

 

      

 

      

     
  

      


  


         

                 

                 

               

       
 

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

2

2

2

2
.

, .

g x f x g x f x g x

f x f x g x g x f x g x f x g x

f x f x g x g x f x f x g x g x

f x f x g x g x f x f x g x g x

f x f x g x g x

Hence M x conti



   

      


      


      


    



                       
         

   
                 
         

         

4. 4 max , , min , ,

max , , min ,

4. 2 4. 3 : , .

max , min ,

since , , , , .

fo

fg fh fg fh

fg fh fg fh

fg fg

fg fg

fg fh fg fh

M M m m

M M m m

u x f x g x h x f x g x h x f x g x h x

denote f x g x by M f x g x by m

by and M m conti

u x f x g x h x M x M x m x m x

f x g x h x M x m x

f x g x h x M x m x conti

    

     

    

   

   

   

   

0

1 0 1

0

2 0 2

0

3 0 3

0

4 0 4

0

5 0 5

r any given , 0,
0, . . : 0 ,

5
0, . . : 0 ,

5
0, . . : 0 ,

5
0, . . : 0 ,

5
0, . . : 0 ,

fg fh fg fh

fg

M M M M

m m

x I
s t x I x x

f x f x

s t x I x x

g x g x

s t x I x x

h x h x

s t x I x x

M x M x

s t x I x x

m


 



 


 


 


 

  

      

 

      

 

      

 

      

 

      

   

 
                         
                   

0

1 2 3 4 5 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

5
min , , , , 0, : 0 ,

5 5 5 5

fh fg fh

fg fh fg fh fg fh fg fh

fg fh fg fh fg fh fg fh

m m

M M m m M M m m

M M M M m m m m

x m x

choose then x I x x

u x u x f x g x h x M x m x f x g x h x M x m x

f x f x g x g x h x h x M x M x m x m x



      

    

 

      

          

         

    

 
5

, .Hence u x conti



   
   

     
 

     
   

2. , , . . ,

, 0,

, 0.

inf 0 inf inf ,

, , . . , .
x I x I x I

c m M s t y I f y c

g x f x c

y I g x f x g x

y I g x

g x f x c m f x

c m M s t I f c 
  

    



   

  

     

    



反证：假设

因此 又 连续 连续

不妨设

矛盾！

故



   
   

     
   

     
       

         

     
   

   

1 2

1 2

1

1 1

4.

, , 0

, ,

, , 0

,

, , 0, .

6. ,

0, 0

:

, ,

n

n

n

n n

g x f x x

f x a b g x

g x C a b g x

x a b g x

f b b f x a b

x a b f x x g x f x

f x f x f x
g x f x

n
f x f x f x

g x g x

f x
x x x x I f 



  



  



    

  


  

 

    








证：

假设 没有不动点，即

因为 所以 恒正或恒负

不妨设

那么 ，但是 值域为 ,矛盾！

故 即 有不动点

证：

不妨设

那么

由零点存在性定理

若 ，使得
       

       

           

       

 

   
   

   

   

1 2

1 2

1 2
1 1

1 2

1

1

0

0

0

=

, , 0

=

7. ,
lim 0, . . ,

1,

, 3.4.4 : , , . . ,

9.
, ,

n

n

n
n n

n

x

f x f x
g

n
f x f x f x

f
n

f x f x f x
x x x x I f g

n
f x f x f x

f
n
x

f x M s t x M

f x f x

x M x M M s t x M M

f x f x

x a b f x





  





  
 

  

  
      

  

     

 

      



 









即

若 ，使得

即

证：对于一个给定的

对于 由定理

证：

假设

   
 

   
     

   
 

 

 
,

0

, , 0

0,1 , . .

, , , , . .

, , . . inf ,

, .
x a b

x a b f x

s t

x a b y a b s t

f y f x f x

y a b s t f y f x

f a b









  

 

   

 

   

不妨设

那么

矛盾！

故 在区间 上有零点




