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第一题

(1) 构造一次拉格朗日插值多项式 L1，对于 x0 = 0.0 和 x1 = 0.5



对于一次拉格朗日插值多项式，有：

L1(x) = f(x0)
x − x1

x0 − x1
+ f(x1)

x − x0

x1 − x0

代入 x0 = 0.0，x1 = 0.5，以及 f(x) = ex，我们有：

L1(x) = e0.0 x − 0.5

0.0 − 0.5
+ e0.5 x − 0.0

0.5 − 0.0

L1(x) = 1 ⋅
x − 0.5

−0.5
+ e0.5 ⋅

x

0.5

简化后：

L1(x) = −(x − 0.5) + e0.5x

即：

L1(x) = e0.5x − x + 0.5

L1(0.25) = e0.5 × 0.25 − 0.25 + 0.5

计算得：

L1(0.25) ≈ 1.64872 × 0.25 − 0.25 + 0.5 = 0.66218

L1(x) = f(x0)
x − x1

x0 − x1
+ f(x1)

x − x0

x1 − x0

代入 x0 = 0.5，x1 = 1.0，我们有：

L1(x) = e0.5 x − 1.0

0.5 − 1.0
+ e1.0 x − 0.5

1.0 − 0.5

插值多项式：

计算 L1(0.25)：

(2) 构造一次拉格朗日插值多项式 L1，对于 x0 = 0.5 和 x1 = 1.0

插值多项式：



L1(x) = e0.5 ⋅
x − 1.0

−0.5
+ e1.0 ⋅

x − 0.5

0.5

L1(x) = −e0.5(x − 1.0) + e1.0(x − 0.5)

简化后：

L1(x) = −e0.5x + e0.5 + e1.0x − 0.5e1.0

L1(x) = (e1.0 − e0.5)x + e0.5 − 0.5e1.0

L1(0.75) = (e1.0 − e0.5) × 0.75 + e0.5 − 0.5e1.0

计算得：

L1(0.75) ≈ (2.71828 − 1.64872) × 0.75 + 1.64872 − 0.5 × 2.71828 = 1.09277

L2(x) = f(x0)
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+ f(x1)

(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+ f(x2)

(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)

代入 x0 = 0.0, x1 = 1.0, x2 = 2.0，并且 f(x) = ex，我们有：

L2(x) = e0.0 (x − 1.0)(x − 2.0)

(0.0 − 1.0)(0.0 − 2.0)
+ e1.0 (x − 0.0)(x − 2.0)

(1.0 − 0.0)(1.0 − 2.0)
+ e2.0 (x − 0.0)(x − 1.0)

(2.0 − 0.0)(2.0 − 1.0)

L2(x) = 1 ⋅
(x − 1.0)(x − 2.0)

2
− e1.0 ⋅ x(x − 2.0) + e2.0 ⋅

x(x − 1.0)

2

我们可以代入 x = 0.25 和 x = 0.75，分别计算这两个插值结果。

对于 L2(0.25)：

L2(0.25) =
(0.25 − 1.0)(0.25 − 2.0)

2
− e1.0 × 0.25 × (0.25 − 2.0) +

e2.0 × 0.25 × (0.25 − 1.0

2

计算 L1(0.75)：

(3) 构造二次拉格朗日插值多项式 L2，对于 x0 = 0.0, x1 = 1.0, x2 = 2.0

插值多项式：

计算 L2(0.25) 和 L2(0.75)：



计算得：

L2(0.25) ≈
(0.25 − 1.0)(0.25 − 2.0)

2
− 2.71828 × 0.25 × (0.25 − 2.0) +

7.38906 × 0.25 × (0

2

对于 L2(0.75)：

L2(0.75) =
(0.75 − 1.0)(0.75 − 2.0)

2
− e1.0 × 0.75 × (0.75 − 2.0) +

e2.0 × 0.75 × (0.75 − 1.0

2

计算得：

L2(0.75) ≈
(0.75 − 1.0)(0.75 − 2.0)

2
− 2.71828 × 0.75 × (0.75 − 2.0) +

7.38906 × 0.75 × (0

2

我们已经有了 f(x0)，f(x1)，f(x2) 的表达式：

代入到 Lagrange 插值公式中：

L2(x) = e1.0 (x − 1.05)(x − 1.07)

(−0.05)(−0.07)
+ 1.15e1.05 (x − 1.0)(x − 1.07)

(0.05)(−0.02)
+ 1.21e1.07 (x − 1.0)(x −

(0.07)(0.02

简化分母得到：

L2(x) = e1.0 (x − 1.05)(x − 1.07)

0.0035
− 1.15e1.05 (x − 1.0)(x − 1.07)

0.001
+ 1.21e1.07 (x − 1.0)(x −

0.0014

我们现在需要计算 L2(1.03)，首先代入 x = 1.03 进行计算：

第二题

构造二次 Lagrange 插值多项式 L2

1. f(x0) = f(1.0) = e1.0

2. f(x1) = f(1.05) = 1.15e1.05

3. f(x2) = f(1.07) = 1.21e1.07

计算 L2(1.03)



L2(1.03) = e1.0 (1.03 − 1.05)(1.03 − 1.07)

0.0035
− 1.15e1.05 (1.03 − 1.0)(1.03 − 1.07)

0.001
+ 1.21e1.07

计算各项：

使用 e1.0 ≈ 2.71828，e1.05 ≈ 2.85765，e1.07 ≈ 2.90552，我们可以计算出近似值：

1. 第一项：

(1.03 − 1.05)(1.03 − 1.07)

0.0035
=

(−0.02)(−0.04)

0.0035
=

0.0008

0.0035
≈ 0.22857

因此，第一项为：

e1.0 × 0.22857 = e1.0 × 0.22857

2. 第二项：

(1.03 − 1.0)(1.03 − 1.07)

0.001
=

0.03 × (−0.04)

0.001
=

−0.0012

0.001
= −1.2

因此，第二项为：

1.15e1.05 × (−1.2) = −1.38e1.05

3. 第三项：

(1.03 − 1.0)(1.03 − 1.05)

0.0014
=

0.03 × (−0.02)

0.0014
=

−0.0006

0.0014
≈ −0.42857

因此，第三项为：

1.21e1.07 × (−0.42857) = −0.51857e1.07

代入这些结果，我们得到：

L2(1.03) = e1.0 × 0.22857 − 1.38e1.05 − 0.51857e1.07

近似值计算：

1. 第一项：

2.71828 × 0.22857 ≈ 0.62159

2. 第二项：



f(1.03) 的实际值为：

f(1.03) = 3 × 1.03 × e1.03 − 2 × e1.03 = e1.03 × (3 × 1.03 − 2) = 1.09e1.03

其中 e1.03 ≈ 2.803，因此：

f(1.03) ≈ 1.09 × 2.803 ≈ 3.05527

实际误差为：

误差 = |L2(1.03) − f(1.03)| = | − 4.83171 − 3.05527| = 7.88698

拉格朗日插值的误差界为：

R2(x) =
f (3)(ξ)

3!
(x − x0)(x − x1)(x − x2)

其中 ξ 是 [x0, x2] 上的某个点，f(x) = 3xex − 2ex 的三阶导数为：

f (3)(x) = (3x + 6)ex

在 [1.0, 1.07] 上，最大值出现在 x = 1.07 附近：

f (3)(1.07) ≈ (3 × 1.07 + 6) × e1.07 = 9.21 × 2.90552 ≈ 26.750

误差界为：

−1.38 × 2.85765 ≈ −3.94655

3. 第三项：

−0.51857 × 2.90552 ≈ −1.50675

将各项相加，得到：

L2(1.03) ≈ 0.62159 − 3.94655 − 1.50675 = −4.83171

实际值计算：

实际误差：

估计误差界：



R2(1.03) ≤
26.750

6
× |(1.03 − 1.0)(1.03 − 1.05)(1.03 − 1.07)| =

26.750

6
× |0.03 × (−0.02)

因此估计误差界为 0.000107。

设 |f| 在 x = ξ 处取到最大值，若 f ≡ 0，则不等式显然成立。若 f ≠ 0，则 |f(ξ)| > 0，不妨设
f(ξ) > 0，否则用 −f 代替 f，于是 ξ ≠ a, b。由于 f ∈ C 2[a, b]，故 f ′(ξ) = 0，否则 ξ ∈ (a, b) 不是 f 的
最大值点。泰勒展开可以得到

{

其中 η ∈ [a, ξ], ζ ∈ [ξ, b]，于是

{

可以得到

2f(ξ) ≤ max
x∈[a,b]

|f ′′(x)| ⋅ [(ξ − a)2 + (ξ − b)2] ≤
1

4
(b − a)2 ⋅ max

x∈[a,b]
|f ′′(x)|

于是

max
x∈[a,b]

f(x) ≤
1

8
(b − a)2 max

x∈[a,b]
|f ′′(x)|

Lagrange 插值基函数：

lk(x) =
n

∏
i=0,i≠k

x − xi

xk − xi

第三题

f(a) = f(ξ) + f ′(ξ)(ξ − a) +
f ′′(η)

2
(ξ − a)2

f(b) = f(ξ) + f ′(ξ)(ξ − b) +
f ′′(ζ)

2 (ξ − b)2

f(ξ) = −
f ′′(η)

2
(ξ − a)2

f(ξ) = −
f ′′(ζ)

2 (ξ − b)2



于是

lk(0) =
n

∏
i=0,i≠k

xi

xi − xk

对任意 R 上连续函数 f(x)，其 Lagrange 插值多项式 (n 阶) 为

n

∑
k=0

lk(x)f(xk)

当 f 为 ≤ n 阶多项式时，有 f 等于其 Lagrange 插值多项式 
n

∑
k=0

lk(x)f(xk).

分别考虑 f(x) = x, x2, … , xn，就有

n

∑
k=0

lk(x)x
j

k = xj j = 1, 2, … , n

再令 x = 0 就有

n

∑
k=0

lk(0)x
j

k = 0

对于 j = n + 1，任意给定 y ∈ R ∖ {x0, x1, … , xn}，考虑函数 f(x) = xn+1，记 xn = y，则有插值多项
式：

f(x) =
n+1

∑
k=0

l̃k(0)xn+1
k

其中

l̃k(0) =

于是

:

⎧⎪⎨⎪⎩( n

∏
i=0,i≠k

xi

xi − xk

) ⋅
y

y − xk

= lk(0) ⋅
y

y − xk

对于k = 0, 1, … , n

n

∏
i=0

xi

xi − y
对于k = n + 1

0 = xn+1
x=0

=
n+1

∑
k=0

l̃k(0)f(xk) =
n

∑
k=0

l̃k(0)f(xk) + l̃n+1(0)f(y)

=
n

∑
k=0

lk(0)
y

y − xk

f(xk) +
n

∏
i=0

xi

xi − y
yn+1∣



左右同时乘以 
n

∏
i=0

(y − xi) 可得

0 =
n

∑
k=0

lk(0) ⋅ y ⋅
n

∏
i=0,i≠k

(y − xi) ⋅ f(xk) + (−1)n+1
n

∏
i=0

xi ⋅ yn+1

由 y 的任意性，比较两边 yn+1 的系数可知：

n

∑
k=0

lk(0)f(xk) = (−1)n
n

∏
i=0

xi


